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Bd.  66,  1.  u  2  Iisme.  Bd.  67,  4.  u.  8.  Httlfle.   Bd.  68,  4.  HSlfle. 

Wien  1884—86. 

Denkschriften  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Mathem.-naturw.  Cl.  Od. 
48—50.  Wien  4884.  85. 

Deokaehriflen  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissenscb.  Philos.-histor.  Cl.  Bd.  SS. 
Wien  4883. 

Fontes  rernni  Austriacarom.  Oeslerreich.  Gesohichtsquellen,  hprausjr.  von 
der  histor.  Commissioa  der  kaiserl.  Akad.  d.  WisseoscU.  Ablli.  II. 
Diplomata  et  Acta.  Bd.  (4.  Wien  4885. 

Monnmenia  oAneilioram  generellnni  secvH  XV.  Edidemot  Gaas.  Academlae 

scientiaruni  socii  delegati.  ConcilloiD  Basileense.  Scriptoruai  T.  III, 

P.  1 .  Vindobonae  1 S86. 

Feierliche  Sitzung  der  kaiserl.  Akademie  d.  Wissensch,  anlässlich  des 
25 jährigen  Jubiläums  des  Hoben  Curatoriums  am  10.  März  1886. 
Wien  48S6. 

Sitinogsberichte  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wtss.  Mathem.-naturw.  Cl.  Bd.  89 
1884;.  Abth.  III,  Heft  3—5  Bd.  90  (1884),  Ablh.  I.  Heft  1—5. 
AbUi.  II,  Heft  1—5.  Abth.  HI,  Heft  1—5.  Bd.  91  (4885),  Abth.  I, 
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SITZLNG  AM  I  I .  JANUAR  1 886. 


C.  Vanmaim»  Ausdehnung  der  Keppler  sehen  Gesetze  auf 
den  Fallf  dass  die  Bewegung  auf  einer  Kugelflache  stattfindet.  *) 

Findel  zwischen  zwei  materiellen  Puncten  M  und  in.  von 
denen  der  erste  fest^  der  zweite  beiceglich  ist,  eine  ge^enseiUge 
£inwirkuiig  slaU,  deren  KraftefunctioD  U  den  Werth  bal: 


wo  r  die  gegenseitige  Enlferaung  der  beiden  Punkte,  und  k 

eine  beliebig;  gegebene  Constante  vorstellt,  so  ergeben  sich  he- 
kanntlich  die  KeppUr'schen  Gesetze.  Der  Punkt  m  wird  also, 
falls  seine  Anfangsgeschwindigkeit  beliebig  gegeben  ist,  einen 
Kegelschnitt  beschreiben,  dessen  einer  Brennpunkt  fn  M  liegt. 
Und  ist  insbesondere  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  und  a  die 
grosse  Axe  dieser  Ellipse,  so  wird  für  die  Umlaufssteit  T  dea 
Punktes  m  die  Formel  gelten : 


Zu  analogen  Gesetzen  gelangt  man  aucli  dann,  wenn  die 
beiden  Punkte  auf  einer  gegebenen  festm  Kugeiflädut  sieh  be- 
finden, felis  man  nur  der  KrSftefunction  U  den  Wertli  beilegl: 


wo  &  den  Winkelabstand  der  beiden  Punkte  vorstellen  soll, 
während  R  den  Radius  der  Kugel,  und  ^  eine  beliebig  gegebene 
Constante  beteichnet.  Dabei  ist  alsdann  M  auf  der  Kugelfläche 
in  festerta^ei  m  hingegen  auf  derselben  frei  beweglich  zu  denken. 


1}  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  7.  December  4885.  Zum  Druck 
llbemlefat  am  II .  Januar  1 886. 

KsUi^pkja.  ClMM.  1M6.  4 
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G.  Nbumann,  Ueber  die  Kepplbr'schen  Gesetze. 


Ohne  mich  auf  die  Untersuchung  selber  hier  näher  einzu- 
lassen, will  ich  nur  die  sich  ergebenden  Resultate  in  Kürze  an- 
heben. Dieselben  sind  ausdrUckbar  durch  folgende  Satze : 

Erster  Satz.  —  Hat  der  Punl,t  m  auf  der  Kugelpüchr  einen 
ijcliebn/en  Anfatujsort  und  eine  hclirhii/c  Anfanqüffeschrindiykeit 
erhalten,  so  u  ird  er,  unter  der  limwtrkung  des  festen  htnf,!es  3f. 
eine  sphärische  Ellipse  beschreiben^  deren  einer  Brennpunkt 
in  M  liegt. 

Dabei  ist,  was  diese  sphärische  Ellipse,  d.  i.  die  Bahn  des 
Punktes  m  betrifft,  auf  Grund  meiner  üntersodiung  noch  Fol- 
gendes hinzuzufügen  : 

Betrachtet  man  (der  l)e(jueniern  Ausdrucksweise  \sillen 
M  als  den  Nordpol  der  gegebenen  Kugelflüche,  und  nimmt  man 
an,  die  gegenseitige  Einwirkung  zwischen  M  und  m  sei  eine 
(ittrnctive.  mithin  k  positiv,  so  wird  die  Bahn  des  Mobils  m,  ent- 
weder gauz  oder  wenigstens  Iheilweise,  in  der  nördlichen  He- 
misphäre liegen.  Und  ist  andererseits  jene  Einwirkung  repulsiv, 
uiilhiii  k  negativ,  so  wird  die  Bahn  des  Mobils,  ganz  oder  wenig- 
stens Iheilweise,  in  der  südlichen  Hemisphäre  sich  befinden. 

Zweiter  Satz.  —  Die  Zeit  T,  icelche  das  Mobil  m  braucht, 
um  setne  elliptische  Buhn  enn/ial  zu  durchlaufen,  hängt  lediglich 
ab  von  der  grossen  Axe  dieser  Bahn.  Bs  gilt  nämlich  für  jene 
Zeit  Täte  Formel: 

(B.)  r._if^.iO.(^)eos(f). 

WO  a  die  grosse  Axe  der  in  Hede  stehenden  sphärischen  Ellipse^ 
oder  (genauer  ausgedruckt)  dm  WinkMbstmd  des  Berihels  vom 
Aphel  vorsteUL 

Sind  insbesondere  &  und  a  unendlich  klein,  so  gellt  offenbar 
die  Formel  (A.)  in  (er.)  Uber,  und  ebenso  (B.)  in  {ß,);  wie  sol- 
ches a  priori  su  erwarten  stand. 
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B.  Study,  Ueber  die  Raumeurven  vierter  Ordnung,  zweiter 
Art*  (Yorgelegl  vod  F.  Kiem.) 


Bas  Folgende  enthtllt  eine  Reihe  von  Sätzen  Aber  die  Ranm» 
earven  vierter  Ordnung.  Die  meisten  dersellwn  hat  der  Ter- 
bsser,  neben  anderen»  bereits  in  seiner  Bearbeitung  einer  Preis- 
anfgabe  angegeben,  welche  von  der  allgemeinen  Abtheilung 
des  Münchener  Polytechnikums  gestellt  war,  und  in  der  ver- 
langt wurde,  die  bekannten  Eigenschaften  der  rationalen  Raum- 
eurven vierter  Ordnung  mit  der  Theorie  der  binflren  Formen 
vierter  Ordnung  in  einen  Engeren  Zusammenhang  tu  bringen, 
als  bis  dahin  geschehen  war*). 

Es  zeigte  sich  bei  dieser  Gelegenheit,  dass  ein  tieferes  Ein- 
driogen  in  die  Theorie  jener  Curven  eine  Reihe  von  Vorarbeiten 
nölhig  macht,  zu  welchen  bisher  k;iuin  Anfiini^e  vorhiinden  sind, 
wiewohl  sie  sich  ineislens  auf  die  noch  nin  Besten  bekannten 
rationalen  Curven  driller  Ordnung  erstrecken  mllsslen.  In  der 
Hoffnung,  diese  Vorarbeiten  in  nicht  all  zu  lanjjer  Zeil  erledigen 
und  dann  die  Theorie  der  rationalen  Rauniciirven  vierler  Ord- 
nung wenigstens  etwas  über  die  ersten  Anfange  hinausführen 
zu  können,  zögerte  ich  bisher  mit  der  VerötTentlichuni?  der  da- 
mals gewonnenen  Resultate.  Da  aber  jene  Vorarbeiten  einen 
grösseren  Umfang  angenommen  haben,  als  ich  damals  ver- 
muthete.  und  ich  inzwischen  auch  durch  andere  rntei  siiehuncen 
von  diesem  Gegenstande  abgezogen  wocden  bin,  so  mochte  ich 
doch  vorläufig  wenigstens  einige  meiner  Krgebnisse  an  dieser 
Stelle  zur  Mittheilung  bringen,  welche,  bei  aller  ihrer  llnvoll- 
slandigkeil,  doch  die  bekannte  Theorie  jener  Curven*)  in 
einigen  wesentlichen  StUcJ^en  zu  ergänzen  scheinen. 


i;  Vgl.  den  Jahresbericht  des  MüDcheoer  PolytecbDikums  für  das 
Studienjahr  1883— S.  IT). 

1;  S.  bes.  die  Arbeiten  der  Herren  Em.  Weyr  und  Adler  in  den 
SitniBgaberiebteD  der  Wiener  Akademie.  Herni  Prof.  Weyr  bin  Ich  zu 
beMDderem  Danke  Yerpfllchtet  dafUr,  dass  er  mir  die  eiosehligige  Utte- 
nlor  in  freondlicheler  Weise  zur  VerrUgaog  stellte. 
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Yorausgestellt  sind  in  Nr.  4)  und  8)  einige  auf  die  Theorie 
der  rationalen  Gurven  im  Allgemeinen  betflgiiche  Bemerkungen. 
Hit  dem  Folgenden  susammeDgebalten,  lassen  dieselben  erken- 
nen, dass  die  hier  aufgestellten  Satxe  besondere  Falle  von  all- 
gemeinen Eigenschaften  aller  rationalen  Gunren  sind,  Eigen- 
sehaften,  die  geeignet  sein  dürften,  die  Grundlage  fttr  eine  all- 
gemeine Theorie  der  rationalen  Gurven  absugeben. 

4)  Die  Theorie  der  rationalen  Gurven  Ordnung  und  die 
Theorie  der  linearen  Systeme  von  binären  Formen  Ord- 
nung fallen  bekanntlich,  aus  einem  gewissen  Gesichtspunkte 
betraohtei,  zusammen.  Beide  finden,  im  Allgemeinen,  ihren 
naturgemässen  Ausdruck  in  der  Theorie  von  Formen,  welche 
zwei  Arten  von  Veränderlichen  enthalten,  nämlich  binäre  Ver- 
änderliche in  der  Ordnung,  und  Veränderliche  eines  Ge- 
bietes fi  4^'  oder  niederer  Stufe,  welche  linear  auftreten. 
Es  sind  dies  also  Formen  vom  Typus: 

wo  /  ein  Punkt  des  hinJtren  Gebietes'),  [7  ein  eines  Ge- 

bietes m^"''  Stufe  ist  \jn  <  n  -+-2),  und  «erst  Symbole  A  mit  Sym- 
bolen a  mnltiplicirt  eine  reelle  Bedeutung  erlangen«. 

Nach  einer  von  Herrn  E.  Stroh  gemachten  Bemerkung*) 
besitzen  Formen  dieser  Art  ein  endliclies  System  von  rationalen 
Invarianten  und  Covarianten,  durch  welche  sich  alle  übrigen 
rational  und  ganz  ausdrücken  lassen.  Jede  covari;iiitc  Bildung 
der  Form  f1)  kann  nilmlich  offenbar  schon  durch  binäre  Opera- 
tionen ubgeleitet  werden  aus  den  Formen: 

[ABXYZ  )at^ßi^ 

•  •••••••.» 

Die  Form  (i)  hat  also  ein  endliches  Formensystem ,  weil  die 
Covarianten  [i],  als  biniire  Formen  betrachtet,  ein  solches  be- 
sitzen. 


4)  Wegen  der  Bezeichnung  vgl.  den  dritten  Abschnitt  der  Einleitung 
stt  meloer  Habilitationwchrlft,  Matti.  Anoalen  Bd.  17. 

%)  Vergl.  dessen  Beweis  der  Gordan'schea  CombiDsnten-Satzes  Uatb. 
Anoalen  Bd.  XXII,  S.  8»3  n.  fT. 
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8)  Cm  das  vdlfo  System  der  Form  (1)  zu  bilden,  hStte  man 
demnadi  von  den  Formen  (8)  die  Elementarcovarianten  anlEU- 
stellen,  nnd  deren  Systeme  nt  cemfoiDiren.  Dieses  Terfahren 
erweisi  sich  aber  schon  in  den  einfachsten  Fallen  (sobald  n  >  S) 
als  viel  zu  oomplicirl.  Es  gelingt  jedoch  auf  indirectem  Wege, 
die  Aufgabe  für  kleine  Ifl^erthe  von  n  noch  so  zn  vereinfachen, 
dass  ihre  vollstttndige  Ltfsung  keine  principielten  Schwierig- 
keiten mehr  darbietet. 

So  Ittsst  sie  sich  im  Falle  fi  3,  m  «  3  surQckftthren  auf 
die  Gombination  des  Systems  zweier  binarer  quadratischer  For- 
men mit  einer  cublsc&en  Form ;  fttrn  s  |  tritt  an  Stelle  der 
cubiscben  Form  eine  Form  6*^  Ordnung,  für  ii  5  eine  Form 
5^'  und  eine  Form  3**^  Ordnung.  Der  uns  hier  interesslrende 
Fall  n  a  4,  m  SB  4  fahrt  analog  auf  die  Gombination  des  Systems 
zweier  blnUrei^  quadratischer  Formen  mit  dem  einer  biquadra- 
tischen Form. 

3]  Setzt  man  die  quatemär- lineare,  binSlr-biquadratische 
Form 

(3}  ü'a  at* 

gleich  Null,  so  erhält  iban  einerseits  die  Parnmeterdarstellang 
einer  Baumcurve  Tierter  Ordnung,  andrerseits  die  Parameter^ 
darstellnng  eiiies  dreifaeh  ausgedehnten  linearen  Systems  von 
binSren  Formen  virrtcr  OrdniiriLr.  Diese  sind  bekanntlich  alle 
zu  einer  einzigen  biquadratiscben  Formf  oonjugirt,  deren  Null- 
punkte die  Wenä^irnnkle  (oder,  wie  man  sie  gewöhnlich  nennt: 
»Hyperosculalionspunkte«)  der  Curve  vorstellen. 

Sclion  eine  oberflüchliche  Betrnchtung  der  einfachsten  Go- 
viirianten  der  Form  (3  i  führt  ohne  Schwierigkeit  tu  den  meisten 
bekannten  Eigenschaften  der  Curve,  und  ansserdem  zu  vielen 
neuen.  Hier  beschrünke  ich  mich  darauf,  einige,  wie  es  sofaeint, 
noch  nicht  bemerkte  Sätze  Anzuführen,  welche  von  einer  wesent- 
lich anderen  Art  sind,  als  die  bisher  aufgestellten.  Sie  ergeben 
sich  ohne  viel  Rechnung,  meistens  aus  dem  blossen  Anblick  des 
Polarsystems  der  Form  (3). 

Eine  rationale  Gunre  nenne  ich  im  Folgenden  dann  «»w 
einer  hmdurchgehenden  rationalen  Hegelfläche  penpectimsehv^ 
sKenn  sie  zu  ihr  projectivisch  ist,  und  wenn  ausserdem  jeder 
Punkt  in  der  ihm  entsprechenden  Geraden  liegt;  und  in  ahn- 
lichem Sinne  werde  ich  den  Ausdruck  gebrauchen ,  dass  eine 
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ralionale  Gurve  perspeciiviieh  liegt  zu  der  Schaar  der  Sciunieg- 
ungsebenen  einer  anderen. 

4)  Betraehtet  man  in  der  Gleiobung 

Ii)  ludt^a,  =  0  , 

deren  linke  Seile  eine  l'oiiire  der  Form  (3  ist,  /  ;ds  ^'eizeben,  J' 
als  veriinderlich,  so  durehiüuft  der  durch  dieselbe  darj^eslellte 
Rnuinpiinkt  oll'enbar  die  Tangente  des  Punktes  /  unserer  Baum- 
curve.  Betrachtet  man  daher  uniL;ekehrl  x  als  fest,  t  als  ver- 
änderlich, so  erhall  man  als  Ort  jenes  Raumpunktes  eine  ratio- 
nale Curve.  welche  zu  der  XaogenleDfl^che  der  C*  perspec- 
tivisch  liegt. 

Jedem  Punkte  x  der  C*  wird  so  eine  bestimmte  Curve  (.r. 
zugeordnet,  die  im  Allgemeinen  eine  eigentliche  Haumcurve 
dritter  Ordnung  ist.  und  die  C  im  Punkte  x  berührt.  Man  er- 
hält dieselbe,  wenn  man  das  Kbenenl)üschel  durch  die  Tan- 
gente i  des  Punktes  x  derart  projecliv  auf  die  Tangentenschaar 
der  Curve  C*  bezieht,  dass  der  Schnu'egung.sebene  des  Punktes 
T  die  Tangente  i  desselben  Punktes  zugeordnet  wird,  und 
ausserdem  jenen  beiden  Kbenen  <iurch  ^,  welche  die  Curve  noch 
ein  zweites  Mal  berühren,  die  zu  den  Berührungspunkten  ge- 
hürigcn  Tangenten.  Das  EbencnbUschel  f  erzeugt  d;iiiii  mit  der 
Tangenleuscbaar  der  C*  i.  A.  eine  Baumcurve  drillt  r  Ordnung 
(ur),  welche  nut  der  C*  den  Punkt  £C,  sowie  die  zugehörige  Tan- 
gente und  vSchmiegUDgsebene  gemein  hat.  Nur,  wenn  x  in 
einen  der  Wendepunkte  der  C*  hineinfallt,  erhalt  man  eine 
ebene  Curve,  welche  in  der  betrellenden  »Wende-Ebeue«  liegt. 

Alle  zu  den  Punkten  der  C*  gehörigen  liaunjcurven  drit- 
ter Ordnung  haben  mit  vier  bestinunten  Ebenen  je  eine  drei- 
punktige  Berührung,  nämlich  mit  den  Wende-Ebenen  der  C*, 
und  zwar  auf  den  zugehörigen  WeDdc{)unkls-Tangenlen. 

Da  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  durch  fünf  ihrer 
Schmiegungs-Ebenen  und  die  Tangente  in  einer  derselben  be- 
reits völlig  bestimnjt  ist,  so  folgt  umgekehrt : 

Construiii  man  eine  Baumcur\e  driller  Ordnung,  welche 
die  vier  Wende-Kl)eneji  und  die  Schmiegungsebene  eines  be- 
liebigen Punktes  x  der  zu  Schmiegung.sobenen  hat,  und 
ausserdem  div  Taugente  von  x  berührt,  so  berührt  sie  dieselbe 
in)  Puiikii'  j  selbst  ;  sie  verlauft  ganz  auf  der  TaogentenÜäcbe 
der  C  und  liegt  zu  ihr  perspectivisch. 
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5)  Die  TangealeDflafibe  der  Corvo  ist  von  der  aechsten  Ord^ 
Dung  und  hat  daber  mit  jedem  linearen  Complex  aepba  Gerade 
gemein.  Die  Parameier  der  BerUbniiigapttnlBte  eokber  aecha 
TiBgenlen,  die  in  einem  linearen  Complex  liegen^  bilden  nun 
die  NuUpuukle  derjenigen  Formen  secbater  Ordnung,  welcfae 
tu  der  Covariante  sechster  Ordnung  T  der  Wendepunkts^Foroi 
/  conjugirt  sind;  inabesendlere  aind  die  Nullpunkte  von  rdie* 
jeDigen  sechs  Punkte  der  Curve,  flUr  welche  sechs  oonsecutive 
Tangenten  in  einem  linearen  Complex  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Invarianten  der  Wendepunkts- 
form  /;  wie  gebriluchlich«  mit  i  und  die  Hesae'sche  CovaHante 
mit  H,  so  folgt  daraus»  dass  alle  Formen  dee  Bttschels  jf  XiH 
zu  T  apolar  sind,  unmittelbar,  dess  die  Tangenten  in  den  Null-* 
punkten  der  Formen  dieses  Bttschels  auf  je  einer  Flache  zweiten 
Grades  liegen.  Insbesondere  gilt  dies  auch  fUr  die  vier  Wende- 
punkls-Tan£ienten.  Diese  können  also  mit  irgend  zwei  wtileren 
Tangenleu  der  Curve  durch  einen  lineareu  Complex  verbunden 
werden.  Wühlt  man  zwei  eonseeutise  Tangenten,  mit  dem  Be- 
rührungspunkt so  erhall  man  auf  diese  Art  denselben  Com- 
plex, in  w  elchem  die  zu  x  gehörige  Raumcurve  dritter  Ordnung 
[xj  liegt;  oder  umgekehrt: 

Der  lineare  Complex,  in  welchem  eine  beliebige  C  ^t)  der 
vun  uns  betrachteten  Schaar  enthalten  ist,  irilll  die  Tangenlen- 
flüche  der  C*  in  zwei  consecutiven  Tangenten,  deren  Berüh- 
rungspunkt X  ist,  und  ausserdem  in  vier  festen,  von  unab- 
hängigen Tangenten  der  Curve,  den  Tangenten  der  Wende- 
punkte. 

6)  Als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafUr^ 
dass  die  Curve  in  einem  linearen  Complex  liegt  und  also  von 
der  vierten  Classe  ist,  ergiebt  sich  das  identische  Verschwinden 
von  T.  In  diesem  Falle  rücken  die  Wende{)unkle  zu  je  zweien 
in  einen  t> Strec/mngspunlda  der  Curve  zusammen,  das  heisst  in 
einen  Punkt,  der  mit  zwei  benachbarten  in  einer  Geraden  liegt. 
Im  allgemeinen  Falle,  wo  T  nicht  identisch  Null  ist,  liegt  die 
Cunre  in  einem  Heye' sehen  CompUfCf  dessen  Fundamentaltetrae- 
der von  den  vier  Wende- Ebenen  gebildet  wird.  Demselben 
CooiploK  gebi^ren  als  Complexeurven  auch  alle  Curven  dritter 
Ordnung  an,  welche  auf  der  Tangentenflache  der  C*  verlaufen; 
seioe  absolute  Invariante  ist  identiscb  mit  der  absoluten  In- 
variante der  Wendepunhtsform  f  unserer  C*. 
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7)  Je  swei  onserer  Gorven  dritter  Ordnung,  [x]  und  [y], 
sind  vermittelst  der  aueli  am(  einander  projectiv  bezogen. 
Ent^preebende  Tangenten  derselben  liegen  in  der  nämlichen 
Scbmiegungsebene  der  0*  ünd  'schneiden  sidi  also;  Der  Ort 
Ihrer  Schnittpunkte  ist  ein  RegelsehnHi  (ae,  y)f  welcher  zu  der 
Schaar  der  Sohmiegungsebenen  der  C*  perspectivisch  Hegt,  und 
gleichfalls  eine  Gurve  des  Reye^sdien  Gomplexes  ist. 

S)  Man  eonstruire  die  zu  drei  Punkten  x,  y,  z  der  C*  ge- 
hörigen Gurven  dritter  Ordnung  (x),  (y),  (^),  und  bringe  darauf 
die  Tangente  eines  jeden  der  drei  Punkte  zum  Durchschnitt  mit 
den  Gurven;  welche  zu  den  anderen  beiden  Punkten  gehören. 
Legt  man  dann  in  jedem  der  erhaltenen  sechs  Punkte  die  Schmie- 
gungsebene  an  die  betreffende  Gurve  dritter  Ordnung,  so  erhslt 
man  blos  drei  verschiedene  Ebenen,  welche  noch  dazu  durch 
eine  und  dieselbe  Gerade  gehen.  Es  ist  dies  eine  gemeinsame 
Schmiegungsgerade  für  alle  drei  Gurven  und  daher  ein  Strahl 
des  Beye'schen  Gomplexes.  Es  kann  auch  umgekehrt  jeder 
Gomplexstrahl  so  erzeugt  werden,  und  zwar  i.  A.  nur  auf 
eine  Art. 

m 

9)  Die  Schmiegungsebenen ,  welche  irgend  vier  unserer 
Gurven  dritter  Ordnung,  (x),  (y),  (s),  paarweise  gemein 
haben,  bilden  die  Flächen  eines  vollständigen  Vierkants.  Jeder 
Punkt  8  des  Raumes  ist  der  Scheitel  unendlicti  vieler  solcher 
Vierkante;  und  zwar  bilden  die  Punktquadropel  .t,  //,  t  nuf 
der  Gurve,  die  zu  demselben  Punkte  8  fuhren,  die  Nullpunkte 
eines  Buscheis  von  Formen  vierter  Ordnung.  Jeder  solche 
Büschel  enthüll  die  Wendcpunktsform  f,  als  deren  zugeordneter 
Punkt  jeder  beliebige  Punkt  des  Raumes  angesehen  werden 
kann. 

Umgekehrt  ist  jedem  die  Wendeptinktsform  enthaltenden 
Büschel  von  binären  Formen  vierter  Ordnung  auf  diese  Art  ein 
Raumpunkt  zugeordnet.  Dem  Büschel  jf  -hkill  entspricht  der- 
jenige Punkt  P,  von  welchem  aus  die  Ciirve  durch  einen  Kegel 
projicirt  wird,  dessen  Wendost rahlen  mit  seinen  Doppelstrahlen 
zusammenbllen  und  die  Curve  in  den  Nullpunkten  von  T 
Ireflen.  Den  Nullpunktquadnipeln  eines  f  nicht  enthaltenden 
Btischels  von  binären  Formen  vierter  Ordnung  entsprechen  die 
Punkte  einer  Geraden  u.  s.  w.,  u.  s.  \v. 

40)  Unter  allen  hinSron  Formen  vitMicr  Ordnung,  welche 
ZU  demselben  Punkte  S  des  Raumes  führen,  beiindet  sich,  so* 
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bald  1*4:  0,  eine  von  f  verschiedene  Form,  deren  NullpuniLte  in 
einer  Ebene  <r  liegen. 

Die  Zuordnung  zwischen  5  und  a  ist  die  eines  quadra- 
tischen Polarsystems ,  dessen  Ordni>ngsflache  von  allen  den 
Ebenen  umhililt  wird,  welche  die  Gurve  in  vier  Bquianharmo- 
niscben  PuniLten  treffen. 

14)  Die  Ebenen  alter  Kegelschnitte  (a;y),  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  SchmieguDgsebenen  aller  unserer  Banncurven 
dritter  Ordnung  [x)  umhüllen  eine  Stelner'sche  FlJfche,  von 
welcher  die  eine  Haupttangentencurve  ist.  Construirt  man 
in  der  Schmiegungsebene  eines  beliebigen  Punktes  x  der  die 
beiden  Kegelschnitte,  welche  durch  abgehen  und  die  vier  Wende- 
Ebenen  berühren,  so  berllfart  der  eine  derselben,  der  Regel- 
schnitt (x,  x)j  die  in  a&,  und  beide  liegen  auf  derSte  Iii  er- 
sehen Flache.  Die  Ebenen,  welche  die  Stefner'sehe  Plttche 
l&ngs  der  Punkte  eines  Kegelschnittes  berühren,  sind  die  Wende- 
Ebenen  der  C*;  die  Doppelgeraden  der  Fltfche  sind  dieselben, 
welche  die  fTuIlpunkte  der  quadratischen  Factoren  von  T  ver- 
binden; es  glebt  nur  diese  eine  Steiner*sche  Flache,  auf  wel- 
cher die  C*  Haupttangentencurve  ist ;  n.  s.  w.,  u.  s.  w. 

Diese  Andentungeo  werden  genügend  erkennen  lassen, 
w^ie  fruchtbringend  es  sein  wird»  diejenigen  Formen  mit  zwei 
•Arten  von  Veränderlichen,  welche  die  Parameterddrstellung  der 
rationalen  Curven  zum  Ausdruck  bringen ,  im  Sinne  der  Inva- 
riantentheorie zu  untersuchen ') . 

Ein  Aebnliches  gilt  natürlich  hfnsichUich  der  rationalen 
Flachen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  meisten  der  vorstehend 
angegebenen  Satze  sich  ohne  Weiteres  auf  alle  rationalen  Cur- 
ven n**'  Ordnung  im  Gebtete  n^^  Stufe  ausdehnen  lassen,  wobei 
jedoch  die  Falle,  wo  n  gerade  und  wo  n  ungerade  ist,  ein  ab- 
weichendes Verhalten  zeigen. 


k]  Beiläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  die  Theorie  der  Raunt- 
curve  driller  Ordnung  Ihre  vollkotDinonste  nnnlylische  Dar^^lelUin^:  iti  der 
Tlieorie  einer  Form  findet,  welche  di  et  Arien  voa  Veränderlichen  —  bi- 
nure,  teruäre  und  qualernäre  —  linear  enthüll. 
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verallgeuiemerle  Cün  esponäenjipnncip,  [Vorgelegt  von  f,  KieitL) 

Bekanntlieh  isl  das  Chasles'sche  Correspondenzprincip, 
welches  nur  für  das  Entsprechen  von  Punkten  auf  einer  Curve 
vorn  Geschlechte  Null  Gültigkeit  besitzt,  von  Herrn  Cayley 
auf  Kurven  von  beIiobi{^eni  Goschlechle  erweitert  worden,  eine 
Ei  vveiterung,  welche  zuerst  von  Herrn  Brill  bewiesen  wurde*). 
Dieses  veraligenieinerte  Correspondeuzpriucip  lautet  Xolgeoder- 
massen  : 

»Zwischen  den  Goordinaten  x^,  a^,  x^,  y^,  zweier 
Punkte  X  und  y  einer  algebraischen  Gurve  C  \oni  Gescblechte 
p  sei  eine  algebraische  Gleichung 

^     a?t»  «8 1  y*y  y»i  jr,)  —  0 

gegeben.  Vermöge  dieser  Gleibhung  werden  jedem  Punkte  x 
der  Gurve  eine  bestimmte  Anzahl  a  mit  x  beweglicher  und  im 
Allgemeinen  von  x  verschiedener  Punkte  und  umgekehrt 
jedem  Punkte  y  der  Gurve  eine  bestimmte  Aniahl  ß  mit  y  be- 
weglicher .und  im  Allgemeinen  von  y  verschiedener  Punkte  x 
entsprechen.  Dann  kpmmt  es  immer 

C  9»  a  -i-  (i  -h  ^py 

Mal  vor,  dass  zwei  enlsprechende  Punkte  x,  y  zusammenfallen. 
Dabei  bedeutet  /  eine  positive  Zahl,  welche  angiebt,  wie  viele 
von  den  Schnittpunkten  der  Gurve  V{Xg,  x^,  |  y«»  yt>  Vt)  ^  ^ 
oder  auch  der  Gurve  Wfj^^y  y,,  j  ^ti  ^t>  ^  ^  Gurve 
C  in  den  Punkt  y  hineinfalleni  wenn  unter         y^  die  Gooi^ 


4)  Cayley»  Comptes  rendos,  Bd.  6S  pig.  586  und  Transactions  of 

the  R.  Soc.  London  B  l  158,  pag.  4  45.  Brill,  Math.  Annalen  Bd.  6  pag.  St 

und  Bd.  7  pag.  607.  Man  vgl,  auch  die  »Vorlesungen  über  Geometrio-  von 
CIp  lisch,  herausgegeben  von  Linde  mann  (Bd.  1  pag.  444  ff.  und  Bd.  Ii 
pag.  720  ff.] 
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dtnateD  iiigeiid  eines  beliebigen  PankteB  y  der  Gorve  C  ver- 
Stenden  werden.« 

Die  Zahl  y  beiset  (^aeh  Herrn  Brill)  die  »WerthiglKeH« 
des  Punktes  x^my. 

Es  ist  eine  wesentliche  Yoraussetiung  dieses  Salzes,  dass 
die  algebraische  Gorrespondens  auf  der  Gunre  C  in  besüminter 
Weise,  nUmlleh  durch  eine  Gleichung  ss  0}  definirl  werden 
köone.  Nun  zeigen  aber  Beispiele,  dass  Gorrespondenaen  ext- 
stiren,  für  welche  diese  Voraussetzung  nicht  zutriffl.  Ich  habe 
mir  deshalb  die  Aufgabe  gestellt,  alle  Überhaupt  möglichen 
algebraischen  Correspnndeazen  zu  bestimmen  und  die  Zahl  ihrer 
Coincidenzen  fesUusU  llen. 

Bei  der  Behandluiiij;  dieser  Auffjabe  erschien  es  rathsam, 
an  Stelleder  algebraischen  Curve  eine  beliebige  U i e ma nn'sche 
Fläche  als  Trager  der  Correspondcnz  anzunehmen.  Die  für  die 
Riemann'sche  Fläche  uowonnenen  Resultate  lassen  sich  dann 
nicht  nur  auf  ebene  algebraische  Curven,  sondern  Uberhaupt 
auf  alle  einstufigen  geometrischen  Gebilde,  welche  durch  eine 
beliebige  An^^ahl  algebraischer  Gleichungen  detinirbar  sind, 
ohne  Weiteres  übertragen.  Jedes  solche  Gebilde  kann  ja  als 
eine  besondere  Erscheinungsform  einer  Riemann  sehen  Fläche 
aufgefasst  werden. 

§  >• 

Ktlationen  iwisehen  den  Integralen  erster  Qattong  und  dareiL 

Ptriodifltt&timodiiln. 

üm  eine  möglichst  geringe  Zahl  von  Voraussetzungen  zu 
machen,  mOge  die  Aufgabe,  um  welche  es  sich  handelt,  folgender- 
oiassen  forniulirt  werden : 

»Zwischen  zwei  Stellen  x  und  y  einer  Riemann  schen 
Fläche  vom  Gesclilechte  p  findet  eine  analytische  Abhängigkeit 
Statt  der  Art,  dass  jeder  Stelle  :r  der  Fläche  eine  gewisse  Zahl 
e  mit  X  beweglicher  und  im  Allgemeinen  von  x  verschiedener 
tagen  y\  ,,y^  der  Stelle  y  correspondiren.  Es  soll  diese 
Gorrespondenz  zwischen  den  Stellen  x  und  y  analytisch  definirt 
and  die  Zahl  ihrer  Goineidenzen  bestimmt  werden.« 

Es  ergiebi  sieb  zuntfehst,  dass  notfawendig  jeder  Lage  der 
Stelle  y  nur  eine  endliche  Anzahl  ß  von  Lagen  a/,  oT,  . . 
der  Stelle  x  correspondiren  können    Der  Beweis,  welcher  auf 
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t>ekaniiten  PriDcipien  beruht,  mt}ge  nur  kurz  ftngedeutet  werden. 
Angenommen,  es  konnten  einer  Stelle  y  unendlich  viele  Stellen 
vd\  x\  . entspredien»  so  würde  mindestens  eine  Stelle  a 
auf  der  Riemann'scben  Flache  vorhanden  sein,  in  deren  noch 
so  klein  angenommenen  Umgebung  unendlich  viele  der  Stelle  y 
coirespondirende  Stellen  liegen.  Diese  Stelle  a  würde  eine 
^veseInli^h  singulare  im  Gebiete  der  variabeln  Stelle  a*  sein  unti 
■eine  solclie  kann  nicht  existiren. 

Indem  ich  mich  der  Behandlung  des  aufgestellten  Problems 
'zuwende,  benjcrke  ich  zuvörderst,  dass  ich  den  Fall  p  =  0, 
welcher  sich  in  bekannter  Weise  einfach  erledigt,  ausschliesse. 
Ferner  sollen  die  Indices 

« 

j,  Ä,  /,  w,  n 

Zahlen  aus  der  Beihe  4,  2«  3,  •  •  p  bedeuten  und  falls  sie  als 
^ummationsbuchstaben  auftreten,  all*  ihre  Werthe  durcblauCeOt 

♦  =  p  . 

sodass  z.  B.  das  Zeichen  ^  als  Abkürzung  fur^  gebraucht 

■wird. 

£s  seien  nun 

y^  (  rj  ,     u^ix]  •  fip  [oc] 

<He  Werthe  von  /;  unabhängigen  Uberall  endlichen  Integralen 
<ier  Fläche  an  der  Stelle  x.  Betrachten  wir  die  Summe 

■als  Function  der  Stelle  so  wird  dieselbe  erstens  Überall  end- 
lich sein  und  zweitens,  wenn  x  einen  geschlossenen  Weg  be- 
^hreibl,  sich  um  eine  Periode  von  n  ermehren,  da  sich  die 
"Stellen  yty'\  . .  ^  nur  untereinander  verlauscht  haben  kön- 
nen, wenn  x  auf  seinen  Ausgangspunkt  zurückgekehrt  ist*). 
Die  obige  Summe  ist  daher  ein  Überall  endliches  Integral  der 
Flache  und  es  bestehen  also  die  p  Gleichungen  : 

r  —  « 

1)  =^>'^*<"i(-^]      '^4       =  ^  2,  .  . .  Ji)  , 

r  =  I  i 


41  Ks  ist  inöylich,  doss  von  don  Stellen  y' ,  y",  .  .  .  einige  abgeson- 
dert werden  kunnen,  die  bei  allen  gesctilossenen  Wegen,  welche  x  be- 
schreibt, sich  nur  unter  sich  vertauscheo.  Dann  ist  die  betrachtete  Corrc- 
spondeoz  redacübel.  Ob  dieses  elDtrItC  oder  nicht,  lassen  wir  dahingestellt. 
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WO  die  Co^rticienten  n  voo  der  Stelle  x  unabhciDgige  Grössen 
vorstellen  *). 

Die  Conslanten  n-f.  sind  offenbar  von  der  Wahl  der  in  den 
iDtegraleii  t<  {x)  enthaltenen  additiven  Constanten  abhängig. 

Die  Integrale  u  (x)  sollen  nun,  was  stets  möglich  ist,  so  ge-> 
wählt  werden,  dass  sie  die  folgenden  primitiven  Periodicitäts- 
moduln  besitzen: 

«4  ...  1,  0,  ...  0,  a^j,   a^pf 


Up  ...  0,  0)  ...  4|  ^pii  ^p%7  •  •  •  ^*pp* 

Dann  lassen  sich  die  Goefficieoten  ?rj^|  auf  folgendem  Wege  be> 
stimmen :  Die  Stella  x  beschreibe  einen  geschlossenen  Weg^  / 
auf  wekhem  »{(o?)  in  ti|(ir)  4- 1  tibergeht,  während  die  ftbrigen 
•  Integrale  sich  ungeandert  reproduciren :  so  werden  sich  die 
rechten  Seiten  der  Gleichnngen  (I)  um  die  Go^fficienten  ^Tj^i 
vermehren,  wührend  die  linken  Seiten  um  ein  System  simul- 
taner Perioden  der  Integrale  wachsen.  Es  ist  also 

(2)  stj^i  =  Äfc,  -h^9ii  Qki  ('»1  ^  =  ^1  2,  . . .  p) , 

1 

wo  die  Buchslaben  h  und  g  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Beschreibt  ferner  x  einen  Weg,  auf  welchem  i» 
-I-  u^i  ubergeht,  so  ertriebl  sich  in  aiuiluger  Weise 

(3)  JS^fcif^ii  •  «kl  -^^^nHi  (*»  i »    a. . . .  p) , 

t  i 

wobei  die  Zeichen  //,  G  wiederum  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Substituiren  wir  die  Werthe  der  GrOSsen  tv  aus  (2)  in  (3)^ 
so  erhalten  wir  swischen  den  Grossen  die  folgenden  Re- 
lationen : 

•  <,  m  i 


4]  Aehnliclie  Gleichungen  bestehen  auch,  wenn  man  eine  Corrcspou- 
denz  ziftischen  zwei  Stellen  zweier  R  ieman  n'schen  Flüchen  betrachtet. 
Diese  Gleicbangen  können  als  eine  Verallgemeinerang  des  Abellwbe» 
Theorems  ugesehea  wordeo,  in  welches  sie  tibeitieheo,  wenn  isine  der 
beiden  Fliebeo  das  Geschlecht  Nall  besitxt. 
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§  2- 

Einthdümig  der  CocmpondeiKen  in  liiigiilirt  und  Werthigkaiti* 

Corr6tpoiideiis«&. 

Ks  sind  nun  zwei  Fillle  zu  unterscheiden;  entweder  stel- 
len nämlich  die  Reinlionen  :i)  eine  wirkliche  Abhtln.uigkeit  der 
Orusscn  a,^  von  einander  vor,  oder  dieses  ist  nicht  der  Fall,  so- 
dass die  RelaUoDen  (4)  für  alle  Werihe  der  ''^  *  Grossen 

Qf/g  erfüllt  sind.  Setzen  wir  das  Letztere  voraus,  so  ergiebt 
sieb,  dass 

und  dass  nlle  übrigen  Zahlen  g,  h,  G,  H  verschwinden  müssen. 
Wenn  wir  den  gemeinsamen  Werth  der  Zahlen  G^^  mit  —  y 
bezeichnen,  so  nehmen  jetzt  die  Gleichungen  (IJ  folgende  Ge-- 
sUlt  an : 

(5)         SJuf^  I/)  +  y  .  ui,ix)  =  «T^  (A'  =  1,  2,  . .  ja)  . 

r  =  1 

Wir  nennen  dann  die  Gorrespondcnz  eine  »Wcrtiiii^kcits-Gorre- 
spondenzo,  die  positive  oder  negative  ganze  Zahl  y  die  zu  der 

Correspondenz  fiehöritie  »Werlhigkeitcf. 

Dngeiien  soll  in  dem  ersten  oben  erwllhnten  Fnlle,  wenn 
also  die  /j'  Relationen  (4)  sich  nicht  nlle  auf  Identiliilen  redu- 
ciren,  die  Correspondenz  eine  » sinuuliire '(  gen.innt  werden. 
Solche  singulare  Correspondenzen  können  oirenl)iii-  nur  auf  be- 
sonderen Riemann'schen  Flüchen  existiren ,  niimlich  nur  auf 
solchen,  bei  denen  es  möglich  ist,  die  p*  lUlalioncn  i)  durch 
canz/ahlige  Werihe  der  Grössen  Ä,  //,  G  zu  befriediijcn,  ohne 
dass  h^^  =  h^^  =  '  ■  =  G^^  z=  G,^  =  •  '  ist  und  zugleich  die 
übrigen  Grössen  h,  g,  //,  G  verschwinden. 

Diese  besonderen  Riemann'schen  Flächen  sollen  »singulär« 
genannt  werden.  Wir  haben  also  folgenden  Salz : 

r>Jede  auf  emer  nidU  singvlürrfi  Riemam^sd^en  Fläche  mifg~ 
liehe  Correspondenz  ist  eine  WertliKjheils  -  Con^spondenzM, 

Dieser  Satz  wird  spüter  durch  den  anderen  ergttnzt 
werden : 

» Auf  jeder  smgtäären  Rmiann^tdien  Fkiche  exieUren  €tuek 
smgiuUlre  Corresp<mdensen^, 
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§  3. 

Seflnition  dw  WerthigkeitoeomfpondeiiMa  doroii  «ine 

«Igelmiselia  Vnnetton. 

Es  bezeichne  nun  r,,  .  .  Vp]  oder  kurzer  ^  [v,]  die 

zu  der  Flüche  gehörige  ^FuDctioD,  so  wird  bei  passender  Wahl 
der  CoDstaatea 

als  PuDclioii  der  Stolle  x  (oder  y)  aufgefasst  für  x^y  (oder 
y  B  <s)  ond  weitere  p — 4  Diir  von  den  Gonstonten  C|  abbJIngende 
Stellen  unendlich  kJein  von  der  ersten  Ordnung.  Wenn  daher 
X  eine  variable,  y,  \j\  .  . .  die  oorrespondirenden  Stellen, 
femer  eine  feste,  y^' ,  y^",  . . .  y^"  die  Ihr  correspondirenden 
Stellen,  endlich  y  eine  variable,  ^^^^  ^^^^  Stelle  bedeutet, 
so  wird  die  Function 

/ß^  r  i-r  u\  —  '^Jt"  »K(v?  -w<(yO"Cj]  

loy  1^  IX,  i/j  -  /jf^  ^^^^ ~  «idf^  -  c,l  -  UiiM/)  -  Cj) 

als  Function  von  »/  nur  jin  den  x  correspondirenden  Stellen 
y  >  y">  •  •  einfach  Null  und  nur  nn  den  correspondirenden 
Stellen  y^',  y",  .  .  //o"  einfach  unendlich  und  verhalt  sich  ent- 
sprechend, wenn  man  sie  als  Function  von  x  auffasst.  Das 
Ptoducl 

hat  aber  in  Folge  der  Glcichunf^en  (5;  die  Kigenschaft,  sich  un- 
verändert zu  reproduciren ,  wenn  y  einen  pescbiossenen  Weg 
beschreibt  und  ist  also  eine  algebraische  Function  der  Stelle  y. 
Lassen  wir  x  einen  geschlossenen  Weg  durchlaufen,  so  gehl 

F{Xf  y)  in  e     I  F(a;,  y)  Uber,  wo  die  Jtf|  ganse 

Zahlen  beseichnen.  Da  aber  die  Funotion  nach  wie  vor  alge- 
braisch von  der  Stelle  y  abhttngen  musa,  so  sind  die  Zahlen  Jf| 
sammtlich  gleich  Null,  sodass  F(x,  y)  In  F(x,  y]  ttbergeht,  also 
ungeandert  bleibt.  Pix^y]  ist  also  auch  eine  algebraische 
Function  der  Stelle  x.  Damit  ist  folgender  Sats  bewiesen : 

•Jede  WerUtigfseätcorrespondenx  —  also  nocft  dem  vorigen 
Paragraphen  js.  B.  Jede  auf  einer  nicht  singularen  Rie$nann*sdien 
Flache  Aet^aupi  ntögHehe  Correspondeng  ^  lasit  s«cA  durcft  eine 
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• 

von  %wei  Stellen  y  der  Fläche  algeln^isch  abhängende  Function 
Fix,  y)  definiren.  Wird  die  Stelle  x  {bez*  y]  fixirt,  so  versdiwin- 
det  F{x,  tj]  äh  Function  der  Stelle  y  (6«.  x)  aufgefasst  y-fcu^  für 
y^x  (des.  ^  =  ^'^^  einfach  an  denjenigen  a  [hez,  ß)  Stellen^ 
welche  der  St^  x  [be»,  y)  correspondiren ;  sie  wird  unendUch 
y-'fach  an  der  festen  Stelle  [be%.  y^)  und  je  einfach  an  den  a 
[bez,  ß)  dieser  Stelle  a?^  [bez.  y^)  correspondirenden  SteUen^. 

Dabei  ist  unlcr  einer  ^-fachen  Null-,  bez.  Unendliehkeils- 
stelle  eine  — /-fache  Unendlichkeils-  bez.  Niiilstplle  zu  ver- 
stehen, wenn  y  eine  negative  Zahl  sein  sollte.  Die  im  Satze 
gegebene  Aufziihiung  der  Null-  und  UDeDdlichkeitsstellea  ist 
eine  erschöpfende. 

§  t 

Bat  Comspondemprincip  für  Werthigkeitaeoimpondaniea. 

Durchwandern  die  Stellen  j:  und  //  t;leichzeiliii  (etwa 
dicht  hinler  einander)  denselben  geschlossenen  Weg,  so  wird 
sich  —  w,  (£c)  —  c J  ungeündert  reproducirt  haben,  wenn 

X  und  y  auf  ihren  Ausgangspunkt  zurückgekehrt  sind.  Denn 
die  Integrale  [y]  und  u^  [x)  haben  sieh  um  dieselbe  Perjode 
vermehrt.  Deshalb  wird 

^'^^       [(*(•».•  (lf)-«^(a?»-C|J)^]^^^ 

eine  algebraische  Function  der  Stelle  x  sein.  Diese  Function 
wird  nun  so  oft  verschwinden,  als  die  Stelle  x  mit  einer  corre- 
spondirenden St(«lle  y  zusanunenfllUt,  also  C-nial,  \\enn  C  die 
Anzahl  der  Coincidenzen  der  Correspondcnz  Ixv.t  ichnet.  Sie 
wird  an  den  a  Stellen  .r  =  und  den  (i  der  Stelle  y^  ent- 
sprechenden Stellen  je  einfach  unendlich  und  überdies  y-fach 
unendlich  (oder  [ — ;/)-fach  Null)  an  den  2  p  Nullstellen  von 
&  —  (j'o)  —  c,]  .  ^  [«,  (//o)  —  w<  [x)  -r  c,  i  .  Da  nun  eine 
algebraische  Function  ebenso  oft  Null  wie  uaendlich  wird,  so  isl 

(9)  C  ^  ce  -h  ß     %p  y  , 

welches  (für  y  >  0)  die  Cayley-BriU'sohe  Gorrespondenzformel 
ist.  Zugleich  erhalten  wir  aber  ausser  dieser  Formel  den  Sals : 
»Die  Coiucidenzslellen  einer  Correspondenz  mit  positiver 
Wertbigkeii  sind  stels  die  Nullstelleo  einer  algebraischen  Fune- 
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tion  F  [x]  der  Flüche.  Die  Coiucid(MizstelIen  einer  Currespon- 
denz  mit  negativer  Werlhigkeit  y  sind  zusammen  mit  2/)  anderen 
je  ( — /)-fach  zu  nehmenden  Stellen  (nämlich  den  willkürlichen 
Stellen  x^,  ?/q  und  den  2  —  2  Nullslellen  einer  Function  (f  ) 
die  NullstelleQ  einer  algebraischen  Function  F{x)  der  Flüche  a. 


Zahl  der  SteUanpMza,  welche  aas  zwei  sich  gleichzeitig  in  zwei 
WerthigktttiooiTMpondeiiBMi  onUprechendea  SteUea  bestehen. 

Auch  die  von  Herrn  Brill  aufL'i'stcllte  Formel*)  für  die 
Zahl  der  zweien  Corresponilenzcii  LKMiKM'nsamen  Paare  ent- 
sprechender Stellen  ist  auf  alle  Werlhiiikeitscorrespondenzen 
ausdehnbar.  Die  erste  Correspondenz  besitze  die  Werthifjkeit 
y  und  es  möge  die  Stelle  y  nach  Fixirung  der  Stelle  x  «-deutiiz, 
umgekehrt  die  Stelle  x  nach  Fixirung  von  y  /5f-deulig  bestimmt 
sein;  ferner  sollen  «'.  y  für  die  zweite  Correspondenz  die 
entsprechende  Bedeutung  haben,  wie  cc,  (ij  y  für  die  erste. 
Fassen  wir  nun  immer  zwei  Paare  (.r,  //),  {x^,  y\  zusammen, 
von  denen  das  erste  zur  eisten,  das  zweilo  zur  z\^eit(Ml  Corre- 
spondenz gehört,  wührend  die  zweite  Stelle  //  in  beiden  dieselbe 
ist,  so  werden  wir  eine  neue  Correspondenz  erhallen,  wenn  wir 
die  Stellen  x  und  j\  entsprechend  setzen.  Ollenbar  wird  nach 
Fixirung  der  Stelle  x  die  Stelle  im  Ganzen  aß'  Lagen  und 
nach  Fixirung  von  .t^  die  Stelle  x  im  (ianzen  ßa  Lagen  an- 
nehmen. Sind  nun  y\  y",  .  .  die  vermöge  der  ersten  Corre- 
spondenz zu  X  gehörigen  I^agen  von  //  und  (  /  /]'',  {x^"y',  . .  (  r,/^')*' 
die  vermöge  der  zweiten  Correspondenz  zu  gehörigen  Lagen 
von  a?4 ,  so  ist 


§5. 


r  =  « 


yjHiy*')  +  r  •  Hl^)  =        =  4,  .2, . . .  p] 


r  =  1 


und  folglich 


1}  Math.  Aooalee  Bd.    pag.  h%  oder  Bd.  7,  pag.  611. 
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-wo  rcf.,  TTf^",  II),  von  der  Stelle  x  unabhängig  sind.  Das  letztere 
Gleichungssystem  zeigt,  dass  die  Gorrespondenz  (x,  x^]  die 
Werth  igkeit  —  yy  besitzt.  Nach  Gleichung  (9)  des  vorigeQ 
Paragraphen  komiiit  es  also 

(40)  afT-^  ßa'-^py/ 

Mal  vor,  dass  x  mit  x^  und  also  das  Paar  (x,  y)  mit  (x^,  y)  iden- 
tisch wird. 

Betrachten  wir  n  Gorrespondenien  mit  den  zugehörigen 
Zahlen  a^,  ß^,     ;  a»,  «»,  ft,,  y»,  so  ergiebt  sich 

«uf  tthnlicbem  Wege,  dass  im  Ganzen 

(H)       .a,  ...  üf„  +  /t?,  ./t?,  ...  /^n-H  «/>y».y,...y„ 

Gruppen  von  n  Stellen  r, .  .r,,  .  .  .  a::^  auf  der  Riemann'schen 
fläche  exisliren  von  der  tieschatlenheit,  dass  die  Slellenpaare 

der  Reihe  naeh  der  ersten,  zweiten,  . » .  Gorrespondenz  an- 
geboren. 

Die  Formel  (1 0)  ist  ein  specieller  Fall  von  (H).  Diese  For- 
meln erleiden,  wenn  die  betrachteten  Gorrespendensen  gewisse 
Symmetrie -Verhältnisse  darbieten,  eine  in  jedem  Falle  leicht 
«nsugebende  Modification. 

§  6- 

Daxatellang  der  Correspondenzen  von  positiver  Werthig^eit 
dareb  algebraische  GleicbongeA. 

Wenn  die  Werlhigkeil  y  eine  positive  ZahP]  ist,  so  stellt 
-die  Gleichung 

(H)  F(ar,y)  =0, 

IVO  F(a:,  \j\  das  aus  ^-Functionen  gebildete  Product  (7)  bedeu- 
tet, die  Gorrespondenz  rein  dar,  wenn  von  der  /-fachen  Ltfsung 
(csy  dieser  Gleichung  abgesehen  wird.  Nun  wird  F[x^  y)  als 


r)  Die  Werthigkeit  Null  wird  hier  und  in  d«r  Folge  stets  als  eine  po- 
sitive angeseiieo. 
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Function  von  y  helrachtel.  an  den  festen  Stellen  y  =  y^ ^ 
y©"»  •  •  •  yo"  j*^  einfjich,  an  der  Stelle  y  =  .l\  y-fach  unendlich. 
Es  ist  F(.r,  t/)  folglich  eine  lineare  homoijenc  Function  von 
einer  hestimmleD  Zahl  g  +  i  linear  unubbiiui^ii^er  algebraischer 
Functionen 

Nvelche  an  eben  denselben  Stellen  unendlich  werden,  wobei  die 
Co^fficienten  dieser  linearen  homogenen  Function  von  der  Steile 
y  onabhängig  sind.  Die  Zahl  q  ist  bekanntlich  höchstens  gleich 
o-h^  —  /}-f-r,  wor  angiebt,  wie  viele  linear  unabhängige 
Differentiale  erster  Gattung  an  jenen  Unendlichkeitsstellen  von 
der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  werden.  Setzen  wir  in  k 
der  sich  so  ergebenden  Gleichung 

F{x,  y)  =  cj^  (y)  H-  cj^  [y]  +  . . .  +  c/^(j/) 

für  y  q {  verschiedene  Stellen  fi^  [v  =  0,  1,9,  ...  r/1,  so  er- 
iielien  sich  die  Coi'fficienten  c  als  algebraisehe  Functionen  der 
Stelle  deren  L'nendlichkeilsslellen  bei  x  =  x^\  x"^  .  .  .  x^t^ 
(den  der  Stelle  y^  correspondirenden  Lagen  von  x)  und  der 
y-fach  zu  nehmenden  SlPÜe  x  =  x^  liegen.  Dal)ei  ist  voraus- 
gesetzt, dass  die  Üelernilnanle  j /„(//*')  [  nicht  versi  liu  indel, 
eine  \  oraussetzung ,  die  durch  passende  Wahl  der  Stellen  //*' 
erfüllt  worden  kann,  da  die  Functionen ^,(^)  linear  unabhängig 
sind.  Es  wird  also 

(13)   F(a?,  y)  =  fp.{x)f.  (y)  ^  q>,(x)f,  (y)  +  . . ,  +  q>g(x)f^{y) . 

Wir  dürfen  offenbar  annehmen,  dass  auch  die  Functionen  (py{x) 
linear  unabhängig  sind,  da  sich  anderenfalls  die  rechte  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung  auf  weniger  Glieder  zusammenziehen 
lasst.  Es  ist  dann  q  auch  höchstens  gleich  (i  -^y  —  />  4-  / ',  wo  / 
angiebt,  wie  viele  linear  unabhäni^ige  Dillereuliale  erster  Gal- 
tung in  den  L'nendlichkeitsstellen  der  Functionen  (py[x)  von 
der  zweiten  Ordnung  verschwinden.  Mullipliciren  wir  F(.t,  y) 
mit  irgend  einer  Function  (p  [x) ,  welche  nur  an  den  Stellen 
einfach,  bei  x  =  a„  y-fach  verschwindet  und  mit 
einer  Function  fijy)^  welche  nur  an  den  SteUen  y,',  . . .  y^«  ein- 
fach, bei  y     y^  /-feeh  verschwindet,  so  kommt 

(U)  ^lx,y)  =  fplxi  .f[y),P{x,y) 
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wo  nun  die  Fiinclioneu  0,,  bez.  F,.  nn  ß y  bez.  a-^y  Stellen, 
welche  zu  den  Unendliclikcilssleiien  der  Functionen  qn,,  bez.  fy 
corresidiial  sind,  unendlich  von  <ier  er.slen  Oi  dnunji  werden. 
Da  die  Gleichung  'jK  =  0  dieselhe  Al)hant:if^keit  zwischen  den 
Stellen  //,  wie  die  Gleichung  /•'=  0  verniiüell,  so  ist  hiermit 
der  Salz  bewiesen  : 

nJcde  Conespondenz  mit  positiver  Werthigkeit  lässt  sich 
durch  eine  Gleichung 

0,  ix]  .  t], [y,      0,  ico)  .  F,  (//)  -H  . . .  +      (X) .  Fg     =  0  , 

deren  linke  SeUe  eine  algebraische  Function  ß  y'***  Grades  der 
Sh-Ue  X  und  a  -f-  y^*"  Grades  der  Stelle  y  ist^  vollständig  dar-- 
stellen,  in  dem  Sinne,  dass  bei  Fixii^ung  von  xbei,  y  diese  Glei^ 
chwKj,  ab</csrhen  von  der  y^fachen  Ltisung  y^x  bez.  x  =  y,  nur 
die  der  Stelle  x  be%,  y  correspondirenden  Stellen  als  Lösungen 
besitzt  n. 

W  ir  fügen  den  ohne  Schwierigkeit  zu  beweisenden  Ergän- 
zungssatz hinzu : 

itDiese  Darstellung  der  Correspondenz  ist  eine  vollständig 
bestimmte,  sofern  man  von  solchen  Umänderungen  der  Gleichung 
(15)  absieht,  welche  in  der  MuUiplicntion  derselben  mit  irgend  einer 
Function  der  Stelle  x  oder  der  Slcllr  g  allein ,  oder  endlich  in 
simultanen  linearen  Transformationen  der  0  und  F.  welche  die 
Form  <l)^  Fq      0^  F^  +  •  -  •      ^ql'\  ungetlndcrt  lassen,  bestehen 

Es  ist  also  namentlich  auch  die  Zahl  q  eine  ganz  bestimmte 
fQr  die  Correspondenz  charakteristische  Zahl.  Wir  wollen  die- 
selbe als  die  »Dimensionvi  der  Correspondenz  bezeichnen*]. 

§7. 

Bestimmung  der  Correspondenzen  von  gegebener  Dimenzion 
und  gegebener  (positiver)  Werthigkeit. 

Es  seien  ^^{x),  Mi  •  -  •  ^q[^)  irgend  9-4-4  linear  un* 
abhangige  algebraische  Functionen  der  Stelle  x.  Bestimmen 
wir  nun  irgend  q-h  ^  andere,  ebenfalls  linear  unabhängige 


4)  Deutet  man  die  VerhäUnisso  'l'^  '.xi  :  [x)  :  . .  .  :  ^^{x)  und 
Fo'y)  :  F^[y'  :  .  .  .  :  F^'y  als  Punkt-,  bez.  Ebenen-Coordinalen  in  einem 
Haume  von  q  Dimensionen,  so  erhält  mau  eine  bestimmte  geometrische 
Darstellung  der  Correspondenz.  Eine  tUinliche  ist  in  einem  Räume  von 
weniger  als  q  DtmeDsiooeo  nicht  mtfglich. 
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FoDotlonen  F^fjlf),  F^{y)y  ...  F»  {y)  der  Stelle     welche  nttr  der 


ElDsdirtfnkuDg  unterworfen  sind,  dass  S^Aso)  K  (y)  als  Func- 

>'  =  0 

tion  von  x  ;m  clor  Stelle  =  y  y-U\v\\  aber  nicht  von  höherer 
Ordnung  verschwindet,  so  wird  die  Gleichung 

(46)  <I>o(«)Fe(y)  +  a).(a?)F.(y)  +  ...  +  ö>,(a?)F,(y)  «0 

eine  /-werthige  Gorrespondeni  der  Dimension  q  vorstellen^  und 
auf  diese  Welse  werden,  zufolge  des  vorigen  Paragraphen,  auch 
alle  solche  Ciorrespondensen  entstehen.  Jene  Einschränkung, 
welcher  die  Functionen  F(y)  unterliegen,  drückt  sich  analytisdi 
dahin  aus,  dass  die  y  Gleichungen 

<2>o  fy)  ^'o  (i/)  +  ö>i  [y]   (//)  +  •  •  •  +  «>9(y)  ^9  [y)  =  o 


(«7) 


(y-l) 


(y-l) 


(y-l) 


7/1  /^i  ,«/;  H  

erfüllt  sein  müssen,  wahrend 

nicht  rneJir  verschwindet.   Das  Zeichen  bedeutet  dabei 

den  ^^"^^  DifTerentialquotienten  von  (//),  nach  irgc?id  einer 
Function  der  Stelle  y  genommen.  Wir  folgern  aus  (17)  zunächst, 
dass  die  Dimension  einer  Correspondenz  mindestens  bleich  ihrer 
Werthigkeit  ist.  Denn  falls  g  <     muss  die  Determinante 

<2>o  (y) • .  9«  1 


i  (9-1) 


verschwinden,  was,  wie  eine  nähere  Betrachtung  seigt,  infolge 
der  linearen  Unabhängigkeit  von  C>o,(y),  ...  ^  (y)  nicht  angeht. 

Eliminiren  wir  aus  (1 7]  und  (K  6)  die  Functionen  F^  (y) , 
^9-1  (y)i  -  •  •  ^9>/-i><  (iSf)t  ^  ergiebt  sich,  das9  durch  die  GUichtmg 

^f-r-t-i  (y) ,  . 


i  fy-l) 

®.  Cv), 


:  (y-l) 


<f>,  [x\ 
:  (y-1) 


=  0 


die  allgemeinste  Correspondenz  mit  der  Werthigkeit  y  und  der 
Dimensüm  q  definirt  wird,  wenn 
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4)  <Z>o'X'»  ^iWr  •••  ^q[^]  beliebige  Imear  unMdngige 
cUgehraische  PuncHonen  der  Stelle  x  bedeuten  und 

2)  die  q  —  y      \  ehcnfulls  (ih/chraiachen  Functionen  '\y\j 
fyl,  . ..  Ffj_.,  [y  der  SlcUe  y  so  yciriOtU  trerden,  dass  die  Glei- 
chuny  (18)  ntchl  idenlisch  erfüllt  isty  tt  rnn  0^[.r).      (.r),  . .  0^{x) 
durch  (IfJyHy)^  ^S^Hl/\  •••  ^Ay'^'Mi/i         durch  nicht  sämmt- 
lich  verschwindende  Constanten  r„.  c,,  ...  r,^  ersetzt  ircrdeu. 

Üie  Functionen  F[y)  können  jiber  stets,  nacli  willkürlicher 
Annahme  der<Z>(.T),  diesen  Bedingungen  gemHss  iiewiihU  werden, 
so  dass  es  immer  Correspondenzen  von  der  Werüiigkeü  y  und 
einer  beliebigen  Dimension  q^y  yieht. 

Zum  Beweise  belrnchten  wir  dio  in  (<8)  auftretenden  De- 
terminanten fUr  den  Fall,  dass  die  l^unctionen  (2>,  (r  durch 
0,^)  (y)  odor  dfircb  nicht  sümmtiicb  verseliwindende  Conslan- 
len  erseUt  werden.  Weder  die  bei  der  ersten,  noch  die  l>ei 
der  zweiten  Ersetzung 'entstehenden  Determinanten  (D)  können 
sfimmtHch  identisch  verschwinden. 

Die  gegentbeilige  Annahme  würde  nümlieh  zu  der  Folgerung 
führen,  dass  die  Functionen  [x],  . .  0q(x)j  entgegen  unserer 
Voraussetzung,  nicht  linear  unabbttngig  sind.  Dieses  voraus- 
geschickt, wtfblen  wir  nun  die  Functionen  (y),  . .  hq^yiy)  so, 
dass  keine  zwei  dieser  Functionen  an  derselben  Stelle  unend- 
lich werden  und  dass  ihre  Grade  gritsser  sind  als  die  Grade  der 
Determinanten  D,  Alsdann  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Be- 
dingungen 2)  sicher  erfallt. 

Ein  besonderes  Interesse  verdient  der  Fall,  in  welchem 
Dimension  und  Werth igkeit  der  Gorrespondenz  einander  gleich 
sind.  Auf  diesen  speciellen  Fall  beziehen  sich  die  Betrachtungen 
des  Herrn  Lindemann,  welche  in  einem  Briefe  an  Herrn  Her- 
mite  und  in  den  Vorlesungen  tlber  Geometrie  von  Ciebsch*) 
mitgetheilt  sind ;  auch  gehören  hierher  die  von  Herrn  Brill 
im  4.  Bande  der  Malhemat.  Annalen  pag.  527  fl".  gegebenen  Ent- 
wickeln nuen  über  die  eine  algebraische  Curvc  niehrfarh  berüh- 
renden Cm  von  einer  linearen  Curveuschaar.  Die  Gleicliung  (18) 
reducirt  sich  für  q^y  auf 

r  Crclle's  Journal,  Bd.  84,  pag.  300—304;  Vorlesungen  über  Goo- 
molrie,  1.  c. ;  siehe  auch  Bd.  III,  pag.  76  fT.  der  französischen  Uebersetzung 
dieses  Werltes  von  B  en  ot  s  t ,  wo  Herr  L  t  n  d  em  a  d  n  die  Darstellung  etwas 
modiflcirl  hat. 
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<D,(a?),  ©Jx),  ...  0y{x) 

ö>o  (y) ,       (y) »  • . .  ö)/  (y) 

(•/-i)        (y-l)  (y-l) 


0, 


so  dass  die  Correspondens  schon  durch  die  Wahl  der  Functionen 
0  [x)  vollständig  bestimmt  ist.  —  Weitere  sich  an  die  Resultate 
dieses  Paragraphen  aniLnflpfende  Entwickelungen  liegen  ausser- 
halb des  Rahmens  gegenwärtiger  Mittheilung. 


§  8. 

HafiteUimg  dar  ConreapondeBSMi  mit  poaltiTer  Werfhigkeit 
a«f  Cnnren  Tom  Cksehleehte  p. 

Wir  bezeichnen  nun  mit 

zwei  algebraische  Functionen  der  Stelle  X  der  Riemann'schen 

Flache,  durch  welche  sich  alle  übrigen  rational  ausdrücken 

lassen.  Zwischen  diesen  Functionen  t],  u  besteht  eine  ;dge- 
braische  Gleichung  vom  Geschlechte  p,  welche  in  der  Form 

(50)  /-(a?,,       arj  »  0 

dargestellt  werden  kann  und  bei  Auffassung  der  Verhttitniss» 
x^:  x^  :  a'^  als  Dreieckscoordinaten  eine  ebene  Gurve  vom  Ge-» 
schlechte  p  vorstellt.  In  der  irgend  eine  positiv-werthige  Corre- 
spondens definirenden  Gleichung  (15)  lassen  sich  nun  die  Fune- 
lisnen  0^  [x),     (x),  , . .  Og  (x)  in  die  Gestalt  setzen : 

(51)  0,  (o?)  =  l^pLl^'M    ...  ö>.(a;)  «  "^i-"''  ''^'^  , 

WO  die  Gleichung  0  (w^ ,  ,  o^i)  b  0  eine  Curve  vorstellt, 
welche  durch  die  Unendlichkeitspunkte  der  Functionen  0y  (x) 
und  eventuell  durch  weitere  feste  Punkte  hindurchläuft,  weiche 
letztere  gleichzeitig  auf  allen  Gurven  0p{x^t  x,}  x^)  »  0  liegen, 
hl  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  Functionen  Fy  (y)  dar- 
stellen; es  sei  etwa 
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Die  Gleichung  (45)  gebt  nun,  wenn  wir  den  Nenner 

0(07,,  a^,  .tJ  .  F{y^y  y„  j/,)  unterdrücken,  ttber  in: 

(23)  »f^  (a„  x„  a-,  I  (/„  =^Ö>^       o;,,  x,^  .  f,,  ^y,,  y^,  i/,)  =  0 , 

womit  der  folgende  Salz  bewiesen  ist; 
oJede  auf  einer  algebr<mchen  Curve 

existirende  algebraische  Corresponden»  mit  positiver  Werlhigkett 
iässt  sich  durch  eine  einzige  GUictmng 

^^ix,,  o-,,      I  t/„  I/,,  y,)  =s  0 

äefiniren.  Bedeuten  nämlich  y^y  y^,  y^  (bes.  )  dieCoor- 

dinaten  irgend  eines  Punktes  der  Curve  wahrend  ap,,  ar*,,  er,, 
(bez.  y,,  y,,  yj  laufende  Coordinaim  bezeichnen,  so  stellt  die 
OleichuiKj  ^  aa  0  eine  Curve  vor,  welche  die  Curve  f  y-fach  in 
dem  Punkte  y^y  y,,  y,  (be  j  je  einfach  in  den  diesem 

Punkte  correspondirenden  Punkten  und  überdies  eventuell  in  festen 
Punkten  durchschneidet  fi* 

Dieser  Satz  Uisst  sich  sofort  auf  algebraische  Gurven, 
welche  in  einem  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  lie* 
gen,  übertragen.  Auch  für  solche  Gurven  Itfsst  sich  bei  ev. 
Hinzunahme  von  festen  Punkten  jede  Gorrespondens  mit  posi- 
tiver Werthigkeit  durch  eine  einzige  Gleichung  definiren. 

§  9. 

Swnitelliuig  dar  Correspondeiiieii  mit  negatiTtr  WerOdgkaii 
dureh  algahnuicha  Gleiohangwi. 

Wir  wollen  die  Correspondenz  C"  aus  den  beiden  Gorre- 
Spondenzen  C  und  C  zusammengesetzt  nennen,  wenn  sie  durch 
die  Angabe  definirt  ist,  dass  jeder  Stelle  x  gleichzeitig  die- 
jenigen Stellen  entsprechen  sollen,  welche  ihr  in  C  und  in  C 
eorrespondiren. 

Besitzen  die  Correspondensen  Cund  C  die  Werthigkeiien 
y  und  /,  so  ist  die  aus  ihnen  zusainmcn gesetzte  Gorrespondens 
C"  eine  Gorrespondenz  mit  der  Werthigkeit  y-t-  /,  w  ie  aus  der 
Addition  der  zu  den  Gorrespondenzen  C  und  C  gehörenden 
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deiebiiDgen  (5J  benrorgeht.  Es  sei  niiQ  C  eine  Gorrespondei» 
wai  der  DegsUTen  Werthigketi 

und  C  irgend  eiDe  Correspondenz  mit  einer  positiven  Wertbig- 
keit  y^d;  es  wird  dann  C"  die  positive  WertbiglLeit  y  ^  d 
besiUen.  SiodnuD 

[X,  y]  =  0 

dieGleioliaiigen,  welebe  die  positiv-werthigen  Gorrespondensen 
C  und  C  darstellen,  so  wird  die  Gleichung 

die  Correspondenz  C  iiiil  der  negativen  Werlhigkeit  —  d  defi- 
niren.  Nach  den  Eutwicklungen  dos  vorhergelienden  P;inigra- 
phen  wird  also  z.  B.  jede  solche  Correspondenz  auf  einer  ebenen 
Curve 

dnrcb  eine  Gleichung  der  Form 

^  '  flr„    I  v«.  v„  V,)  ^ 

dnrsoslpllt  werden  koiuitMij  wobei  'F,  und  ¥^  ganze  homogene 
Functionen  souolil  von  ;7',,  3™,,  wie  von  y^,  i/,,  i/^  bodouten, 
und  wo  die  Gleichung  'F=  0  eine  beliebig  zu  wiUilcudt'  (iorre- 
spondenz.  deren  Werlhigkeit  mindestens  gleich  ö  ist,  vorstellt. 
Beispielsweise  kann 

gesetst  werden,  und  es  wird  dann  ss  0  eine  (leicht  geome- 
triaeh  so  definirende)  Correspondenz  mit  der  Wertbigkelt  0 
mrdra. 

Die  Division  von  *F  in  ist  aber  nicht  ausftihrbar,  da  eine 
Gleichung^  deren  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  von 
^1)     ^3  y%y     is^j  Gorrespondent  mit  pon- 

tiotT  Werthigkeit  definirt. 

Selzen  wir,  wie  soeben,  die  Correspondenz  C  mit  C  zu  der 


1)  Durch  solche  Gleichaogeo  deGnirle  Corrcspondenzen  betrachtet 
gelegenUlch  Herr  Lindeniann.  (Vorlesungen  Bd.  II.  pag.  747,  wo  gezeigt 
iriid,  dats  auf  diese  CorraspoDdemen  die  Formel  (4S)  Anwendaag  findet.) 
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A.  Hqiwitz, 


positiv -weiibigea  GomspoDdenz  C  und  mit  einer  anderen 
Gorrespondenz  K  zu  der  positiv -werlb igen  Gorrespondenz  K' 
zusammen,  so  werden  die  Gleicfauugen 


von  denen  die  erste  die  Gorrespondenz  K%  die  zweite  die  Gor^- 
respondenz  C  definirt,  zusammengenommen  die  Gorrespondenz 
C  darstellen,  da  je  zwei  Stellen,  welctie  gleielizeitig  in  IT  und 
C"  einander  entspreclien,  ancli  vermöge  der  Gorrespondenz  C 
correspondirende  Stellen  sind. 

Berücksichtigen  wir  das  Resultat  des  vorigen  Paragraphen, 
so  erhalten  wir  den  Satz : 

»Jede  auf  einer  algebraischen  Curve 


existirende  Gorrespondenz  mit  negativer  Werthigkeit  lässt  sich 
zwar  nicht  durch  eine  einzige  Gleichungj  wohl  aber  auf  numnig^ 
faltige  Weise  durch  stwei  Gleichungen  der  Form 


definiren.  Bedeuten  nämlich  y,,  y^,  (bez.x^,  x^,  xj  dieCoor- 
dinaten  irgend  eines  Punktes  der  Curve  f,  wahrend  o?,,  ar,,  ac, 
(hez,  y,,  y„  yj  laufende  Coordinaten  bezeichnend  so  stellen  die 
Gleichungen  ■»  0,  »  0  zwei  Curven  t'or,  welche  sich  auf 
der  Curve  f  ausser  (eventuell)  in  dem  Punkte  y^t  y,,  (bez. 
x^f  x^)  nur  noch  in  den  diesem  Punkte  correspondirenäen 
Punkten  und  (eventuell)  in  festen  Punkten  durchschneiden^. 

Dieser  Satz  Itost  sich  audi  auf  Gurven,  welche  in  einem 
Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  liegen,  übertragen; 
stets  werden  zwei  Gleichungen,  welche  noch  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Weisen  gewtthlt «werden  können,  zur  Definition 
der  Gorrespondenz  ausreichen. 


£s  erübrigt  noch,  die  singulflren  CorrespondenzeD  einer 
nilheren  Untersuchung  zu  unterziehen.  Die  erforderlichen  Eot- 


(26) 


^^  ix^,  I  y,,  //„  y^]  =  0 


§10. 

Die  allgemeine  CorrespoDdeBifonnel. 
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wieklongen  lassen  sieh  dabei  zumeist  so  darstoUen,  dass  sie  fttr 
alle  algebraisoheD  Gorrespondenzen,  gleichviel  ob  aie  Werthig- 
keits-  oder  singulare  Correspondenzen  sind,  Gttitigkeit  haben. 
Es  soll  daher,  wenn  nicht  ausdrttcklich  das  Gegentheil  bemerkt 
wird,  Uber  die  Natur  der  in  der  Folge  betrachteten  Correspon- 
denzen und  der  sie  tragenden  Riemann*schen  Flttche  keine  be- 
sondere Toraussetzung  gemacht  werden. 

Vermifge  irgend  einer  Gorrespondenz  mOgen  der  Stelle  x 
die  Lagen  y\  y"%  yf*  von  y  entsprechen;  ferner  seien  y/, 
ä'»  •  •  y«"  einer  festen  Stelle  correspondirenden  Lagen 
von  y  und  endlich  bezeichne  irgend  eine  feste  Stelle.  Ala- 
dann  wird  die  Function 

auf  der  in  eine  einfach  zusamtnenhiingeixlc  zersehniUenen 
Fläche  so  otl  Null,  als  die  Stelle  x  mit  einer  corrospuudirLMiden 
Stelle  zusammenfallt,  also  C-inal,  wenn  ("  die  Zahl  der  Coiu- 
eidenzen  der  Correspondenz  bezeichnet;  dieselbe  Function  wird 
an  den  der  Stelle  x  correspondirenden  Stellen  y^',  .  .  y^"  und 
an  den  Stellen,  welche  der  Stelle  entsprechen,  je  einfach 
unendlich. 

Es  isl  folglich : 

(28)  c     a  -    =  ^      log  C(aj) , 

wo  das  Integral  in  positivem  Sinne  durch  die  Begrenzung  der 
zerschnittenen  Flüche  zu  erstrecken  ist*).  Andererseils  ist  dieses 
Integral  gleich 

wenn  die  Einzelintegrale  län^zs  der  Riemann'scben  Schnitte  aj.f 
genommen  werden  und  C^,  C~  die  Werthe  von  C{x)  auf  der 
positiven  bez.  negativen  Seite  des  betreffenden  Schnittes  be- 


I)  In  Betreif  solclier  »Begrenzangslnlegrale«  verweise  ich  auf  die 
RieniftD n'scbe  Abhandlung  iit)er  Ahersche  Functionen,  sowio  auf  den 
Aufsatz  von  Roch,  »Ueber  ^Funciiooen  vielfecber  Argamente«  in  Crelle's 
Jouroal,  Bd.  66. 
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deuten«  Infolge  der  Relationen  (4),  (8),  (3)  des  ersten  Paragra- 
phen ergiebt  sich  für  die  letztere  Summe  der  Werth: 

—  (Ä»,  -h  /?„  +  ••  H-         4-  G„  4-  •  •  +  Gpp)  , 

SO  dass  wir  für  die  Zahl  C  der  Conuidenzi'n  der  nUqemeinsten 
überhaupt  möglichen  iiigebraisc/ien  Correspondenz  die  Formel  er- 
halten : 

(29)  C»=a  +  /i^- + A„  +  ..-»-App -♦-(;„ -hü,, +   + Gpp). 

Ist  die  Correspondenz  eine  Werthigkeitscorrespondenz,  so  wer- 
den (ef.  §  2)  die  Zahlen  0^  s<Mmmtlich  üntereinander  gleieh 
und  die  Formel  (89)  geht,  wenn  der  gemeinsame  Werth  dieser 
Zahlen  gleich  —  y  gesetzt  wird,  in 

über,  Nvio  os  nnt-li  §  4  sein  iniiss. 

Die  Zahl  der  Slellrnpiiiire  ./•.  //.  welche  sich  gleichzeitig  in 
zwei  beliebigen  Correspondenzen  entsprechen,  eriiicbt  sich  auf 
folgendem  Wege.  Es  seien  y',  i/',  .  .  die  vermöge  der  ersten 
Correspondenz  der  Slelic  x  entsprechenden  Lagen  von  y  und 

rr'»**,  .t"'*',  ...  .T'"^'' die  vermöge  der  zweiten  Correspondenz 
der  Stelle  y^  entsprechenden  Lagen  vono;.  Dann  bestehen  nach 
§  1  die  folgenden  Relationen : 


(30) 


wobei 


r  =  \ 


(34) 


^  «fc(«''T  -^^Wti,.(y)  +        (r  =  4,  8,  ..  «)  , 

t 


i  i 

unter  den  Zeichen  Ä,      //,  (f,  A',  G'  ganze  Zahlen  ver- 

standen. 
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Die  Eliminiition  der  Integrale  m,-  (y**)  aus  den  Gleichungen 
;30^  ergiebt  Ucialiunen  der  Gestalt: 

r,9  i 
WO  nur  AbkttniiDg 

i 

gesetct  ist.  Eine  kune  Rechnung  seigt,  dass  für  die  Grössen 
die  Relationen 

aofgestellt  werden  können,  wenn  unter  A",  JY",  die 
Zahlen : 


(34) 


verstanden  werden.  Die  Anwendung  der  Formel  29;  auf  die 
Correspondenz,  welche  durch  die  Zuordnung  der  Stellen  a?**«* 
zur  Stelle  x  detinirt  ist|  ergiebt  nun  Hir  die  Zahl  (C,  C)  der 
Goincidensen  dieser  Correspondenz  den  Ausdruck : 

;  c.  c  =    H-    -  (ä;',  h-    h-  . . + -h  g;;  +  gj, + . .  +  c^p) , 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (34) : 

(/{'e^e  ZaA/  u7tr(/  offenbar  angeben  j  wie  viele  Stellenpaare  a;,  y 
gleichieitig  beiden  Correspondenzen  angehören*]. 


<)  Bei  der  Aq Wendung  dieser  und  ähnlicher  Formeln  isl  der  folgende 
Setz  von  NotMD.  Werdeo  (ttr  irgend  eine  Correspondenx  die  In  S  4  be- 
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I 


Unter  der  VorausselzuDg,  dass  beide  GorrespondeDzeo 
WerlbigkeUscorrespondeozen  sind,  geht  die  Formel  (33)  in  die 
Formel  (1 0)  des  §  ft  Uber. 

Existenz  der  Bingolären  Correspondenzen. 
Es  sei  irgend  ein  Ltfsungsystem  der  2  p*  Gleielmngen : 

(36)  {  ' 

gegeben.  Dann  werden  durch  den  Ansatz : 

jeder  Stelle  x  p  bestimmte  Stellen  y,  y\  . .  zugeordnet, 
wenn  die  Gonstanten  /r^^,  was  stets  möglich  Ist,  so  gewählt 
werden,  dass  nicht  fUr  alle  Lagen  von  x  das  auf  der  rechten 
Seite  in  (37)  auftretende  GrAssensystem  auf  mehr  als  eine  Weise 
in  die  durch  (37)  verlangte  Form  gesetzt  werden  kann.  Durch 
diesen  Ansatz  ist  also  eine  algebraische  Correspondenz  bestimmt, 
für  welche  die  oben  mit  a  bezeichnete  Zahl  den  Werth  p  be- 
sitzt. In  transcendenter  Form  lässt  sich  diese  Correspondenz 
durch  die  eine  Gleichung  *) 

nutzlon  Bezelchnongcn  verwendet  und  bedeuten  o/,  af, ..  afi  die  vermO^ 
der  Correq>ondeos  einer  Stelle  y  eDlsprecbeoden  Lagen  von  x,  so  ist 

wobei  ^ 

=      6»  — ^  Qu  fiki  > 
i 


I 


4  i  Durch  (Icrarlige  Gloicluingen  di  liiiirle  U  er/Ziir/AeiKicorresponden- 
zen  betrachtet  Herr  Linde  mann  in  der  Mole  »Heber  eine  Verallgemeine- 
rung des  Jacobi'schen  Cmkehrproblems  der  Abei'schen  Integrale«  (Bericbte 
der  uaturforschenden  Geaellschaft  zu.  Frelbnrg  i.  Br.  Bd.  7.  HeftS;  siebe 
pag.  S89  u.  SSO). 
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(38)  ^  [iijk  (y)  -^^rjfc,.    (oj)  -  c^fc]  =  0 

definiren,  unter  C]^  passend  gewühlte  Gonstanten  verstanden. 

Die  Zahl  der  einer  beliebigen  Stelle  y  entsprechenden 
Lasen  von  jü  beililutig  bemerkt,  durch  das  Begrenzuugs- 
inle^ral 

iog  ^  [u|k  (y)  -^^n  ti,  (x)  -  cj 
bestimmt  und  findet  sieh,  infolge  der  Gleich uogen  (36),  gleich 

Wenn  nun  die  Riemann'sche  FUiche,  welche  unserer  Belraeh- 
(unii  zu  Grunde  liegt,  eine  singulare  ist.  so  dürfen  wir  anneli- 
raen,  dass  die  Elimination  der  ,7;.^  aus  dem  Systeme  (36)  nicht 
zu  lauter  Identitäten  zwischen  den  Grossen  führt,  oder,  wie 
wir  kurz  sagen  \Nollen,  dass  das  System  ^36}  kein  »identisches« 
ist.  Alsdann  ist  aber  die  durch  (37)  definirle  Correspondenz 
sicher  keine  Werthigkeitscorrespondenz.  Die  gegeolheilige  An- 
nahme wurde  nümlich  zu  den  Gleichungen 

^fti^fUi  [x]  =  y.  Uf,  [x]  +  Ttf, , 
i 

und  also,  indem  wir  auf  beiden  Seilen  die  Perioden  nehmen,  zu 

^ki  +  ^Gii^^ki  =  y  • 

ftohren.  Aus  den  letsteren  GleichaDgeD  wQrde  aber  folgen,  dass 
s  s  •  •  s:  Cr^i  s  Gm  »  '  *  »  ^  uud  alle  übrigen  Zahlen 
K9i  ^)  ^  gleich  Null  sind,  vnd  somit  wttrde  das  System  (36), 
eatgegen  unserer  Annahme,  ein  »identisehest  sein. 

Auf  jeder  sm^ulären  Biemann*sdien  Fläche  existtren  also 
oudi  Hnguläre  CorresponderiMen, 

Wir  können  hintafugen,  dass  es  stets  unendlich  viele  sin- 
galäre  Correspondenzen  von  der  eben  betrachteten  Art  giebt. 

Ks  mögen  nämlich  d  und  y  irgend  zwei  ganze  Zahlen  be- 
i^eicboen,  so  bestehen  zufolge  (30)  die  Relationen 
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i 

•  • 

wenn 

gesetzt  wird,  wobei  e^i  den  Werth  0  oder  i  bedeutet,  je  naeh- 
dem  k^l  oder  k  ssl  ist. 

Zu  dem  Systeme  (iO:  jielioi  l  uun  in  (lei'.sell)en  Weise  eine 
singulüre  Correspondenz,  wie  die  Conespondenz  38)  zu  dem 
Systeme  36  .  Die  Zahlen  a,  ^  haben  für  diese  neue  Correspon- 
denz  die  Werthe 

/»=^ -jai**)  (er- 39), 

oder 

i,  k  k 

Da  letzterer  Ausdruck,  seiner  Bedeutung  gemäss,  für  alle  ganz- 
zahligen  Werthe  von  d  einen  positiveo  Werth  besitzen  muss 
(abgesehen  von  dem  Falle  /  =  d  =s  OJ,  so  sind  die  Zahlen  A, 
G,  iJ  der  Bedingung 

M^l^A**«  —  üik  ^Uki  >  l^i^kk  ^kk)]* 

i,k  k 
unterworfen. 

§4«. 

SarsteUuog  der  singnlären  Correspondenien  durch  algebraisehe 

Gleichungen. 

Betrachten  wir  ir^iend  eine  Correspuudenz,  so  gehören  zu 
derselben  p  Gleichungen  der  üestaU : 

wo  wie  frtther  die  der  Stelle  x  entsprechenden  Lagen  von  y 
nii^  y\  y"i  • '     bezeiohnet  sind.  Wir  definiren  nun,  wie  im 
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vorhergehenden  Paragraplieu,  zwei  weitere  Corresponclenzen 
durch  die  Ansätze : 

>2)     ^Uf,  y^")  s  -^.tki  Ui  .x)  -  y,  Uk  (x)  -H  tt^  , 
n  r 

l«)    ^wjfe       =  -^«fci    {x)  -  y,  ttj^  (ac)  +  ;i| . 
•  i 

Hier  bedeuten  ■/^.  irgend  zwei  positive  Zaiiien,  welche  wir 
Q<ich  Willkür  einnehmen;  die  Constanten  7c][.,  n'^  wählen  wir, 
was  in  mannigfacher  Weise  geschehen  kann,  so,  dass  nicht  fur 
jede  Lage  von  x  unter  den  Stellen  ///,  i//',  . .  sich  solche 
finden,  welche  gleichzeitig  unter  den  Stellen  y/,  y^",  . .  yj^ 
vorkommen. 

Die  Addition  der  Gleichungen  (41)  und  (42),  sowie  von 
[44)  und  (43)  ergiebt  nun : 

r=  ff 

f  =  « 

4  » 

Es  werden  hiernach  durch  die  Angabe,  dass  der  Stelle  x  die 
Lasen  v*^  und  //j**.  bezdshCh  die  Lagen  i/  und  /y,"  von  7  ent- 
sprechen sollen,  Correspondenzen  mit  den  positiven  Werthig- 
keilen  und  j'^  delinirl  und  diese  können  nach  den  früheren 
Enlwickelungen  durch  je  eine  algebraische  Gleichung  dargestellt 
werden.  Damit  ist  bewiesen: 

üJede  algebraische  CorrespondenXy  inibesondere  auch  jede 
singuläre  Correspotidenz,  lässt  sich  at^  mannigfaltige  Art  durch 
iwei  algebraische  Gleichungen 

x,  y]  =  0 
y,(x,yi-0 

defairenu 

Es  gilt  daher  der  in  §  9  besonders  hervorgehobene  Satz  ^ 
nicht  nur  für  die  negativ-werthigen,  sondern  auch  fttr  die  sin-  * 
guteren  Correspondensen. 
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§43. 

Ueber  die  Gesammtheit  der  auf  einer  beliebigen  Eiemann'achen 
Fläche  existirenden  Correspondenzen. 

Es  seien  n  verschiedene  Ltfsungen  des  Systems  (36;  be- 
kannt: 

'^ki    =  "kl  -»-^  yu  "Ai 

X7   '  Ii«  ^  2,      /l)  , 

^  ^ki  a«  =  ««  +^     ö« , 

wobei  der  Fall  nicht  nusgeschlosseD  ist,  dass  unter  diesen 
Systemen  »identische«,  d.  h.  solche  vorkommen,  bei  welchen 
die  Elimination  der  tt^  auf  lauter  Identitäten  zwischen  den  Oj^.^ 
führen. 

Wir  nennen  diese  Systeme  abhängig,  wenn  es  möglich 
ist,  die  Gleichungen : 

durch  nicht  sSmmtlich  verschwindende  uianze  Zahlen  ..  /.^ 

zu  befriedigen;  im  enlgegengesetzten  Falle  heisseu  die  Systeme 
(46)  unabhängig.  Die  nolhwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Bestehen  der  Gleichungen  (47^  drückt  sich  durch  die 
2  p*  Relationen : 


(48) 


f  =  Ii 


/'«  =  " 


t  =  II 


f  =  1 

aus,  woraus  hervorgeht,  dass  nicht  mehr  als  '-2  jr  unahhäniiige 
Systomo  (46)  existiren  können.  Wir  nehmen  an,  dass  die  u 
Svslenie  i6]  unabhMnaia  sind  und  dass  es  nicht  mehr  als  // 
unabhiin.uige  Systeme  giebt.  Ist  dann  irgend  ein  weiterem 
System  (36)  gegeben,  so  können  die  Gleichungen 

(49)  l«in^^i,^U   (i,/- 1,8,  ..J») 
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dorch  gante  Zahlen  A,  /.^ ,  welche  nicht  sSmmlileh  verschwin- 
den, befriedigt  werden,  und  es  wird  X  von  Null  versehieden 
sein,  da  widrigenfalls  die  ^  Systeme  (46)  abhangig  sein  würden. 

Es  lassen  sich  aber,  wie  eine  eingehendere  Betrachtung 
zeigt,  die  fi  Systeme  stets  so  wählen,  dass  die  Zahl  X  den  Werth 
I  erhält,  und  wir  haben  dann  für  jedes  System  (36)  dieDar^ 
Stellung: 

(50)  =^;.^         (Ä:,  /  =  4,  «,  . .  p) , 

m 

WO    .      . .     ganse  Zahlen  bexeichnen. 

Dil'  u  S}sl(Mne  7t^i,  aus  welclien  sich  jedes  nndere  inteh 

der  \ i>rslehenden  Formel  {^anzzahlij^  zusammeiiselzen  liissl. 
niöL'en  als  u  »Fundauieulalsvstemea  bezeiehnet  werden.  Ferner 
sollen  (lif  Zahlen  ).^.  A,,  .  .  die  »Characlere"  des  Systems  ,7^.,, 
und  jeder  (iOrrespondenz ,  zu  weleher  dieses  System  i^ehorl, 
liei>sen.  Die  Gharaclere  sind  nach  Annahme  der  Fundamenlal- 
sysleme  (»indeutig  beslinnnt. 

Für  eine  beliebige  Correspondenz  möge  das  Gleichungsi>y  slem 
Stattfinden.  Setzen  wir  nun 


 *(«*{»)  -     -  c*i 

i»o  w  ird  die  Uieichung: 

(53)  C(x,  y)  =  0 

unsere  Correspondenz  zwar  in  transcendenter  Form,  aber  voll- 
stUndig  darstellen,  indem  die  Gleichung  (53)  nur  für  correspon- 
dirende  Stellen  [x,  y)  erfüllt  ist. 

Wir  bilden  jelzl  mit  den  /i  Fundameulalsyälemeu  die  /t 
^-Quotienten : 

wo  e  der  Reihe  nach  die  Werthe  4,2,  . .  erhalt. 

8^ 
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Zufolge  (50)  und  (ftl)  ist  nun  der  Quotient  aus  C  [x,  y) 
und  fJ[Ct(x^  y)]K  eine  cUyebraische  Function  F(a;,  y]  der 
Stellen  o;  und  y,  und  also : 

(58)  C  {x,  y)  =  [C.  (aj,  y)]^,  [C,  (a:,  y)]^, . . .  [C^(aj,  y)]*^  •  F{oo, y) . 

Hiermit  ist  die  Bestimmung  alier  auf  einer  beliebigen  Flüche 
existirenden  algebraischen  Correspondenzen  ausgeführt : 

j»3/an  bestimme  u  Fifud amental Systeme a  (4(3).  aus  welchen 
sich  jedes  andere  Systfni  yfindss  50)  ganzzahlig  zusninmensetzen 
lässt.  Ferner  bilde  man  mit  den  u  Fundamentalsystemen  die  ^- 
Quotienlen  C^(./',  //)  nach  (lleichuny  (54). 

Alsdann  wird  die  (ileichuny: 

(56)   [C,  (X,  y)]\  [C.  (X,  y]]^*  . . .  [C^  («,  yj]^^  F^a;,  y)  -  0  , 

m  welcher  A«,  A,, . .  iL  tryend  welche  ganse  Zahlen  und  F{Xj  y) 
iryend  eine  uon  den  beiden  Stellen  Xj  y  algebraisch  abhängende 
Punclion  bedeuten,  alle  auf  der  Fläche  möglichen  algebraischen 
Correspondenzen  definiren^. 
Da  ein  Ausdruck  der  Form 

nur  (iann  eiru'  ijliiehi  aisclie  Function  der  Stoll(Mi  ,/ ,  //  sein  kiinn, 
wenn  die  Zahlen  ^  sümmtlich  verschwinden,  so  k;inn  zur  Dar- 
stellung aller  Correspondenzen  keine  der  ^  Funclioneu  (x,  y) 
entbehrt  werden. 

Filr  nichl-singulare  Rieniann  sche  Flüchen  hat  die  Zahl  /i 
den  W  erth  1,  denn  alle  Systeme  (.JC))  lassen  sich  i^anzzahlig  aus 
dein  einen,  in  welchem  =  /r,,  =  •  .  =  Ttyy  =  \  und  alle 
Ubri}j:en  //y^.,  =  0  sind,  zusammensetzen.  Das  System  der  (^lia- 
raclere  A,,  .  .  einer  Corresixmdenz  reducirt  sich  auf  die 
eine  Zahl  =  —  wo  y  die  Werthi^keit  bezeichnet,  und  die 
Formel  (55)  geht  in  7)  über. 

Für  singulare  Flächen  ist  daliegen  die  Zahl  u  stets  grösser 
als  1  und  das  System  der  Charactcre  einer  Correspondenz  be- 
steht aus  niehrcren  Zahlen. 

Setzen  wir  in  ^55)  //  =  .r  und  vergleichen  die  Zahl  der 
Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der  auf  beiden  Seiten  ent- 
stehenden l'uiutionen  der  Stelle  .r.  so  erhalten  wir 

57)        C  =  a        +        -I-    Ä,  4-  c«A«, 


Digitized  by  Google 


ÜBBKt  OAS  GoiUSPOMDBNZPRINaP 


37 


wt'iin  C  die  Anzahl  der  Coincidenzen  der  l)eliebitien  Correspon- 
denz  C  {x,  y)  =  Q,  a  und  die  Zahl  der  einer  heliehipen  Stelle 
X  bez.  V  entsprechenden  Lagen  von  y  bez.  x  bedeuten.  Die 
Coelticienten  c^,  c^.  ..  c„  sind  ganze  Zahlen,  welche  von  der 
betrachteten  Correspondenz  unabhängig  sind.  In  dieser  Glei- 
chunt:  57)  haben  wir  die  allgemeine  Correspondenzforinel  in 
einer  neuen  Gestalt  vor  uns. 

LtttinriidiM  iShwc  die  tingnUrwi  RiftmMm'ichen  niehen. 

Die  im  vorstelieDdeii  Paragraphen  gegebene  Darstellung 
der  Correspondenzen  habe  ich  für  die  von  Herrn  Klein  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  eingeführten  »Modular- 
correspondenzen«  *)  (wenigstens  für  den  Fall  einer  prirozahligen 
»Stufe«)  in  einer  in  diesen  Berichten  abgedruckten  Note*)  her- 
gestellt. Jedoch  sind  an  jener  Stelle  die  transcendenten  Facto- 
reo  (x,y), ...  {x^  y)  nicht  auf  ihre  geringste  Zahl  zurück- 
gefabrt,  da  dieses  für  die  dort  verfolgten  Zwecke  nicht  erfordere 
lieh  war.  Die  »  Charactere  « lg  der  Modularcorrespondenzen  sind 
die  Entwicklungscoefficienten  der  Integrale  erster  Gattung 
Stufe,  und  da  die  Zahl  dieser  Goi<fficienten  im  Allgemeinen 
grUsser  als  4  ist,  so  folgt,  dass  alle  diese  Gorrespondenzen  Sin- 
gulair sind.  In  diesem  Umstände  lag  die  Schwierigkeit  begrttn* 
det,  welche  sich  bei  der  Aufstellung  der  Glassenzahlrelationen 
iHr  höhere  Falle  einstellte.  Diese  Relationen  konnten  nicht  mehr 
aus  der  speciellen  Formel  C^sa-^-  ß  -hi  py^  sondern  mussten 
aus  der  allgemeinen  Gorrespnndenzformei  (57)  entnommen 
werden.  Diese  letztere  geht  lur  die  Modulareorrespondenzen 
geradezu  in  die  Classenziililrel.ilionen  Über,  falls  die  Zahl  C 
durch  die  auf  arithmetischem  Wege  abgezählten  Goincidenzen 
ersetzt  wird. 

Die  Modulareorrespondenzen  lieiien  auf  denjenigen  Rie- 
mann'schen  Flachen,  weiche  zu  der  Gaiois 'sehen  Resoivente 


I  sitzungsbcrichie  der  Müncheoer  Akademie  vom  6.  Dee.  1879  oder 
llatbetn.  Aiinolon.  Bd.  17  pag.  63  fT. 

i  Sitzunt;  vom  4.  Mai  188'1.  Die  hier  in  IJelrachl  knunnendcii  Vov- 
mclD  tinden  sich  auf  pag.  233;  die  tunctioiien  t\(o',  co.  entspreciten  Uea 
im  Teste  mit  C(x^  y)  bewichneten  Functionen. 
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der  iModulargleichuiii^en  j^ehören.  Diese  Flächen  characlerisireu 
sich  schon  dadurch  als  singulare,  dass  sie  eindeutige  Traus- 
forniationen  in  sich  besitzen.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

»Jede  Ricinaun'sche  Fläche,  welcfic  eine  eindeutige  Trans- 
loiination  in  sich  besitzt,  ist  entweder  eine  »hyperelliptische« 
oder  eine  singuläre  Fläche«. 

Ist  nändichdie  eindeutige Transforni.üion  als  Correspondenz 
betrachtet  eine  Werthigkeilscorrespoudenz,  so  existirt  nach  un- 
seren Fni  \N  icklungen  eine  zweiwerthige  Function  iler  Stelle  .r 
und  die  i  liiche  ist  also  li\ pereiliptisdi ;  nach  Ausschluss  dieses 
Falles  l^leibt  nur  noch  die  Möglichkeit,  duss  die  Fläche  eine  siu'- 
gulärc  ist. 

Schliesslich  verweise  ich  noch  in  lielrefi'  der  siii.L:iil, höh 
HiemanQ'schcii  l  lächeu  auf  die  l  ritersuchungen  der  llenen 
Kro  necker,  Weber,  F ro b  c  n  i  u  s ,  W i  1 1 he  i  ss über  die 
verallgemeinerte  couijjlexe  Multipliealion.  Diese  Unlersueluin- 
gen  beziehen  sich  sänimllich,  soweit  sie  auf  die  zu  algebraischen 
Gleichuiiu(  II  Lichörenden  Thetas  Anwendung  finden,  auf  singu- 
lare Flachen  In  dem  Sinne,  wie  er  in  der  vorstehenden  .Note 
verslanden  ist. 

Königsberg  i.  Pr.,  5.  Januar  1886. 


1]  Kronecker,  Monatsberichte  der  Uerl.  Akad.  vom  Oclober  1ä6A 
(wieder  abgedruckt  in  Crelte's  Joornal,  Bd.  68). 

Weber,  Aonali  di  Matematica,  Serie  II.  Bd.  9.  pag.  IM. 
Probentns,  Crelle's  Journal,  Bd.  9S* pag.  164. 

Wiltlu*iss,  Bestimrnung  .\bel'scher  Functionen  mit  zwei  Argu- 
menten, bei  denen  complexe  MolUplicationen  stattfinden.  Habilitations- 
schrift, Hallo  18S1. 

ideiij.       Mathem.  Aoualen,  Bd.  i6.  pag.  127. 
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XartiB  XfamOy  Zur  Transformation  der  elliptischen  Punc^ 
Honen,  (Vorgelegt  von  F.  Klein.) 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Grössen  v^  v„  beliebige  von 
einander  unabiillngige  Argumente  bedeuten,  so  ist  das  Product : 

H 

:•)  ^•=^».  i',>^) 

f 

als  Function  von  v-  aufgefasst  eine  Theljifunclion  efsler  Ord- 
nung mit  der  Ch.iniklcristilL  Null,  weiches  Überdies  der  Glei- 
chung Genüge  leistet : 

Setzeu  wir 

3)       ^,1A-]  (v,  mt]  Ä  ^,     H-  A  r,  mi]  e  '»  , 
ferner 

so  soll  lintersuclit  werden,  ob  sich  nicht  ein  Aggregat  von  Glie- 
dern von  der  Form  bilden  iiisst: 

n 
1 

welches  als  Function  von  aufgefasst  wiederum  eine  Theta- 
fttoction  erster  Ordnung,  mit  der  Charakteristik  Null  ist,  wah- 
rend fttr  die  ganxen  Zahlen  a|j^  die  Bedingungsgleichungen  be- 
steben : 
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+  a,.,  -h  •  •  •  a^»  =  0  ,    r  >  4  . 

Die  7«h!eii  tu,  . . .  ntn  sind  wülkttriiche  ganie  Zahlen,  m^  »  n. 

Eine  leidite  Betrachtung  seigt,  dass  folgende  Bedingungen 
als  hinreichende  angesehen  werden  ktfnnen : 

Diese  Gleichungen  ktfnnen  auch  in  der  Form  gesehrieben 
werden : 

<»i>gu  ^  «t*^*       •  •  •  s  0 

Erfüllen  die  ganzen  Zahlen  a^j^  diese  Bedingungen ,  so  ist  die 
Summe : 

n 

eine  Thetafunction  erster  Ordnung  von  Vf  von  der  Charakteristik 
Null,  wenn  die  Summe  ausgedehnt  ist  Uber  alle  k\  ...  kf^  nach 
den  resp.  Moduln  m,  . . .  die  den  Congruensen  GenOge 
leisten : 

k\  sa„  r,  +  a„r,  4-  . .  •  »^„r,,  mod  m, , 

W   

Ä„ S     r,  +  c„, +  . . .  0^« mod  »i,, 

Dio  Grössen  i\  ...  ?'„  sind  willkürliche  ganze  Zahlen.  Der  Be- 
weis folgt  leicht,  wenn  wir  nocli  erwägen,  dass  die  Ausdrücke 

4.  *^»«tt-  4.  . . . 
«Ii  mj  m« 

ganze  Zahlen  sind,  wenn  die  früheren  Gleichungen  bestehen. 

Dann  folgt  aber,  dass  unsere  Summe  sich  von  dem  ur- 
sprünglichen Producte  nur  um  eine  Gonstante  unterscheiden 
kann,  deren  Werth  sich  gleich  I  ergiebt. 

Damit  haben  wir  ein  allgemeines  Additionstheorem  gewon- 
nen, welches  als  Grundlage  der  Transformationstheorie  dienen 
kann.  Setzen  wir  s  t',  s  • .  •  Vn,  so  erhalten  wir  die  Pou- 
rier'sche  Entwickelung  von  ^.  (r,  t]". 
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Es  ist  nun  nicht  schwer,  die  Anflösbarkoil  der  obigen 
(jleii  liungssysleme  nachzuweisen.  Wir  nehmen  dazu  zunüclist 
einige  specieile  Fälle. 

\i  n  =  3. 

FUr  diesen  Fall  ergiebl  sich: 
«u  =  ^  >        =     ^  >    "u  =      *  •    »I,  «  3  ; 
«M  =  ^  »   0«  =     * »   «t»  «  -  ^  .    m,  s  « : 

Oji  =  2 »    «3«  ■  —  <  »    «1»  »  —  <  >    '"3  =  ^  • 

Wir  erhallen  die  Formel : 

(f,  H-     +  v,,  3i:)  .  ^,  [AJ  (V,  -  2t) 

A'f  -h  A*3  s  0  mod  3  , 

A,  +  A.  s  0  mod  2  . 

Setzen  w  ir  hierin  t\  =  i\  a  v,,  so  erhalten  wir  die  Schröter- 
sehe  Fonnei  fttr  ^,  (v,  v)K 


2)  n  =  4. 

In  diesem  Falle  wird : 


"11 

«, 

1, 

«n 

4. 

4: 

«, 

«„ 

"33 

-  1  , 

"34 

■ 

«•1 

0, 

0, 

«4« 

2. 

Mithin  wird 


4 

^»  f*^*       «'l  +  t'3  *  ^)  •  (^4  —  Vi  -  V,  +  V^,  4  IT, 

•  ^3  .^3]  l'  i  -  ^'a^       •  ^3  ^1   ''4  -  t?4,  2r) ; 

,  =  i\      ?  4  +  /'j  mod  4  , 

A',  S  r,  —  —  r,  mod  4  , 
A*,  8  r,  —  mod  2  , 

A-^  =     —  /-^  mod  2  . 
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In  diesem  Falle  wird : 


1 

• 

"l5  = 

1, 

5; 

«»♦ 

-i 

* 

«i«= 

«t»  = 

20; 

0»! 

=0, 

0„  = 

> 

«»«= 

i; 

0, 

«11= 

0, 

«: 

"51  = 

1, 

"63  = 

0 

0, 

"55  = 

-1, 

Mithin  wird: 

5 

f 


wobei  die  Suinmalion  iu  analoger  Weise  zu  nehmen  ist,  wie 
vorhin. 

£ndlich  nehmen  wir: 


4)  n 

6. 

Wir 

erhaiieu: 

«„= 

«14  = 

«u= 

«!•= 

"ti 

«ji  = 

"i.i= 

«i4=- 

"«= 

"l«  = 

«11 

=2, 

«3.==-^    "»3  = 

"34  = 

0, 

«35  = 

0. 

«3«  = 

0, 

«41 

=0, 

«44  = 

8. 

»4»  = 

«4«  = 

"5. 

=  0, 

<':.,;  = 

"öl 

0, 

"50 

««1 

=0, 

"61  = 

"03  = 

0, 

"«4  = 

"«  = 

-1, 

«66  = 

i, 

Die  entsprechende  Thetafonne!  mtfge  nicht  weiter  hingeschrieben 
werden. 

Dann  aber  folgt  leicht  die  allgemeine  Auflösbarkeit.  In  der 
That,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  setzen  wir : 

«41  =  "tt  =  •  •  •  =  «1«  =  ^ ,      =  «; 

«3»  =  «II  =     •  =  «ni  =  • 

Damit  aber  ist,  wie  man  sich  leicht  Uberzeui^t,  die  Bestimmung 
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der  Uhrigen  Zahlen  auf  den  Fall  zui  iickseführt,  dass  die  Zahl 
der  Veränderlichen  izleicli  n  —  1.  d.  h,  eine  lierade  Zahl  ist. 
Isl  aber  n  eine  gerade  Zahl  gleich  2/',  so  setzen  wir: 

flu  =  ö|f  "  •'•  ~ 

Dann  fültil  leicht .  dass  die  Beslinimung  der  Ubriiicn  Grossen 
auf  denjenigen  F.ill  reducirt  ist.  dass  die  Zahl  der  N  eränder- 
iicben  gleich  r  isl,  gleich  der  Hiilfle  der  ursprünglichen. 

Die  nHhere  Durchführung  der  aogegebenen  Methode  soll 
an  anderem  Orte  erfolgen. 

Schliesslich  möge  erwähnt  werden,  dass  schon  Herr  Gordan 
im  66.  Bande  des  Grelle' sehen  Journals  Additionslbeoreme  zwi- 
sehen  Tbetafunctionen  mit  TerscbiedeneD  Moduln  aufgestellt  hat, 
die  aber  von  dem  hier  entwickelten  verschieden  sind. 

Hos  lock,  den  12.  Januar  1886. 
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E.  IhraeliMl,  Ueber  einen  neuen,  echwefel-  und  phosphor" 
haltigen  Bestandtheil  der  Leber, 

Die  VennutbuDg,  dass  in  der  Leber  des  mit  Phesphor  ver- 
gifteten Frosches  ein  Ktfrper  enthalten  sei,  der  xur  Schwefel- 
sSare  in  demselben  Verhältnisse  stehe  wie  das  Ledtbin  lur 
Phosphorsaare,  veranlasste  Herrn  Dr.  Gaule,  das  allKoholisch- 
ätherisohe  Leberextract  durch  Herrn  Dr.  S  t  o  I  n  i  k  o  w  auf  einen 
Schwefe Igehalt  untersuchen  zu  lassen.  In  der  That  konnte  in 
dem  mit  Soda  und  Salpeter  geschmolzenen  Bttckstande  des 
Alkoholatberextractes  der  Froschleber  neben  Phosphorsaure 
leicht  auch  Schwefelsaure  nachgewiesen  werden,  welche,  da 
Sulfate  in  Aetheralkohol  unlöslich  sind,  auf  einen  schwefel- 
haltigen organischen  KOrper  bezogen  werden  musste,  der  auch 
alsbald  von  Dr.  Stolnikow  und  mir  gemeinschaftlich  in  der 
Säugethierleber  aufgefunden  wurde.  Die  weitere  Verfolgung 
dieses  schwefelhaltigen  Körpers,  welche  ich  allein  in  die  Hand 
nahm,  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden  vorlaufigen  Mit- 
theilung. 

Bei  den  ersten  Versuchen  hatte  sich  herausgestellt,  dass 
der  fragliche  Körper  in  Aether  leicht,  in  Alkohol  dagegen  sehr 
schwer  löslich  ist,  dass  er  aber  trotzdem  leicht  in  die  alkoho- 
lischen Auszüge  der  Leber  übergeht,  vermuthlich  durch  Ver- 
mittlung des  Lecithins  und  der  Fette.  Mit  Bttcksicht  auf  dieses 
Verhalten,  und  in  der  Absicht,  alle  Beagentien,  welche  eine  Zer- 
setzung der  Substanz  voraussichtlich  hatten  bewirken  können, 
zu  vermeiden,  wurde  folgender  Weg  fUr  die  Isolirung  derselben 
eingeschlagen,  der  sich  bisher  auch  ganz  gut  bewahrt  hat.  Die 
ganz  frische  Leber  wurde  oberflächlich  mit  Wasser  abgewaschen, 
in  der  Wurstmaschine  zu  einem  Brei  zerkleinert  und  dann  so- 
fort mit  dem  8 — 3  fachen  Volum  absoluten  Alkohols  gut  gemengt. 
Am  nächsten  Tage  wurde  die  Flösslgkeit  (welche  so  gut  wie 
nichts  von  der  Substanz  enthielt)  abgegossen,  und  der  Bttck- 
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Stand  mit  einer  neuen  Menge  Alkohol  durchgertthrt ,  welche 
Procedur  noch  einige  Male  wiederholt  wurde,  bis  der  Alkohol 
fast  nichts  mehr  aus  der  Leber  auszog.  Diese  alkoholischen 
Anssttge  wurden  sodann  bei  40 — 50*  eingedunstet,  wobei  ein 
balbilttssiger,  gelbbrauner  Rttckstand  hinterblieb,  der  nur, 
wenn  die  Temperatur  beim  Eindunsten  etwas  höher  gestiegen 
war,  eine  dunklere  Farbe  zeigte.  Diese  RtteksUlnde  wurden 
nunmehr  mit  8 — 3  Vol.  absoluten  Alkohols  krallig  durchgeschttt- 
talt,  wobei  sie  sich  grossentheils,  mit  Hinterlassung  gelber, 
schmieriger  und  beim  Stehen  susammenbackender  Flocken 
losten ;  nach  dem  Absitsen  wurde  der  Rttckstand  noch  so  oft 
mit  neuen  Mengen  Alkohols  durchgeschüttelt,  bis  er  sich  in 
diesem  nicht  mehr  sertheilen  Hess.  Nunmehr  wurde  Aether 
aufgegossen,  in  welchem  sich  jetit  die  Hauptmenge  des  Rück- 
standes leicht  Itfste;  nach  dem  Absitzen  wurde  filtrirt  und  die 
klare  Lüsung  mit  dem  mehrfachen  Volum  absoluten  Alkohols 
versetzt.  Dabei  entstand  ein  heller,  starker,  flockiger  Nieder- 
schlag, welcher  noch  starke  Neigung  zum  Zusammenbacken 
verrieth ;  derselbe  wurde  auf  einem  Filter  gesammelt,  ein  paar 
Mal  mit  Alkohol  gewaschen,  schwach  abgepresst  und  über 
Schwefelsaure  getrocknet.  In  diesem  Zustande  stellte  er  eine 
theils  homartige  braune,  theils  erdige  hellere  Masse  dar,  welche 
an  der  Luft  begierig  Wasser  anzog  und  zu  einer  klebrigen  halb- 
flOsaigen  Masse  zerfloss;  noch  trocken  mit  Wasser  zusammen- 
gebracht quoll  die  Substanz  sehr  stark  und  zeigte  unler  dem 
Mikroskope  dann  schöne  Myelinformen.  Letzterer  Umstand  und 
der  bereits  erwähnte,  dass  nämlich  die  getrocknete  Masse  theils 
homartig,  Iboib  erdig  aussah,  deutete  darauf  hin,  dass  die  Sub- 
stanz noch  nicht  rein  sei,  speciell  dass  dieselbe  noch  Lecithin 
enthalte.  Um  letzteres  zu  entfernen,  wurde  die  Substanz  wieder 
in  Aether  gelösl  (bei  späteren  Darstellungen  natürlich  ohne 
vorhergehendes  Trocknen  über  Schwefelsaure),  und  abermals 
mit  Alkohol  gefilllt ;  nach  mehrmaliger  Wiederholung  dieser 
Procedur  wurde  endlich  ein  Niederschlag  gewonnen,  welcher 
nach  dem  Absaugen  mit  der  Pumpe  möglichst  rasch  über 
Schwefelsäure  ins  Vacuum  gebracht,  daselbst  zu  einer  ganz 
licht  bräunlich  gelben,  vollkommen  erdigen  Masse  austrocknete. 
Dabei  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  es  für  die  Beschaffenheit 
des  Niederschlages  nicht  gleichgültig  ist,  in  welcher  Weise  man 
denselben  mit  Alkohol  ausfällt ;  giesst  man  den  Alkohol  in  die 
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}fiherische  Losung,  so  kann  man  auch  durch  gutes  Umrühren 
die  Hilduni:  ai-oher  Klumpen  nicht  verhindern,  dies  gelinat  nur, 
wenn  man  die  Aelherlösiuij^  in  dünnem  Strahle  unter  l'mrtihrc^n 
in  den  Alkohol  Iiiessen  liisst,  oder  noch  hesser,  wenn  man  duicli 
zwei  nnndtlelbar  neben  einander  Ixdindliciie  (jlasi  ohren  gleicJu' 
Vitlumc  Aetherlösunti  und  Alkolioi  i^leichzeitig  in  das  ca.  dreifache 
Volum  Alkohol  einfh'essen  liisst,  sodass  sich  schon  die  beiden 
herablliessenden  Strahlen  mischen.  Untersucht  man  die  alkoho- 
iisch-illherischen  Multcrlaui;en  durch  Zusatz  einer  alkoholischen 
Lösung  von  Platincliloi'i(l  auf  Lecithin,  so  zeigt  sich  dessen 
(icuenwart  durch  einen  wcissgeihen  Niede!*schlan  an:  in  den 
ersten  Mutterlaugen  ist  derselbe  sehr  stark,  in  den  letzten  nur 
sehr  gering.  Denselben  ganz  zum  Verschwinden  zu  l)ringen. 
ist  niii'  bis  jetzt  noch  nicht  geglückt:  möglicherw <Mse  wird  auch 
die  neue  Substanz  selbst,  welciic  niemals  ganz  volisländig  durch 
den  Alkohol  gefallt  wird,  durch  Plaiinchlorid  niedergeschlagen. 
Das  beschriebene  Verfahren  ist  mit  grossen  Verlusten  an  Sul>- 
stanz  verknüpft,  da  dieselbe  In  iecithio-  und  fetthaltigem  Al- 
kohol viel  leichter  löslich  ist  als  in  remem;  daher  gelang  es 
nur  auch  nur  durch  Verarbeitung  einer  grösseren  Anzahl  von 
Pferdeiebern  allmählich  eine  erheblichere  Men«e  Substanz  zu 
gewinnen.  VorlHufig  bin  ich  aber  trotzdem  bei  diesem  Verfah- 
ren stehen  geblieben ,  da  es  mir  alle  Garantie  dafür  zu  bieten 
scheint,  dass  die  erhaltene  Substanz  während  der  Darstellung 
weder  eine  Zersetzung  erlitten  hat,  noch  einer  solchen  ihren 
Ursprung  verdankt. 

Die  neue  Substanz,  für  welche  ich  mit  Rücksicht  auf  ihr 
Vorkommen  den  Namen  Je oorin  vorschlage,  zeigt  in  vieler 
Hinsicht  htfohst  bemerkenswerthe  Eigenschaften.  Sie  bildet, 
wie  schon  erwähnt,  leichte  Stücke  von  erdigem  Aussehen;  die- 
selben sind  trotz  ihrer  Porosität  sehr  fest  und  zerspringen  nur 
unter  ziemlich  starkem  Druck  mit  grosser  Gewalt  nach  allen 
Richtungen,  lassen  sich  dann  aber  leicht  zu  einem  sehr  feinen 
Pulver  zerreiben.  So  lange  dieses  noch  trocken  bf,  wird  es 
beim  Reiben  äusserst  stark  elektrisch;  es  zieht  aber  aus  der 
Luft  das  Wasser  mit  fsst  derselben  Energie  wie  geschmolsenes 
Chlorcalcium  an,  und  badet  dann  leicht  zusammen.  In  einem 
Strome  von  Lufi,  welche  durch  ooncenirirte  Schwefelsäure  und 
Pho.sphorsäureanhydrid  getrocknet  ist,  verliert  es  im  Laufe 
einiger  Tage  bei  gewähnlldier  Temperatur  noch  etwas  Wasser 
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oder  anhafteDden  Alkohol,  worauf  das  Gewicht  constant  bleibt. 
Das  tiber  Schwefelsäure  im  Vacnum  getrockoete  Jeoorin  zeigt 
nun  eiu  eigenthttmlicbes  Verhalten  gegen  [käuflichen)  absoluten 
Aetber;  im  Gegensatz  zu  früher  liJst  sich  jetzt  selbst  bei  län- 
gerem Stehen  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  darin  auf;  setzt  man 
aber  nur  ein  wenig  Wasser,  nicht  mehr  als  der  Aether  selbst 
aufounehmen  vermag,  hinzu,  so  erfolgt  in  ktlrzester  Frist  vol- 
lige Lösung  zu  einer  vollkommen  klaren,  im  aulfallenden  Lichte 
nur  ganz  schwach  opalisirenden  Flüssigkeit.  Hieraus  scheint 
hervorzugehen,  dass  das  Jeoorin  ein  Hydrat  bildet,  welches  in 
Aether  Ittslich  ist  und  sein  Hydratwasser  schon  beim  Stehen 
über  Schwefelsäure  verliert,  dass  aber  das  wasserfreie  Jeoorin 
in  Aether  höchstens  sehr  schwer  löslich  ist. 

Fttr  die  Analyse  wurde  die  Substanz  bei  gewöhnlicher 
Temperator  in  einem  durch  concentrirte  Schwefelsäure  und 
Ober  Phosphorsäureanhydrid  geleiteten  Luftstrom  bis  zur  Ge- 
wichtsoonstanz  getrocknet.  Dies  geschah  in  einem  kleinen  breit 
U-fbrmigen  Rohre,  dessen  beide  Schenkel  oben  mit  einer  seit- 
lich angesetzten  kurzen  Gasleitungsröhre  versehen  und  mit 
Hahnstopfen  verschliessbar  waren;  um  das  Ueberfüllen  der  ge- 
trockneten Substanz  in  ein  Glasröhrchen  unter  Vermeidung  von 
Luftzutritt  ausführen  zu  können,  hatte  der  mittlere  Theil  des 
Apparates  in  der  Richtung  der  Längsaxe  einen  kleinen,  mit 
einer  aufgeschliffenen  Kappe  verschliessbaren  Ansatz,  an  wel- 
chem das  FttUrohrchen  mit  Hülfe  eines  kurzen  weiten  Stückes 
Gummischlauch  befestigt  wurde.  Das  zu  den  Analysen  ver- 
wendete Präparat  war  aus  mehreren  Pferdelebem  gewonnen 
worden;  es  wurde  nochmals  in  Aether  gelöst  und  in  drei  Frac- 
tionoD  mit  Alkohol  gefüllt.  Die  mittlere,  wurde  wiederum 
in  Aether  gelöst  und  im  Ganzen  durch  Alkohol  gefällt;  diese 
Fällung,       wurde  vollständig  analysirt  (4 — 5  und  7). 

\)  0.2408  g  Substanz  wurden  mit  chromsaurem  Blei  und 
vorgelegtem  metallischem  Kupfer,  zuletzt  im  Sauerstoffistrome 
und  bei  mögliehst  grosser  Ililze  (am  Orte,  wo  die  Substanz  lag) 
verbrannt,  und  lieferten  0.  IBC)  -  //^0  =  0.01 738889 if  =  8.25 f, 
und  0.3992  g  CO,  =0.40887273  C=Ö4.64^. 

2,  0.19i5g  Substanz  ebenso  verbrannt  lieferten:  O.HSOg 
ir«0:=  0.015777781/s8.44|f,  und  0.3660 g  CO,» 0.0998^4 8  C 
SB  54 .32  f. 

3)  0.2344  g  Substanz  nach  Dumas  verbrannt  lieferten: 
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5.6  CC.  N  bei  ^O^i  und  750.7««  Hg  »  5.266  CG.  bei  0^  und 
760"«  Hg  s  0.00664 78  g  iV  »  8.86  ]f. «) 

4)  0.S61 1  g  Substanz  wurden  in  reiner  concentrirter  Sal- 
peterstture  unter  Zusatt  von  etwas  salpetersaurem  Silber  lu- 
naobst  in  der  Külte  geldst,  dann  im  sugeschmohenen  Rohre  erst 
auf  400*  und  zuletst,  nach  Oeffnen  und  Wiedenuschmelzen, 
auf  480 — SOO*^  erhitzt;  die  Reactionsmasse  (welche  kein  Chlor- 
silber enthielt)  wurde  sodann  mit  Wasser  verdünnt,  mit  Salz- 
sllure  entstlbert,  das  Filtrat  auf  dem  Wasserbade  ttber  der 
Spiritusiampe  mit  Salzsaure  mehrmals  abgedampft,  hierauf  mit 
Ghlorbaryum  die  Schwefelsaure,  und  aus  dem  Piltrate  nach  Zu* 
sats  von  einer  bekannten  Menge  Eisenoxyd  und  von  essigsaurem 
Ammon  durch  Kochen  die  Phosphorsaure  ausgefällt.  So  wurden 
erhalten:  0.0S77g  BaSO^  »  0.00380489  g  S  »  4.45f ,  und 
0.08845  g  jP.O,  -  0.00967443  g  Pa.  3.70f. 

5)  0.3858  g  Substanz  auf  dieselbe  Art  und  Weise,  doch 
ohne  Zusatz  von  salpetersaurem  Silber,  behandelt,  gaben: 
0.0337  g  i^a SO«  »  0.004688g  $^4.42;,  und  0.0868g 
P^O,  s  0.04444  g  Pa  3.54  J  ' 

6)  0.4832  g  Substanz  ß  gaben  0.0517  g  fhiSO^  =  0.0071  g 
S=  l.i7,%  und  0.0356  g  P.O.  =  0.01ö5i;  P=3.2J. 

7)  0.S878  g  Substanz  wurden  vorsiclilig  verkohlt  und  die 
Asche  durch  wiederholtes  Beleuchten  nnt  etwas  reiner  Salpeter- 
säure und  (iliilien  nach  und  nach  weiss  gebrannt;  erhallea 
wurden  0.1073  g  Asche  =  12.09  }{^.  Da  dieselbe  alkalisch  rea- 
girte,  wurde  die  üestiinniung  der  vorhandenen  Alkalien  zu- 
gleich mit  derjenigen  des  Phosphors  und  des  Schwefels  nach 
Carius  versucht:  leider  |)lalzleu  aber  sinniutliche  Köhren,  so- 
dass wegen  Maugels  an  reinem  Material  diese  Versuche  vor- 
läulig  aufgegeben  werden  inussten.  .Nimmt  man  aber  an,  tlass 
die  Asche  aus  metaphosphorsaurem  Natron  (mit  etwas  Kali  ge- 
lueu^tj  besieht,  so  berecliuet  sicii  die  Menge  derselben  für  einen 


I)  Der  A  wurde  über  cuncenlrirter  Kalilauge  (ca.  33 g;  genießen  uud 
deren  Tension  gleich  der  des  Wassers  gesetzt,  also  offenber  tu  hoch;  das 
Resultat  v^  ird  aber  nur  auf  8.8995f  erhdht,  wenn  man  die  Tension  »0, 
also  jedenfalls  zu  niedrig,  annimmt. 

2'  Der  iiewogene  fiaSO.,  enthielt  eine  geringe  Menee  PnO-,.  sodass 
der  .V'Getialt  el^as  zu  hoch,  der  f -Gehalt  etwas  zu  niedrig  au^gefalleu  ist. 
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Phosphorgehalt  der  Substanz  von  3.7    zu  ^S.-ISJ^,  und  hieraus 
die  Menge  des  Natriums  zu  2.72 

Aus  diesen  Zahlen  lUsst  sieh  die  Formel 

H,„N,SP,Na,0„ 
ableiten,  welche  verlangt : 

Ber.:  I.  II.         III.        IV.        V.  VI. 

»  4260..51.ö3(..54.64|..54.32f..  -        -  ... 

lfi^^  OB   485..  7,56 -.,  8. SS"..  8.44—..  — •    ..  —    ,.  — 

JV,    an     70..  2.86-..    —  -..  ..2.86^..  —     . .  — 

S     —     32..  1.31-..  ..  ..  .  l.4o^..1.42#..1.47S 

P,    =     93..  3.80  -..    -  -..  ..  ..3. 70-. .3. 54-. .3. 2  - 

.V(/3  =     69..  2.82-..  —  -..  ..  .{2.72)-..  - 

=   736..30.'I0 —  —  — 

2445  99.98 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  {gefundenen  Werthe  mit  den 
für  die  aufgestellte  Formel  berechneten  hinlänglich  tiberein ; 
ob  diese  aber  richtig  ist,  wird  sich  natürlich  erst  aus  dem 
Studium  der  Zersetzungsproducte  des  Jecorins  ergeben,  einst- 
weilen beweist  dieselbe  nur,  dass  hier  ein  sehr  complicirt  zu- 
sammengesetzter Körper,  verrouthlich  ein  Natronsalz,  vorliegt. 

L  eber  das  chemische  Verhalten  des  Jecorins  kann  ich  noch 
Folgendes  niitlheilen.  Wie  bereits  erwähnt,  ist  die  Substanz 
äusserst  hygroskopisch  und  zerfliesst  an  der  Luft  zu  einer 
dicken,  syrupühnlichen  Masse;  in  Wasser  löst  sie  sich  aber 
trotzdem  nicht  unmittelbar  auf,  sondern  giebt  mit  demselben 
zunächst  unter  sehr  starker  Quellung  (aber  ohne  Bildung  deut- 
licher Myelinformen)  eine  sehr  schleimige  Masse,  welche  sich 
beim  Stehen  in  eine  klare  Lösung  und  einen  Niederschlag  son- 
dert, welcher  sich  seinerseits  in  viel  Wasser  löst.  Hat  man 
hierzu  nicht  allzuviel  Wasser  genommen,  so  trttbt  sich  die  ge- 
sefatittelte  PIttssigkeit  beim  ruhigen  Stehen,  wird  aber  beim 
Schütteln  wieder  klar.  Beim  Kochen  entwickelt  die  Lösung 
einen  eigtfnthttmlioben  seifeDlIh&lioheii  Geruch,  bleibt  aber 
sonst  ansdieinend  unveriiidan«  Dornodi  erscheint  es  fragliob, 
ob  das  Jecorin  durch  Wasser  DMt  vcrttndeit  wird;  UM  man 
nämlich  die  klare  Uisung  über  Sehwefelsflure  verdonsten,  so 
hinterbletbt  ein  amorpher,  gummitthnllcher  Rückstand,  welcher 
in  Aetber  auch  bei  Wassemsats  vnlüslloh  Ist.  Ebenso  wenig 
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löst  sich  der  durcli  Alkohol  in  der  wässcriiion  I.ösuntz  erzeuate 
Nioderschlag  in  Aclher.  Durch  coiicenlrirlc  Salzlosungen 
(Art  67,  BaCl,]  wird  die  wässerige  Lösung  gefäUi;  der  A'oC/- 
Niederschlag  löst  sich  beim  VerdUDoen  mit  Wasser  wieder  auf. 
Essigsaures  Kupferoxyd  und  salpetersaures  Silberoxyd  füllen 
die  Lösung  gleichfalls;  die  Niederschläge  lösen  sich  auf  Zusatz 
von  Jecoriolösung,  nicht  aber  im  Ueberschusse  des  Metallsalzes. 
Diese  Lösungen  sind  stark  opalisirend  und  werden  durch  Kochen 
anscheineod  nicht  verändert ;  die  silberfaallige  wird  doroh  etwas 
Ammoniak  völlig  klar  und  färbt  sich  dann  beim  Kochen  pracht- 
voll portweinroth  (durch  Beduction  zu  Silberozydul?).  Versetzt 
man  die  kupferhaltige  Lösung  mit  einigen  Tropfen  Natronlauge, 
so  wird  sie  schön  blau  und  klar  und  scheidet  beim  Kochen 
rothes  Kupferoxydul  aus;  dasselbe  geschieht  beim  Kochen  einer 
Jeoorinlösung  mit  Fehling' scher  Lösung.  Alkalische  Lösungen 
von  rothem  Blutlau gensalz  werden  in  der  Hitze  durch  Jecorfn 
ebenfalls  reducirt.  Auf  Zusatz  von  etwas  starker  Natronlauge 
verschwindet  die  Opalosconz  einer  Jecorinlösung  sofort :  kocht 
man  hierauf,  so  entwickeln  sicli  eigonthümiich  unangenehm 
riechoniie,  alkalisch  rcaiiirende Dampfe  uud  nach  einiticin Kochen 
erstarrt  die  Flüssigkeit  heim  Erkalten  zu  einem  Seifenleim. 
Zersetzt  man  diesen  mit  Säuren,  so  entweicht  etwas  Schw cfcl-- 
wasserstoff,  wie  sich  leicht  durch  Bleipapier  nachweisen  lassl; 
der  auftretende  Geruch  ist  fast  genau  derselbe,  welchen  man 
beim  Ansüuern  und  Knchen  von  alkalischen  Eiweisslösungen 
beobachtet.  In  deiu  Salzsäuren  Kiltrate  entsteht  durch  Ctilor- 
baryuni  ein  schwacher  Niederschlag,  vermuthlich  Baryumsulfat. 
und  Moiybdänlüsung  zeigt  Phosphorsäure  an.  Barytwasser  fällt 
wässerige  Jecoriniösungen  sofort  flockig  weiss;  das  Filtrat  wirkt 
auf  alkalische  Kupferlösung  reducirend.  Auch  durch  Slluren 
wird  das  Jecorin  leicht  zersetzt.  £ine  kleine  Menge  verdünnter 
Salzsaure  fällt  nicht,  durch  mehr  entsteht  ein  Niedersdilag,  der 
auch  durch  aiemlich  viel  ooncentrirte  Salzsäure  nicht  gelöst 
wird ;  kocht  man  jetzt,  so  klttrt  sieh  die  FIttssigkeit  etwas,  wird 
aber  schnell  wieder  trübe  und  scheidet  bei  weiterem  Kochen 
zunifchst  einen  harzartigen  Niederschlag  aus,  welcher  sidi  aoter 
KlKrung  der  Plttssigkeit  zu  grossen  Klumpen  zusammenballt. 
Versucht  man  diese  mit  Wasser  auszuwaschen,  so  quellen  sie 
schon  auf  dem  Filter  und  noch  mehr  beim  EinUragen  in  viel 
kochendes  Wasser  ausserordentlieh  stark  auf,  schrumpfen  aber 
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tofZasntzvon  Silure  wieder  zusammen.   Wird  die  saure  1/6- 
song  mit  den  Klumpen  weiter  gekocht,  so  tritt  neuerdings  Ti-u- 
bung  ein,  und  allmählich  leiigeheii  die  Kiompen  völlig  zu  feinen 
dunkelbnunen Trtfpfchen  von  gescbmolieiier  Stearinsäure.  Die- 
selbe Zerselxiuig  (Tloiden  die  iUumpen  durch  Kochen  mit  Alka- 
Ken:  aas  einer  solchen  LtfsuDg  wurde  die  Saure  Mhgeschieden 
«od  dann  in  Barytaals  verwandelt:  0.1590  g  desselben  hinter- 
liesm  beim  Glttben  0.0468  g  MaCO^  =  0.03 1 4385  g     «  4  0.77|^ 
[ber.  für  {C^^H^^O^]^Ba :  ^9M^Ba).  Dass  aber  das  Jeeorin 
kern  steannsaurea  Sah  iai  oder  entbilt,  erhellt  «neb  daraus, 
daas  es  sieh  in  kaltem  Salpetersttnrebydrat  leiebl  und  klar  U)8t; 
beini  Erbitiefi  aobetdet  die  litobng  aber  geaefamolEene  Stearin- 
siare  aus.  Die  Ton  der  Stearinattare  abfiltrirte  Losong  entbttit 
iMsiscbe  Körper,  deren  Natur  noch  naber  au  ermitteln  ist. 
Kleine  Splitterehen  von  Jeeorin  scheinen  beim  Erbitten  in 
Robrehen  unvei^ndert  zu  schmelzen;  grossere  schmelzen  nur 
unter  Zersetzung,  wobei  in  stärkerer  Hitze  unter  Aufblähen 
dicke,  schwere,  gelbliche  Dümpfe  entweichen,  die  sich  Iheils 
zu  einer  sauren,  wässerigen,  thcils  zu  einer  (»liucn,  l)r;miieii, 
allmählich  erstarrenden  Flüssigkeit  verdichten.  Auf  deiu  Phuin- 
blech  erhitzt  verbrennt  .lecorin  unter  ilhnÜchen  Krsiheinunizen 
inil  heliieuehlender  1  ianuue.  wobei  eine  schmelzbare  Asche 
Qod  .seiir  schwer  verbrennliclie  Kohle  zurückbleibt. 

Bei  einer  so  complicirl  zusanmiengesetzten  Sul)stanz  wie 
das  Jeeorin  ist  der  Zweifel,  uh  dieselbe  ein  chemisches  Indivi- 
duum oder  nur  ein  (iemenize  ist.  sehr  berechti_L!i  und  bean- 
sprucht genaue  W  iderlegung.  Eine  solche  können  die  wenigen 
mitgetheilten  Versuche  natürlich  noch  nicht  in  aller  Strenge 
geben,  allein  immerhin  haben  dieselben  doch  keine  Thatsachen 
kennen  gelehrt,  welche  direct  gegen  die  Individualitat  des  Jeco- 
rins  sprachen.  Man  könnte  vielleicht  meinen,  dass  die  reduci* 
renden  Eigenschaften  der  Substanz  von  beigemengtem  Zucker 
herrührten,  allein  gegen  eine  solche  Yermuthung  spricht  vor 
Allem  die  völlige  Litolichkeit  des  Jecorins  in  Aether,  in  welchem 
Traubenzucker  völlig  unlOelicb  ist;  auch  mtlsste  derselbe  bei 
der  Fallung  mit  Alkohol  in  Losung  bleiben.  Daaa  kein  Glykogen 
beigemengt  ist,  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Jeeorin'  durch  Jod 
nicht  gelllrbt  wird.  Aua  dem  Verhalten  des  Jecorins  gegen  alka- 
lische KnpferlOsuDg  Itfsst  sich  auf  seine  nahe  Beziehung  zum 
Olykogen  oder  Traubenzucker  scbliessen;  zur  Gewissheit  wird 
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diese  Hypothese  aber  erst  dann  werden,  wenn  es  gelungen  sein, 
wird,  Zueker  unter  den  Zersetsungsproduoteii  desselben  aa6o- 
finden.  Dess  hier  Vorsieht  geboten  ist,  beweist  das  Yerfaalteo 
des  Chitins  gegen  Sttvren,  daroh  welehe  dieses  in  das  redu- 
eirende  GliilumiBin  llbergeftthri  wird.  Wie  dem  aber  auch  sein 
möge,  so  geht  ans  den  mitgetbeilten  Yersuohen  doch  snr  Evidenz 
hervor,  dass  man  künftig  bei  Zueker*  und  Gesammtkohlen- 
faydratbestimmungsn  in  der  Leber  (und  anaeheinend  auch  in 
anderen  Drosen)  auf  die  Anwesenhnii  des  Jeeorins  wird  Bfick- 
sieht  nehmen  mttssen,  und  dass  es  &Isoh  ist,  die  ganse  Menge 
des  s.  B.  durch  einen  wiaserigen  Leberausatug  redueirten  Kupfer- 
oxydes auf  Traubensueker  oder  den  ganien  Phospborgehalt  des 
AlkoholSlhereztraetes  auf  Leeithin  an  beliehen. 


Digitized  by  Google 


Walther  Dyck,  Beiträye  zur  Analysis  süus.  11.  Miitbeiluug. 
(Vorgelegt  von  F,  Klein.) 

Die  nachfelgendeii  Emwickelungen  si^d  Im  weiteren  Veiv 
folge  der  UntersachungeQ  zur  Analyais  Situs  entstanden,  von 
denen  ich  einen  ersten  Bericlit  der  bolien  Societät  im  Juli 
vorigen  Jahres  vorzulegen  die  Ehre  hatte*]. 

Die  Beiiebung  der  Grundsahl  einer  Fläche  zu  der  Kronedier- 
fchen  CharacteristUc  eines  gewissen  Punctionensystems  zu  kenn- 
xeichnen,  war  der  wesentliche  Zweck  jener  M ittbeilung.  Das 
weitere  Studium  jener  Kronecker^schen  Untersuchungen*)  hat 
mich  nun  auch  jene  geometrischen  Fragen  in  einer  allgemeinen 
Form  zurecht  legen  lassen,  welche  es  erm<^Ucht,  auf  rein  geo- 
metrischem Wege  für  Mannigfaltigkeiten  beliebiger  Dimensionen 
eine  characterlstische  Zahl  zu  definiren.  Es  sind  schliessISch 
die  hier  besprochenen  Zahlen  keine  wesenüich  anderen,  als 
die,  welche  schon  in  den  Riemann -Neumann'schen  Entwick- 
lungen für  die  Grundzahl  einer  Flache,  in  den  Listing'schen  *] 
und  Betti'schen*]  Untersuchungen  für  mehrdimensionale  Ge- 
bilde enthalten  sind'].  Doch  habe  leb  absichtlich  auch 
die  geometrische  Entwickelung  der  Cbaracteristik  (im  I.  Ab- 
schnitte] etwas  ausführlicher  behandelt,  weil  für  meine  gegen- 
wärtigen Fragestellungen  die  Form  der  Ableitung  solcher  Zahlen 
wesenüidt  ist.  Diese  wird  nämlich  gegdben  mit  HiUfe  eines  En^ 


^)  Beiträge  mt  Analysis  stius  1.  MtltheüuAg;  im  Folgraden  stets 

JL  S.  I.  cilirt. 

i)  Mooatsberichle  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1869  u.  1878. 

3)  CeosDi  rümiillcher  Cooaplese.  Ifan  sehe  insbeeondere  den  Lehr» 
eets  auf  peg.  77. 

4)  Sopra  gli  spaä  dt  an  Domero  qatlaaqae  di  dimeDSioDi.  ADaeli  dl 
matematica     3.  tom.  4. 

5}  Auf  Cbaracleristikeo  von  der  in  meiner  Nole  *>üu  Ihe  jVnalyäts 
sftns  oif  tfaNedimeDsioDal  speoee«  (Report  of  tiie  Mlieh,  AseoeMion,  Mon- 
treal I8S4}  angedeotetea  Art  gebe  Ich  hier  niebt  ein. 
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stehwKjsprocesses  der  MannigfaUighU,  weldieTf  von  einem  Ele- 
mentargebilde beginnendf  in  den  versdiiedenen  Stadien  die  Aen^ 
derung  der  charaeteristischen  Zahl  zu  verfolgen  gestattet  *) .  Diese 
Ableitung  ermöglicht  es  dann —  so/em  nur  analytisch  stugünglkhe 
Entwiekdungsarten  eines  geometrischen  Gebüdes  »u  Grunde  gelegt 
werden  —  sofort  auch  sur  analytiechen  Formulirung  der  Charac- 
terisUk  OberMugehen  (Absehnitt  II)  und  dkse  ist  eben  keine  andere 
als  die  Kronecker^sche,  welche  die  Characieristik  eines  Sgstenu 
von  (n  -I-  4)  eindeuHgen  reellen  Functionen 

von  n  reellen  Veränderlichen  {wo  die  die  ersten  Ableitunyeu 
von  f  nadi  den  Variabein  bedeuten)  angiebt.  Die  Betrachtung  eines 
solchen  Entstehungsprocesses  führt  dabei  —  zunächst  für  zwei- 
und  dreidimensionaie  Uneare  Gebiete  ausgvs^) rocken  —  zu  je  zwei 
Relationen  zwischen  den  ^besonderen  Puvictenti  [Doppelpunkten] 
eines  beliebigen  im  EndUichen  gelegenen  Ebenen  Curvensystetns 
f  {x,  yj  z]  ssO  mit  einem  Farameter  z ,  und  zu  zwei  analogen 
Relationen  für  die  i^besonderen  Punkten  [Knotenpunkte]  eines  in  un- 
serem Räume  im  Endlichen  gelegenen  Flächensystems  f  [x,  y,  z ,  ic) = 0 
mit  einem  Farameter  w  —  BesiehuDgeo,  von  denen  ich  einen 
speciellen  Fall  für  Systeme  stcft  nidU  schneidender  Curven  in  der 
Ebene  (und  auch  auf  beliebiger  Flache)  in  der  ersten  Abhand* 
lung  bereits  formulirt  habe*).  Zum  Schlüsse  ist  noch  auf  die 
WeiterfOlhrung  dieser  Untersuchungen  hingewiesen,  welche  in 
der  vorliegenden  Form  nur  die  wesentlichen  systematischen 
Betrachtungen  fttr  die  Behandlung  aller  solchen  Fragen  ent- 
wickeln wollen. 


1;  Dabei  erscheint  es  dann  auch  geometrisch  berechtigt,  weon  ich  iD 
der  Folge  für  eine  Flüche  dir  Kronecker  sehe  Cluiracteristik  K  !ftntt  der 
\etimuun  sehen  Grundzahl  G  eiiiful)re,  insofei  ne  es  naturgemäss  ei-scheint, 
dem  »Nichtvorhandensein*  eioer  Mannigfaltigkeit  die  Characteristik  !\'iM 
SD  eiibellan.  Auch  gestaltet  sieb  die  Formel,  velcbe  die  CharaclerisUk 
einer  ans  mehreren  getrennten  Tlieilen  bestehenden  Henoigfiltiglceit  an- 
giebl,  unter  Zugrundelegung  der  Kronecker  schen  Zahl  einfacher  —  näm- 
lich direct  als  Summe  der  Charaot*'i  istiken  der  Bcstandthcile  (vergl.  pag. 
59j  —  als  für  die  Neuraann  scbe  Grundzahl,  die  sich  aus  den  Grundzahlen 
der  einzelnen  Theile  «nd  der  Ansaht  der  Tk»^  suiammenseizt  (vergi.  z.  B. 
A.  S.I.  §1). 

i  Man  vergl.  hierm  die  dort  ermähnten  auf  solche  Curvensysteme 
bezüglichen  Untersuchungen  von  Reech,  Möbius  und  Poincar6. 
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L  AbBchnitU 

Oeometrisdie  Ableitnog  der  Gharacteristik  einer  Mamiig- 

fftltigkeit. 

Der  vorliegende  Abschnitt  cnthHit  zunächst  die  Ableitung 
der  GbaracteristilL  linearer  Mannigfaltigkeiten  aus  einem  Ent- 
slehungsprocess  der  Mannigfaltigkeit,  gebt  dann  (§  5)  zu  x^e* 
schlosienenu  Mannigfaitigkeiten  Uber  und  kennzeiehnet  schliess- 
lidi  (§  6;  die  Abtflhlimg  der  Gharacteristik  an  der  ferügen 
Manniglaltigkeit. 

§  ^' 

Fimklignippaii  ala  Haiimgfiiltiipkaitaa  J/,. 

Nur  (Irr  L'ebersichllichkeit  einif^ei*  nachfolgender  Formu- 
lirungen wegen  erwähnen  wir  als  Anfangsglied  unserer  Mannig- 
faltigkeiten diejenigen  nullter  Diniension,  die  Punkte^  deren 
Characteristtk  k\  gleich  ihrer  Anztüil  ist, 

§.  2. 

Rindimenmonale  Maimigfialtigkaitan 

Das  Elementarrjehildc  einer  eindimensiona/en  Mannig- 
faltifjkeit  ifit  geometnadt  voryesteiU  durch  ein  begrenztes  Stück 
einer  Geraden. 

Das  Entstehen  des  Klementargebildes  zahlt  h-  i,  das  Ver- 
schwinden —  1 .  Die  Trennung  eines  E^  in  zwei  Stücke  kommt 
dem  Entstehen  eines  weiteren  E^  gleich  und  ziihlt  somit  für 
die  Gharacteristik  der  Mannigfaltigkeit  i/,  mit  -h  1 ,  die  Ver- 
einigung zweier  E^  entsprechend  mit  —  \ .  Man  kann  sich  die 
»TraBDungc  eines  E^  hergestellt  denken  durch  Ausschaltung 
eines  Punktes,  also  einer  aus  der  Strecke,  durch  eine  »Punk- 
tiniDg«,  und  mag  dann  den  Sats  formuliren*) : 

tPunkUrungenvi  xähkn  ßtr  die  Charactertstäc  einer 
im  Sinne  ihrer  PunkUharaclerisUk. 

Die  entgegengesetzte  Zahlung  trät  ein  /ur  die  inverse  Operon 
tion  ies  Aufhams  einer  PunkOrung. 


(]  Der  Sau  ist  in  dieser  Form  nur  mit  Rücksicht  auf  die  io  §  a  uod  4 
fegebenon  analogen  Sitze  ausgesprochen. 
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§  3. 

Zweidimenflionale  Mannigfaltigkeiten  J/,. 

Das  Kleine litnnjvliUdv       einer  ebenen  Mannigfultnjkeit 
ist  (jroincfn'srh  (jcycl'en  durch  das  Innere  einer  yesdilosseneHf  stdt 
nicht  selbst  durchsei zendni  ebenen  Curve. 

Das  Entstehen  des  £lemeiitargebildcs  zahlt  -i-  4,  sein  Ver- 
schwinden —  i.  Die  Trennung  eiin  s  /•;,  durch  einen  von  Rand 
zu  Raod  geführten  Schnitt  •Qucrlinie«  kommt  dem  Entstehen 
eines  neuen  gleich,  und  zählt  also  die  Vereinigung 
zweier  Elementargebilde  Ittngs  einer  solchen  Strecke  zählt  ent- 
sprechend —  4  inr  die  Gharacteristik  IT^ .  Sofeme  eine  solche 
Vereinigung  zweier  RandstUcke  auch  an  einem  durch  Zu- 
sammenbiegen statthaben  kann  und  das  entstehende  ringfU^rmige 
Ebenenstllck  auch  durch  Anbringung  einer  Oeffinung  nPunk- 
tirung«  in  einem  herzustellen  ist,  folgt,  dass  »Anbringung 
einer  Oeffnung«  als  —'4,  Schliessen  einer  Oeffnung  —  eine 
Operation,  äie  einer  »Trennung«  durch  eine  Querlinie  im  obigen 
Sinne  gleichkommt  —  als  -l-  4  zu  zahlen  ist. 

Sonach  kommen  für  die  Ahzahlung  der  Charakteristik 
einer  ebenen  Mannigfaltigkeit      die  Satze ; 

4.  Ein  System  von  •  Funktirungen«,  zählt  für  die  Flächen- 
characteristik  im  entgegengesetzten  Sinne  seiner  Punkt" 
characieristik  K^, 

2.  Ein  Syslein  cun  »Querlinieim  zählt  für  Ä',  im  Sinne 
seiner  Cnrvencharacterisii/i  h\. 

Die  entgegengesetzten  Zählungen  treten  jur  die  Aufhebung  der 
besprochenen  Operationen  ein. 

Weiter  entnehmen  wir  den  vorstehenden  Ausltlhningen 
den  Satz: 

3.  Schnviden  u  ir  aus  dem  Innern  unserer  Manniy faltigkeil 
i/j  eine  andere  MannigfaltigheU  J/,'  von  gegebener  Char  acter  ist  di 

heraus,  so  ist  dieses  Entfernen  ruii  im  ent  gegen - 
gesetzten  Sinne  der  zugehörigen  Characteiistik  h\'  zu  zäh- 
len ,  und  umgekehrt  ist  das  Ausfullen  von  eingeschlossenen 
Lücken  im  Sinne  der  zugehörigen  Gharacteristik  in  Rechnung 
zu  bringen. 
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PwidlinimiiftBala  MannigfidtSgkeiteii  Jf,. 

Das  Elmentar$ebüde  £*,  üt  geometriich  ein  von  einer  Ku^ 
oder  einer  daraus  durch  Biegung  und  Dehnung  oAne  Zerreisiung 
ableHbaren  Fläche  begrenzter  linearer  Raum. 

Das  Entstehen  von  JE",  zSblt  •+■  4 ,  sein  Verschwinden  —  I. 
IKe  Trennung  eines  durch  eine  ebene  Lamelle  » Quer- 
flache  deren  Rand  in  der  Begrenzung  von  liegt,  zählt,  weil 
damit  ein  weiteres  hergeslellt  wird,  -^4  lür  die  Gharac- 
teristik  von  Jf,;  die  Vereinigung  zweier  E^  in  einem  solchen 
E^  ist  entsprechend  —  4  zu  zahlen.  Die  Vereinigung  kann 
wieder  an  einem  einzigen  E^  in  zwei  Stücken  E^  der  Begren- 
sungsflache  vorgenommen  werden  und  führt  zu  einem  von  einer 
Ringflache  begrenzten  Räume ,  dessen  Gharacteristik  sonach 
Null  bet^t.  Wir  kannen  uns  diese  Umformung  dadurch  her- 
gestellt denken,  dass  eine  Durchbohrung  an  einem  E^  aus- 
Kefflhrt  wird,  dergestalt,  dass  zwei  Punkte  der  Begrensungs-* 
fläche  von  E^  durch  ein  E^  verbunden  werden.  Eine  solche 
Durchbohrung  oder  dte  ArUningung  einer  Querlinie  zahlt  dem- 
nach —  4 .  Umgekehrt  ist  das  Zuwachsen  einer  solchen  Durch- 
bohnmg,  also  das  Wegnehmen  einer  Querlinie  E^  mit  -4-  4  zu 
xahlen.  Um  zu  entscheiden,  wie  die  Anbringung  emer  Punktirung 
für  die  Gharacteristik  unserer  Mg  zu  zahlen  ist,  denken  wir  uns 
einen  von  zwei  concentrischen  Kugeln  begrenzten  sdialen  för- 
migen Raum.  Wir  ktfnnen  denselben  dadurch  zu  einem  Ele- 
mentargebilde  umformen,  dass  wir  beide  begrenzende  Schü- 
len  durch  eine  Querlinie  verbinden,  dass  wir  also  durch  eine 
Durchbohrung  den  innerhalb  der  Schalen  gelegenen  Raum  mit 
dem  Aussen  räume  vereinigen.  Diese  Durchbohrung  andeK 
die  Gharacteristik  der  von  jenm  l>ciden  Kugeln  begrenzten 
if,  um  —  1.  Die  Gharacteristik  des  dabei  entstandenen  Rau- 
mes £f  ist  aber  -i-  \ ,  also  kommt  dem  erstgenannten  Baume  die 
Gharacteristik  +  2  zu.  Soferne  dieser  aber  auch  durch  Anbrin- 
gung einer  Punktirung  aus  einem  l:^  abgeleitet  werden  kann, 
scbliessen  wir,  dass  eine  solche  hier  1  zu  zahlen  ist.  Jetzt 
kaonen  wir  sofort  auch  entscheiden,  wie  sich  die  Gharacteristik 
einer  ändert,  wenn  wir  die  J/,  mit  solchen  Quertlächen 
sohneiden,  deren  Flacbencharacteristik  nicht  mehr  gleich  4  ist. 
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Denken  wir  uns  niiinlich  das  Z:'^  diiich  «  I'unktirungen  in  ^^no 
J/.,  von  der  Ctiaraclerislik  n  -f-  1  verwandoll.  so  Uisst  sich  diese 
sofort  in  eine  von  n  -f-  1  Kugeln  begrenzte  3/3  (durch  Krwei- 
terunir  jener  Punktirnngen)  verwandeln.  Legen  wir  nun  eioe 
QuerÜÄche.  welche  alle  Kugeln  schneidet,  so  besitzt  diese  Quer- 
tlMcho  nach  dea  Zahlungen  in  §  3  die  Characteristik  — n-i-  1. 
Nach  Ausführung  des  Schnittes  ist  der  Raum  in  zwei  zerfüllt, 
woraus  folgt,  dass  der  Schnitt  in  jener  Quertldche  für  die  Cha- 
racteristik der  If,  nach  Massgabe  seiner  Flächencharacteristik 
zu  stthlen  ist. 

Stellen  wir  die  hiermit  gewonnenen  SKtze  susammen,  so 
sind  es  die  folgenden : 

Für  die  Bestimmung  der  Characteristik  AT,  einer  Jf,  zählen : 

\.  Puuktinmgen  im  Sinne  ihrer  Characteristili  k\. 

2 .  Querlinien  im  entgegengesetzten  Sinne  ih rer  C'Aa- 
racleristik  Ä', ; 

3.  QuerflUchen  im  Sinne  ihrer  Characteristik  h\» 

Umgehört  sind  die  Außebungen  det*  be%ei(Aneten  Operatio" 
nen  zu  zählen. 

Weiter  erscbltessen  wir  aus  den  bisherigen  Ausführungen 

den  Satz : 

4.  Schneiden  icir  aus  (h'/n  Innern  linscrr}-  Mnnnigfalliykeit 
J/3  eine  andere  Mannigfaltiykeit  M.^  von  gcfjebener  Characteristik 
K^'  heraus ,  so  ist  dieses  Verschwinden  lassen  von  M.'  im  Sinne 
der  ziKjehurigen  Char (uteri slik  A'/  zu  zahlen,  und  umgekehrt  ist 
das  Ausfüllen  von  eingeschlossenen  Hohlräumen  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  der  zugehörigen  Characteristik  m  Rechnung 
zu  bringen. 

§5. 

Vebergang  su  »geschlosseiiai«  Haaiiigfaltigkoiten      und  If,. 

Die  hiermit  gegebenen  Satze,  welche  die  Characteristik 
der  linearen  Mannigfaltigkeiten  erster  bis  dritter  Dimension  ans 
einem  gemeinsamen  Principe  ergeben,  können  ersiehtlidi  in 
ganz  analoger  Formulimng  auch  für  mehr  Dimensionen  fort- 
geführt werden.  Ich  möchte  indess  auf  diese  weiteren  Porniu- 
lirungen  hier  nicht  eingehen,  vielmehr  die  in  den  yorstehenden 
Paragraphen  gewonnenen  Httlfsmittel  noch  verwenden,  um  die 
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bisberiizen  Abzahlungen,  welche  nur  für  lineare  Mannigfaltig- 
keiten fixirt  sind,  die  von  Punkten,  Curven  bez.  FlJIchen  be- 
grenzt sind,  auch  noch  auf  geschlossene  Mannigfaltigkeiten  aus- 
zudehnen. Dabei  seien  nur  zwei-  und  dreidimensionale  Gebilde 
in  Betracht  gezogen. 

Wir  stellen  uns  dann  i>^schlossene  MannigfallH^/ieitena  da- 
durch her,  dass  wir  hei  den  ebenen  .}f^  die  beehren  zenden  Rand- 
au ven  paarweise  einander  ziKjeordnel  denken,  und  ebenso  für  die 
bisher  betraehleten  eine  paartreise  Zuordnung  ihrer  Begren- 
zunys/Jächen  gegeben  denken.  Um  dann  die  Characleristik  der 
geschlossenen  Mannigfaltigkeiten  zu  bestimmen,  bedarf  es  nur 
noch  zweier  Sätze,  welche  die  Aenderung  der  Characterislik 
durch  die  Zuordnung  je  zweier  Begrcnzungscurven  bez.  Be- 
grenzungsflächen angeben,  Sätze,  deren  Umkehrung  den  Ein- 
tluss  einer  Zerschneidung  einer  bez.  längs  geschlossener 
Flächen  angiebt. 

Insoferno  man  nun  einen  geschlossenen  innerhalb  einer 
J/,  verlaufenden  Schnitt  durch  eine  »Punktirung«  (—1)  und 
eine  "Querlinie«  (+  ss eiche  \on  der  Punktirung  auslaufend 
wieder  in  dieselbe  mündet,  zusammengesetzt  denken  kann, 
folgt  der  Salz  : 

Ein  geschlossener  Curvenschnilt  im  Innern  einer  J/,  (indert 
deren  Characterislik  nicht.  Ebenso  bleibt  also  umgekehrt  die  Charac- 
terislik ungeandertbei  der  Zuordnung  zweier  Handcurven  einer  M^. 

Mit  ilulfe  dieses  Satzes  lässt  sich  sofort  die  Characteristik 
einer  beliebigen  geschlossenen  bestimmen  durch  Summation 
der  Characteristik  der  ebenen  FlächenstUcke,  deren  Zusammen- 
setzung jene  3/,  ausmacht. 

Beispielsweise  wird  eine  »Kugelfläche«  durch  Zuordnung 
der  Randeurven  zweier  gebildet  und  es  kommt  derselben 
sonach  die  GharacCeristik  2  «u.  Eine  Ringflache,  dnreh  Zuord- 
nong  der  RSnder  eines  ebenen  zwischen  zwei  concentrischen 
Kreisen  eingeschiossenen  Gebietes  herstellbar,  erhält  die  Cha- 
racteristik Null  u.  s.  w. 

Man  erkennt  gleiobseitig  den  (auch  ftlr  mehr  Dimensionen 
ausdehnbaren)  Sats: 

Die Ckaracteriitik Klemer  ge$dihs$enen Mamigfaliigkeil  M^, 
die  wir  uns  als  fUlcfte  in  emsm  linearen  dreidimeMionalen  Räume 
oufyMuen  denken  hkuimif  iU  gleick  der  doppelten  Characteristik 
A\  des  zugehärigett  Jnnenraumes  jener  Flüche, 
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Um  aul  den  Einfluss  eines  im  lonern  einer  i/,  ausgeführten 
Schnittes  lüngs  einer  geschlossenen  if,  zu  kommen,  betraehten 
wir  zunächst  einen  im  Innern  einer  Jf,  atisgeftthrten  Kugel* 
sobniu.  Derselbe  kann  aus  einer  Punklirang  (-1-4)  und  einer 
Querflttdie  (von  der  Gharaeteristtk  ■+■  4 )  lusaaunengeselsl  wer* 
den,  ändert  also  die  Cbaraetertslik  von  Jf,  um  -4>4  -i-lssS. 
Aehnlicbe  Deberlegungen  ergeben  den  allgemeinen  Sats : 

Bin  im  Innern  einer  1/,  ausgeführter  geschlossener  nächen- 
schnitt  von  der  Plüchencharaicieriität  £^  erMl  die  Charactmislik 
von  Jfg  tim  K^,   UmgMirt  wird  duräft  die  Zuordnung  zweier 
Begren»uHy:il lachen  einer  J/,,  toekhe  beide  die  CharaideriMlät 
.  beeiiuny  die  Characieristik  der  M^umK^  verminderi. 

§  6. 

ünveränderliehkeit  der  Charaeteiiitik  Ar  venefaiedene  Enea> 
gangsweisen  einer  Kannigfaltigkeit. 

Die  Bedeutung  der  Gbaracterislik  liegt  in  der  UnverSnder* 
!!(  hktit  derselben  all  den  verschiedenen  Processen  gegenüber, 
durch  welche  w  ir  uns  eine  M  maigfaltigkeit  erzeugt  denken , 
können.  Bei  der  im  Vorstehenden  gegebenen  Ableitung  von  K 
mit  Hülfe  eines  Entstehungsprocesses  der  Mannigfaltigkeit  ist  es 
erforderliob|  zu  beweisen,  dass  ivir  hei  jedem  M'ege^  auf  tvel" 
dtem  wir  uns  die  Mannigfaltigkeit  M  entstanden  denken  konnerij 
auf  dieselbe  /ahi  Kgefiihrt  werden.  Dieser  Salz  ist  unmittelbar 
bewiesen,  sobald  wir  zeigen,  dass  unsere  bisherige  Ableitung 
der  Gharacteristik  zu  einer  bestimmten  Deflnition  derselben  an 
der  f  ertigen  Mannigfaltigkeit  fuhrt. 

Es  seien  diese  Defmitionen  für  lineare  zwei-  und  drei- 
dimensionale ManmgfaUtgkeiten  §  3,  4j  formulirt.  Es  genügt 
dabei  nur  von  zusammenhängenden  Mannigfaltigkeiten  zu  reden, 
denn  es  izili  (aus  der  bisherigen  Ableitung  von  K)  gans  allge' 
mein  der  SjiIz  : 

Die  Charactei  istik  K einer  aus  beliebig  vielen  getrennien  Thei' 
len  bestehenden  M annig faUigkeU  setstt  sich  aus  der  Summe  der 
(^racteristiken  der  Theile  zusammen. 

Ein  zusamnienhiingendes  ebenes  FUichenstück  kann  man 
nun  liezeichnen  als  ein  Elementargebildeis,,  aus  dessen  Innern 
n  ebensolche  Elementargebilde    herausgeschnitten  sHmI:  Dann 
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/*f  Ä',=  1  —  u  d.  i.  die  Differenz  der  Char acter isliken  des  zu  Grunde 
tjelegten  und  der  herausgeschnittenen  Flächen  stücke  die  unmittel- 
bar an  dem  fertigen  Flächenstücke  ersichtliche  Characteristik^). 

Ein  zusammenhangendes  und  nur  von  einer  geschlossenen 
Fläche  begrenztes  Stück  unseres  Raumes  kann  man  bezeich- 
nen als  einen  Klementarraum  F,,  welcher  n  Durchbohrungen 
erhalten  hat  und  hirr  ist  wieder  h\'=\  —  n  die  uiiinittelhdv  am 
Gebilde  selbst  abzulesende  Characlcristik.  Allgemein  wird  man 
jedes  zusammenhängende  Stück  unseres  Raumes  bezeichnen  kön- 
nen als  einen  von  einer  geschlossenen  FIliche  nach  aussen  ab- 
gegrenzten Raum  von  der  Characterislik  Ä3',  aus  dessen  In- 
neren weitere  R<lume  der  obigen  Art  bez.  von  den  Charac- 
teristiken  A,",  A,'",  . . .  K^^")  herausgeschnitten  sind.  Dann  ist 
ITs  =  2A\^^')y  d,h.die  Summe  der  Charactei'istiken  des  su  Grunde 
gelegim  und  der  herattsgeschnUtnen  Raumstücke  die  unnuUelbar 
am  GMde  ielhtt  abzuksmde  OuMrootensHk^) . 

IL  Abwiudtt. 

Analytische  Fortuuiiraugeu. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  überhaupt  irgend  welche 
continuirlichcn  Processe  zur  Krzeuuunu  einer  Mannigfallij^keit 
Jf  betrachtet  haben,  handelt  es  sich  jci/.t,  wo  wir  uns  eine  solche 
Mannigfaltigkeit  durch  eine  Gleichung  gegeben  denken,  darum, 
derartige  geometrische  Umformungsprocesse  ftlr  die  Herstellung 
Qoserer  Gebilde  einzuftlhren,  die  gleichzeitig  einer  analytischen 
Behandlung  ftthig  sind.  Die  folgenden  Darstellungen  bieten  fUr 
Mannigfalligkeiten  von  ein  bis  drei  Dimensionen  specielle  Bei- 
spiele solcher  Umformangsprocesse,  die,  zu  einem  Theile  schon 
in  meiner  ersten  Abhandlung  angeführt,  hier  In  systemallsoher 
Znsammenfassung  erscheinen.  Siebeselchnen,  ungeachtet  ihres 
specielleren  Characters,  im  Wesentlichen  die  Art  auch  allge- 
meinerer Formulirungen,  auf  welche  noch  In  §  44  kurz  hin- 
giewiesen  wird. 

Es  sei  betttgtich  der  nachstehend  betrachteten  Pnnctionen 
/f  /t'  /t  •  *  •       bemerkt,  dass  wir  sie  an  dieselben  Bedingun- 


1)  ef.§t.8iit«. 
t)  Vargl.  §  4.  Sau  4.  • 
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gen  gekoUpft  annebmeD,  die  KronedLer  fnr  die  Fanolioikeii  sei- 
nes Funetionensyatems  so  Grunde  legt ') ;  ebenso  Ist  die  Be- 
zeiobnungsweise,  wie  sebon  in  der  ersten  Mittheilung,  mit  der 
Rronecker*seben  abereinstimmend. 

§7- 

Characteristik  eindimeDsionaler  Mannigfaltigkeiten. 

Geyeben  eine  Curve  f  (x^  y)  s  0.  Mm  bestimme  die  Charao^. 
terisUk  derjenigen  Mannigfaltigkeit  M^y  weidie  von  den  innerkaib 
f.^Q  liegenden  Theilen  der. Geraden  y^ya  gelnldet  wird. 

Indem  man  eine  Gerade  parallel  zur  Geraden  y  =  ya  über 
die  ganze  Gurve,  von  oben  beginnend,  mit  abnehmeödem  y 
hingleiten  ISsst,  entsteht  die  fragliche  in  der  Art,  dass  bei 
jedem  Maximum  der  Curve  eine  neue  Strecke  auftritt,  bes.  eine 
vorhandene  sieb  theilt,  wahrend  bei  jedem  Minimum  eine 
Strecke  verschwindet,  bez.  zwei  Strecken  zusanunenwachsen. 
JVocA  der  DefiniUm  der  Oharacteristik  einer  M^  haben  wir  also 
sofort 

y^Vm 

diese  Summe  verstanden  über  alle  Punkte 

Ferner  ergicbi  sich,  da  alle  im  Laufe  der  Bewegung  entstan- 
denen Sirecken  wieder  verschwunden  sind,  wenn  wir  die  ganze 
Curve  mit  der  Geraden  Überstrichen  haben: 

sofeme  die  Summation  jetst  tiber  alle  Punkte 

/*=o,  /;  =  o 

ausgedehnt  wird.  Durch  diese  Formel  (%]  ist  eine  erste  Beziehung 
zwischen  den  Berührungspunkten  heriMontaler  Tangenten  einer 
ebenen  Curve  ausgedruckt. 


^)  Für  die  Zusammeostelluog  der  Kronecker'sheo  Fornwin  vei^l. 
Monatsberichte  4S78  pag.  145  oder  aocb  A.  S.  i.  §  4. 
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§  «. 

GliaracteriBtik  zweidimensionaler  Mannigfaltigkeiten* 

Gp/fcbcn  eine  Flüche  f  .x,  i/,  z)  =  0.    Mmi  hrstinune  die 
raiiennlüi  der  Mannigf  aiti(jheil  zweiter  Dimension  M^,  welche  von 
den  innerhalb  /"  =  0  Ueyendeti  JheUen  der  Ebene  s  =  gebildet 
wird. 

Wir  lassen  oiiic  Kbono  z  =  consl.  über  die  Fläche  hera!)- 
gleilen  mit  abnehmenden  Werlhen  s)  und  fragen  nach  der 
Charaeierislik  des  jedesmaligen  ebenen  Schnittes.  Die  Scbnilte 
bilden  auf  die  a?}/-EbeDe  projiüirldas  einfach  unendliche  System 
/"(flc^  y,  ji)  =  0  mit  z  als  Parameter.  Die  Characteristik  des  In- 
nern dieser  Schniitcurven  ändert  sieb  jedesmal  in  den  Tangen- 
tialebenen der  Flüche,  so  zwar,  dass  wir  für  diese  Aenderung 
vier  Arten  von  BerUbrongen  unterscbeiden  iLönnen. 

(a)  und  (b).  Die  Schnittcurve  hat  an  der  Berahrungsstelle 
einen  isolirten  Doppelpunkt. 

Dann  wird  bei  der  Bewegung  der  Ebene  s  «s  oonst.  im 
vorgesehriebenen  Sinne  (mit  abnehmendem  %)  ein  Stück  der 
Mannigfaltigkeit  entstehen,  bez.  eine  Oeffnung  in  demselbei) 
verschwinden,  oder  aber  es  wird  ein  vorhandenes  Stück  der 
J/,  VC  rsc  Ii  winden  bez.  eine  Oeffnung  in  einem  solchen  enLslehcn. 
Die  beiden  ersten  Vorkommnisse  sind  ersichlbch  mit  \  für 
die  Aenderung  der  Characteristik  von  zu  zählen,  die  letzten 
beiden  als  —  1 .  * 

c"  und  'd^.  Die  Schnittcurve  hat  an  der  Bertthrungastelle 
einen  Doppelpunkt  mit  reellen  Zweigen. 

Dann  wird  bei  der  Bewegung  unserer  Ebene  z  =  oonst. 
mit  abnehmendem  s  entweder  ein  Sttlck  der  sich  in  zwei 
spalten,  oder  es  werden  zwei  vorher  getrennte  Theile  sich  ver- 
einigen. Das  erste  Vorkommniss  ist  ersichtlich  mit  das 
iweite  mit  —  I  fUr  die  Characteristik  von  Jf,  in  Rechnung  zu 
bringen*). 


Man  mag  die  I  nterscheidung  auch  durch  den  Umstand  clifu  acleri- 
Siren,  dass  man  in  den  ersten  beiden  liiUen  »von  olien  betrachtet«  die 
Aasseoseite,  in  den  beiden  letzten  Fällen  die  Innenseite  der  Fläche  f  =  ü 
tidiL  Die  analoge  UDtancbeiduQg  tritt  auch  tär  die  Fttlle  (c;  und  (d)  ein. 
*)  Vergl.  die  vorstehende  Anmerkung. 
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Die  nnalvlischo  Formuliruim  der  l)ezeichneten  Unterschiede 
ergie)>t  nun  sofort  die  verlangte  Churaclerisli/i  h\  des  ebenen 
Schnittes  z  =     in  der  Formel: 


(3)  A,  «^[/i.KnAt 

l  All  fu 

in  welcher  die  Summation  über  alle  Punkte 

/•-O,    /.  =  0,    /,  =  0,  z>z, 
verstanden  ist. 
Die  Gleichung 


u^efefte,  analog  wie  in  §  7,  wieder  einiriU,  wenn  wir  die  Summa- 
tion über  alle  Punkte 

ausdehnen,  gieht  dabei  eine  (erste)  Beziehung  zwisdten  den  Doppel- 
punkten jenes  Curvensystems.  Dabei  sei  hervorgehoben,  dass  trir 
diese  Beziehung  auffassen  können  als  gellend  für  ein  auf  der 
Flache  f  =  0  verlaufendes  System  von  sich  ntcht  schneidenden 
Curven '  oder  aber,  (ds  geltend  fi(r  ein  beliebiges  ebenes  Curv&i^ 
System  f  {jc,  y,  z]  ^  0  mit  z  als  willkiirUchem  Parameter. 

Za<atz.  Wir  können  die  hiermit  gefundene  Ciiaraeteristik 
eines  Curveninneren  sofort  auch  verwerthen,  um  für  die  in  §  7 
gegebenen  Berührungspunkte  horizontaler  rnntjenlen  l  inerCurve 
f  {j\  y)  =0  eine  weitere  Formel  abzuleiten.  Hotrachten  wir 
nätnlicli,  um  die  Ciiaraeteristik  des  Innenrauiues  der  Gurve 
/'  {Xf  ^)  s  0  zu  besUmmeOi  das  Curveosysleui 

so  wird  nach  Formel  (3)  die  fragliche  Characterislik  gegeben 
durch 

wobei  die  SummatioD  verstanden  ist  Uber  alle  Punkte 
/•(a?,y)^-«  «  0,   A-O,  /;«0,  a>0. 


*)  Also  für  ein  »Carvensystem  S«  von  der  in  A.  S.  I  J  2)  gebrancli^ 
ten  Art. 
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Diese  Gbaraoterifliik  läsal  sich  aber  auch  durch  die  andere 
Formel 


darstellen,  wobei  diese  Sumtualion  jetzl  Uber  alle  Puokle 


d.  h.  eben  Ober  jene  io  §  7  betrachteten  BerOhrungspunkte, 
ausgedehnt  ist*).  Fortml  (6)  UrfeH  aUo  eme  Moeite  Bexiehmg 
jiioiicftM  jtnm  BeriiknMgsjninkienf  dmn  gmmelrUcke  M9deutung 
sidi  in  mnfachUer  Wm^formuUrt*), 


flharairtiirfitik  draldlMenaioBBlMr  ifMMi<gifci*i«fc'^**^i» 

Gegeben  ein  geechlossener  Raum  von  drei  Dimensionen  in 
einem  linearen  Räume  von  vier  Dimensümen  durch  f  (a:,  y,  ä,  w)  =0. 
Jfofl  bestimme  die  Characteristik  der  Muinu'gfaltigkeü  M^,  weiche 
von  den  innerhalb    »  0  liegenden  TheiUn  des  Hnearen  Raumes 

Wa  gebadet  wird. 

Wir  lassen  die  lineare  w  «  const.  Ober  die  gegebene 
Mannigfaltigkeit  0  herabgleiten  und  fragen  nach  der  Cha- 
racteristik des  vom  jedesmaligen  Schnitte  begrenzten  drei- 
dimensionalen Raumes  if,.  Die  Reihenfolge  aller  dieser  Schnitte 
bildet  naeh  to»  0,  d.  h.  in  unsern  Raum  projieirt,  das  Flächen- 
syslem  f{x,  y,  z,  w)  ^  0  mit  tr  als  Parameter.  Die  Charac- 
teristik für  den  Innenraum  der  einzelnen  Flächen  dieses  Systems 
ändert  sich  nun  jedesmal  für  » bertlhrendet  w  mm  const.,  d.  h. 
jedesmal ,  wenn  eine  FI<lche  des  Systems  einen  Knotenpunkt 
besitzt.  Dabei  sind  für  die  Acnderung  der  Characteristik,  wie 
aus  den  Definitionen  in  §  4  des  I.  Abschnittes  sofort  folgt,  vier 
Unterschiede  besOglich  der  Art  der  auftretenden  Knotenpunkte 
XU  treffen : 


')  Vergl.  Kronecker  Monatsber.  1878  pag.  445. 


S»0 


§  9. 


>)  A.  S.  L  I  S. 
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(a  und  ^b).  Für  isoiirle  KooienpuDkle  isl  zu  unter- 
scheiden 

ob  in  dem  l>elreflendeu  Funkte  fund  der  dureli  ";ibneh- 
mende  '  fc  bezeichneten  Richtung  der  Durchlnufung  unseres 
Flachensystems  ein  reeller  (elliptisch  gekrUmiDler]  Fläcbentbeii 
eulsleht,  oder  umgekehrt 

sich  ein  reeller  Flächenlheil  in  einen  Punkt  zusamnjeü- 
zieht  und  dann  verschwindet. 

(c  und  (d).  Die  Kooteupunkte  mit  reellem  Tangential- 
kegei  sind  zu  trennen 

in  solche,  bei  denen  ein  hyperbolisch  gekrümmter  FlücheD- 
tbeüeich  in  zwei  elliptische  spaltet,  und  umgekehrt 

in  solche,  bei  denen  zwei  elliptisch  gekrOmmte  PlttcheiK 
Iheile  sich  zu  einem  hyperbolisch  gekrftmmtevi  vereinigen. 

Die  in  §  4  des  I.  Abschnittes  gegebenen  Entwickelungen 
zeigen,  dass  fttr  die  Abzahlang  der  Gbaracteristik  des  Innen- 
raumes unserer  Flüchen  die  Falle  (a)  und  (cj  mit  +  4 ,  die  Fttlle 
(b)  und  (d)  mit  «-^  4  su  rechnen  sind.  Analytisch  er'giebi  stcft  dk 
fragliche  Summathnf  welche  die  Charaßteristik  des  Sdmittet 
w  =  Wq  von  f{Xj     z,  ic)  =  0  liefert,  ditrch  die  Formel 

i   fn  f ii  Iii  \ 

(7)    .  --SlAi/t.  /•-/'«II 

I   /3l    IM   133  \ 

die  Summatwn  erstreckt  über  alle  Punkte 
Dabei  liegt  ivieder  in  der  (ileichunfj 

j  fii  fit  /*«  i 

i  Iii  Im  ' 

welche  bei  der  Stmmation  über  alle  Punkte 

A=o,  /;»o,  /.  =  ü,  /3  =  o 

statthat ,  eine  erste  Relation  »wischen  jenen  Knotenpimkten  ror. 
Auch  diese  Beziehung  mag  man  dabei  wieder  geometrisch  deuten 
als  geltend  für  ein  System  von  Flüchen,  welche  sich  nicht  sehn»" 
dend  als  lineare  Schnitte  auf  jener  J/,  f  (x,  z,  w)  =  0  angeord' 
net  sindf  oder  aber  als  eine  Relation  zwischen  den  Knotenjnmklen 
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eines  beliebigen  Flächensijsteuies  /  (.r.  y.  3,  w)  ss  0  in  unserem 
gewöhnlichen  Baume  mit  w  als  Parameter. 

Zasati.  Die  hiermit  gefundono  Cbaracterislik  eines  von 
einer  Flache  begrenjtlen  linearen  Haunies  von  drei  Dimensionen 
können  wir  wieder  für  die  in  §  8  gegebene  Fläche  /  (x,  js)  s  0 
verwenden,  indem  wir  diese  suocessive  entstehen  lassen  aus 
dem  FlUdMOsystem«  (too  sich  niobt  acbDoideiideB  Flflcheo) : 

Wir  erhallen  hierfür  durch  Anwendunj^  der  Formel,  dass  die 
CLaraeterislik  des  Innenraumes  der  Fläche  iv  =  0  gegeben  ist 
durch  f    r    f  \ 

Ml   fit  MS 


A,  /«  /„ 

/3I  fzi  /s3  , 

diese  Summe  verstaudea  Uber  alle  Punkte 

Diese  Formel  lüsst  sich,  wie  schon  in  dem  ersten  Aufsatze*) 
erwähnt;  umsetzen  in  die  andere 


»m9 


iu  welcher  die  Summation  Uber  alle  Funkle 

/;»o,  /;«o 

veistanden  ist. 

Sie  giebtf  da  sie  sich  wieder  auf  die  schon  in  Formel  (4)  6e- 
Imcfttefen  Beriihrungspunkte  horissorUaler  Tangentialebenen  der 
Ptädie  f  [x.  y,  z)s»0  bezieht  {und  zwar  diesmal  ihrem  Character 
als  Doppelpunkte  mit  imaginären  bez.  reellen  Tangenten  ent- 
sprechend) eine  zweite  Relation  für  jene  Punkte. 


§40. 

Zweite  Eelation  swiichen  den  Knotenpunkten  eines 

Flächsnsystems. 

Die  analoge  Ausfittlmuig  der  Ainahiung  bei  mehr 
DineBsloDeii  s0ei  hier  nur  in  der  einen  Relation  besprochen,  loelche 

4)  VtffgL  Kronteker,  Mooatsherichle  4S78  pag.  146  «ad  A.  S.  I.  f  6. 

5» 
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Uien  Formeln  -ß)  und  10)  analog)  eine  zweite  Beziehung  für  die 
h'noienpun/Uedes  in  §9  behandelten  Flüchenstjstems  f[.r.  js,  w)=0 
giebt^  durch  die  besondere  Abzühlung  der  Characleristik  des 
durch  f  —  0  I)egren2teu  linearen  vierdimensionalen  Raumes,  bei 
welcher  wir  denselben  entstehen  lassen  durch  successives  An- 
wachsen aus  den»  Sysletne  f  (x^  y»  3,  to)  +  /  =  0.  Es  ergiel)t  sich 

dann  für  die  Characleristik  A.  der  vierdimeusionaleD  Mannig- 

f 

faltigkeit  zunächst  eine  den  Formeln  (5)  nnd  (9)  analoge  Dar- 
stellung, welche  (Formel  (6)  und  (H)  entsprechend)  nmgesetxt 
'  werden  kann  in 

I u  f„  I 

(II)         A".  -i^i: /.,/•«/•„  !], 

tmV  ,.     ..     ,.  1 

I  /Sl  Iii  in  i 

die  Summe  auf  alle  Punkte 

ausgedehnt.  Diese  Formel  verlangt  jetzt  die  Kaoteupuukle  des 
FlächensN  Sterns  f  =  0  derart  zu  summiren, 

dass  alle  isoUrtcn  Knotenpunkte  der  einzelnen  Flächen  des 
Systems  mit  -f- 1  oder  —  \  geziihlt  werden,  je  nachdem  der  den 
Knotenpunkt  umgebende  Raum  positiv  oder  negativ  ist  mit 
Rezug  auf  die  belretTende  Flache,  und  analog 

die  Knotenpunkte  mit  ideellem  Tangentialkegel  mit  H-  1  oder 
—  1  ftlr  die  Gharacterislik  zUhlen,  je  nachdem  der  entheilige 
oder  der  jst^eitheilige  Raum,  welcher  die  Kegelfläche  umgiebt, 
positiv  oder  negativ  ist. 

Dieser  Unterschied  ist  aber  geometrisch  sofort  am  Fltfohen- 
System  selbst  erkennbar,  da  nach  unserer  Annahme  iür  alle 
Flachen  des  Systems  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Raumes  im 
positiven  Gebiet  von  f  liegt. 

AUgemeinoro  Formulirungen. 

Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  gegebenen  Ent- 
Wickelungen  haben  uns  —  ich  beschranke  mich  in  der  Sprech- 
weise auf  die  Gebiete  von  zwei  und  drei  Dimensionen  —  fttr 
ebene  Curvensysteme  f{Xf     ü)  »  0  und  für  Flachensysteme 


Digitized  by  Google 


Beiträge  zia  Analvsis  situs.  11 


69 


f  {x,  y,  z,  iü]  =  0  je  mit  einem  Parameter  z  l)ez.  ic  in  unserem 
gewöhnlichen  Räume  jedesmal  zwei  Relationen  erkennen  his- 
sen, die  zwischen  den  »besonderen  Punkten u  dieser  Syslenie 
bestehen.  Die  Auffassungsweise  dieser  Systeme  als  den  Ent- 
stehuDgsprocess  zwei-  und  dreidimensionaler  Mannigfaltigkeiten 
sehildernd,  macht  es  evident,  dass  irgend  anderen  als  den 
hier  sn  Grunde  gelegten  einfachsten  Entwickelungsarten  einer 
Mannigfaltigkeit  uns  löge  RelatieneD  entspringen  müssen,  dass 
also  die  hier  abgeleiteten  Besiehungen,  ohne  einen  wesentlich 
neuen  Gedanken  auch  ttbertragbar  sind,  beispielsweise  für 
Gurvensysteroe  auf  beliebigen  Flachen,  für  FlScbensysteme  in 
beliebig  gestalteten  dreidimensionalen  RSumen. 

Der  Umstand  weiter,  dass  die  Charaeteristik  unserer 
Mannigflaltigkeiten  in  gleidter  Weise  sich  iür  »geschlossene«, 
wie  für  berandete  Gebiete  abzahlen  laset,  führt  zur  Aufetellung 
▼on  Relationen  für  Gurvensysteme,  die  nicht  mehr  ein  geschlos- 
senes Ganse  bilden,  sondern  durch  gewisse  Randeurven  be- 
grenzt erscheinen*),  weiter  zu  Relationen  für  solche  Flachen- 
systeme, die,  in  einem  dreidimensionalen  Räume  gelegen,  jetzt 
auch  wieder  nur  bis  zu  gewissen  Grenzflachen  betrachtet  sein 
sollen. 

Auch  wird  man  sich,  geometrisch  wenigstens,  von  den  im 
Vorstehenden  eingeführten  Einschränkungen  über  die  Art  der 
»besondexenc  Punkte  in  unseren  Systemen  frei  zu  machen 
haben,  um  auf  die  allgemeineren  Formulirungen  im  Sinne  des 
I.  Abschnittes  meiner  ersten  Mittheilnng  zu  gelangen. 

Ich  hoffe  im  Verfolg  der  Untersuchungen  auch  hierauf  ein- 
gehen zu  ktfnnen. 


4)  Also  Relationen  von  der  in  A.  S.  1.  Abschoitt  1.  gegebenea  Art. 
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C.  Nenmann,  lieber  eine  einfache  Methode  zur  Begründung 
des  Princips  der  virtuellen  Verrückungen.  *) 

Die  einer  gegebenen  Bedingung : 

(*•)         f  («I»  yn       «I»  y«»  ^nf       «n)  -* 

iinterworftiu'ii  /» Massen[)Uukto  .'/,.  3,\  fnjj\,  /y^,  — 

'^^n  -'^n-  Un^  *ii   'uögen  linier  dem  Ijntluss  irgend  welcher 
hehdiinter  Krilfte  P, ,  P,.  ...  P„  im  (Ucichrjewicht  sein.  Es  sollen 
die  Eigenschaften  und  rnrmeln  entwiekell  werden,  welche,  aus 
dieser  .\nnahme  des  Gleichgewichts,  für  jene  unbckannleo 
Kräfte  sicli  erfieben. 

Das  vorhandene  Gleichgewicht  wird  offenbar,  falls  mao 
zur  Bedingung  (4.)  noch  irgendwelche  neuen  Beschränkungen 
hinzutreten  iHsst,  hierdurch  nicht  gestört  werden  [sondern  Im 
Gegentbeil  nur  noch  mehr  verstärkt  werden,  falls  ein  solcher 
Ausdruck  gestattet  ist].  So  i.  B.  wird  jenes  Gleichgewicht 
stehen  bleiben,  falls  man  die  (n  —  I)  Punkte  m^,  m„  . . .  m„  fest^ 
hältf  mithin  ihre  Coordinaten  als  unveränderlich  betrachtet, 
wodurch  alsdann  der  Punkt  m,  in  seiner  Beweglichkeit  auf  die- 
jenige bestimmte  Flüche  Q  beschrHnkt  sein  wird^  welche  [jene 
Coordinaten  unveränderlich  gedacht]  durch  die  Gleichung  1.) 
dargestellt  ist.  Alsdann  aber  reducirt  sich  die  ursprungliche 
Sachlage  dahin,  dass  der  auf  Q  verschiebbare  Punkt  unter 
dem  Einfluss  der  unbekannten  Kraft  P^  im  Gleichgewicht  sich 
befindet.  Hieraus  folgt,  dass  diese  Kraft  P^  zur  Fläche  Q  normal 
sein  muss,  dass  mithin  ihre  Gomponenten  .Y^  }\,  /,  Werlhe  be- 
sitzen müssen  von  folgender  Gestalt : 


f)  Vorgetragen  und  zum  Drucke  Überreicht  in  der  Sitsnng  vom 
8.  Marz  1889.  * 
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'^'i  A«  » 


Y  ^  iL 

^«  "    5^7  ' 

wo  Ä^  einen  noch  unbekannlen  Factor  vorstellt. 

Analoges  wird  offenbar  in  analoger  Weise  für  die  Übrigen 
Kräfte  P,,  Pf»      f*n  respeclive  für  deren  Componente  A,,  K,,  Z,, 

A,,  >',,   A'n,  V„.  /„  sich  ergebeD,  sodass  man  also  in 

folgenden  3  n  Formeln  gelangt : 

Yf^^lf^^,    Ä  »  4,     3,  . . .  n , 

wo  Äj,  X,,  ...  A„  noch  unbekannte  Factoren  vorstellen. 

Nachdem  durch  die  Formeln  iS.)  die  Richtungen  der  un- 
bekannten Kräfte  P^,  P,,  ...  P„  ermittelt  sind,  handelt  es  sich 
nun  weiter  iiiii  die  rntersucluinL:  ihrer  ffitrnsitfid'n.  oder  [was 
dasselbe  ist  um  die  Untersuchunii  der  unbekanntf^n  Factoron  * 

?.^,  . . .  ),„.  Um  hierauf  näher  einzugehen,  greifen  wir  zurück 
zur  i/rspriinglichen  Sachlage,  welche  darin  besteht,  dass  die  der 
Bedingung  (l.)  unterworfenen  Punkte  w?,.  ...  m„  unter  dem 
Einfluss  der  Kräfte  P,,  P,,  ...  P„  im  (ileichgcirivht  sind.  Dieses 
Gleichgewicht  wird  bestehen  bleiben,  falls  man  die  n  —  i) 
Punkte  W/3,  .. .  m„  riiuiiilirh  fixirt,  überdies  aber  die  lieiden 
Punkte  rn^  und  w,,  in  ihier  Beweglichkeit,  auf  zwei  feste  yerad- 
Inu'f  ('ich'ise  m^G^  und  m^(i^  beschränkt,  welelie  einander 
pmdllei  sein  mögen,  und  ileren  gemeinschaftliche  Hichlungs- 
cosinus  mit  «,  [i,  y  bezeichnet  sein  sollen.  Alsdann  werden  die 
Punkte  m^  und  ni^,  in  Folge  der  Bedingung  (I.),  längs  dieser 
deleise  nur  in  solcher  Weise  sich  bewegen  können,  dass  ihre 
gleichzeitig  durchlaufenen  Wegeiemente  ^s^  und  ds^  zu  ein- 
ander in  der  Beziehung  stehen : 
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Und  diese  simultanen  Wegelemente  ^s^,  ds^  werden  daher  ein- 
ander ^lei'cA  sein,  sobald  man  die  o,  y  der  Relation  unter- 
wirft: 


Solches  festgesetzt,  sind  also  die  Punkte  m^  und  ni,  li^ncs 
ihrer  parallelen  Geleise  G^  und  (t,  nur  um  r/leichviel  verschiei)- 
bar,  also  nur  der  Art  beweglich,  dass  ihr  gegenseitiger  Abstand 
cnnstant  bleibt.  Deingemass  erleidet  diese  Beweglichkeit  der 
beiden  Punkte  keinerlei  Hemmung  oder  Beeinlriiehlitiun};,  falls 
man  die  beiden  Punkte  durch  eine  starre  Linie  L  miteinander 
verbindet. 

Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  reducirt  sich  jetzt  die 
ursprüngliche  Sachlage  diihin,  dass  die  starre  Linie  L,  deren 
Endpunkte  ni^  und  auf  den  parallelen  festen  Geleisen  und 
verschiebbar  sind,  unter  Kinwirkung  der  ihre  Endpunkte 
soUicitirenden  Kräfte  P^  und  P,  im  Gleichgewicht  ist.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  die  Summe  der  diesen  Geleisen  entsprechenden 
Componenten  von  und  gleich  Mull  sein  muss.  Man  erhellt 
also  die  Formel  : 

P,  cos  (P„  G,)  -h     cos  (P„  6,)  Ä  0 . 

•     Diese  Formel  aber  kann  man  auch  so  schreiben ; 

(X.a  +  Y,ß  +        +  (AT.«  +  y,/»  +  Z;y)  -  0 , 

oder  mit  Rücksicht  auf  (2.J  auch  so : 

oder,  weil  a,  y  der  Relation  (3.)  unterworfen  worden  sind, 
auch  so: 

A,  SS  . 

In  analoger  Weise  wird  sich  offenbar  ergeben  —  Aj, 
ferner  X^  =  A^,  u.  s.  w.,  mithin  allgemein : 

(4.)  A,  S       SB  A3  s  •  •  •  c=  . 

Bezeichnet  man  aber  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser 
11  Grössen  kurzweg  mit  ?.  (ohne  Index  ,  so  gelangt  man  auf 
Grund  der  Formeln       zu  folgendem  Kesuitat : 
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TliaoiiM.  —  Befindm  tith  die  eimr  gegdmm  Meditiguny 

fi^v  Vv       ^ty  y%i  «if  •  •        Vni       =  ^ 

mtertuorfenen  n  Massenpunkte  m|^  [x/^,  yf^,  jb^^)  unter  dem  Einfluss 
irgend  toe/cfter  Kruft»  Pki^kt  ^'ht  ^kl  Gleichgewicht,  so 
müssen  diese  Kräfte  no&ioendiger  Weise  Werthe  besUxen  von 
folgender  Gestalt: 


(5.)  A  »  4,  2,  3,  . . .  II , 

wo  Ä  einen  unbekannten  Factor  vorstellt. 

Dabei  isl  hi)izuz>(fi/(/en .  dass  dieser  unbekatmte  Fador  ). 
keinen  best/mnifvn  W  erth  zu  haben  braucht^  sondern  im  Geyentheil 
jeden  heliehtgen  Werth  f)esitzen  darf. 

Vm  die  Richtigkeit  dieser  letzten  Behauptunii  darzullinn, 
werden  wir  otTenbnr  nur  zu  zeigen  brauchen,  d;iss  irgend  eine 
von  den  Kräften  P^,  . . .  P„,  z.  B.  i\  von  beliebiger  stärke 
sein  kann. 

ZudiesemZweck  wollen  wir  die  [n  —  V  Punkte  m^.   

von  Neuem  festhalten  :  sodass  also  der  Punkt  nur  noch  ver- 
schiebbar ist  lifnfis  der  (früher  besprochenen  Flüche  Q.  Als- 
dann wird  olVenbnr  dieser  l*unkt  im  Gleichgetricht  sein  unter 
dem  Eintluss  einer  fjeliebi(j  starken  Kraft  P^.  falls  nur  dieselbe 
normal  ist  zur  FIciche  Q.  Denken  wir  uns  nun  aber  eine  solche 
Normalkraft  P^,  von  beliebiger  Stärke,  auf  wirklich  einwir- 
kend, und  bezeichnen  w  ir  die  dabei  zum  Festhallen  der  («  —  K) 
Punkte  ///^.  ///.,.  ...  n},^  erforderlichen  Kriifte  mit  P,.  P.^.  ...  P„, 
so  haben  wir  im  (ianzcn  u  Krafle.  die  zusaninienizcnoitiinfn 
das  Punktsystem  im  fileichuewicht  halten,  und  von  denen  die 
erste  (nämlich  /^j;  ihrer  Stärke  nach  beliebig  gewählt  war.  — 
Q.  e.  d. 

WI<»  man  schliesslich  zu  verfahren  hat,  um  vom  Salze  (5.) 
aus  zum  Princip  der  v  irl  u  r  1 1  p  n  Ver  r  ii  vk  ungen  zu  ge- 
langen, soll  hier  nicht  weiter  dargelegt  werden. 
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Bemerkung.  —  Sollte  man  es  als  einen  Uebelstand  empfinden, 
tiass  bei  Anwendung  der  fesl»>n  parallelen  Geleise  (7,,  (ier  gegen- 
seitige Abstand  der  beiden  Punkte  m^,  «4  nur  im  ersten  Augenblick 
der  eintreteoden  Bewegung  coDstsnt  bleibt,  so  kann  man  diesen  Uebel- 
stand leicht  dadurch  vermelden»  dasa  man  an  Stelle  jener  Geleise  G|, 
rjj  zwei  feste  Curven  C,,  C,  in  Anwendung  bringt.  Diese  Carven  C,, 
Cj  lassen  sich  alsdann  leicht  der  Art  festsetzen,  dass  die  längs  der- 
selben verschiebbaren  und  überdies  der  Bedingung  (t;  unterworfenen 
Ponkte  m,,  einen  gegenseitigen  Abstand  besitzen,  der  fortäaiurnd 
conslant  bMbt. 

Man  gelangt  in  solcher  Weise  ebenfslls  zum  Salze  (6.),  nur  auf 
etwas  umslttndlicberem  Wege. 

Schliesslich  mag  noch  auf  einige  Satze  von  sehr  special ler 
Natur  aufmerksam  gemacht  werden ,  die  aber  durch  Uber- 
raschende Einfachheit  sich  auszeichnen.  Dieselben  lauten : 

Brstor  feti.  Sind  drei  Punkte  m^,  m^,  der  Bedingung 
unterworfen,  dass  der  PlächeninhaU  des  von  tihfie»  gdnldeten 
Dreiecks  constant  Reiben  soll,  und  befinde»  sich  diese  Punkte 
unter  dem  Einßuss  irgend  welcher  Kritfte  P«,  P,,  P,  im  Gleich- 
gewicht ^  so  werden  P^,  P,,  P,  in  die  Ebene  des  genannten  Ihrei- 
ecks  fallen  i  femer  senkrecht  stehen  su  den  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Dreiedes,  und  mit  diesen  Seiten  proporOoMU  sein. 

Zweite  Satt.  Sind  vier  Punkte  m«,  m,,  m^y  der  Bedi»- 
yung  unterworfen  j  dass  das  Voktmei^  des  von  ihnen  gebildeten 
Tetraeders  constant  bleiben  soU^  und  befinden  sich  diese  Punkte 
unter  dem  Einßuss  irgend  welcher  Kräfte  P^,  P,,  P,,  P«  im 
Gleich  gewicht^  so  werden  P«,  P,,  P,,  P«  smkräiht  stehen  zu 
den  gegenüberliegenden  Tetraederfiuchen  und  mit  diesen  Flüchen 
proportional  sein, 

Leipzig,  46. Januar  1886. 
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C.  Vramaim»  üeber  gewisse  pßrtiaäare  InUgraU  der  Diffe- 
rentialgleichung JF  ^  Fy  insbes<mdere  über  die  Entwidelung 
dieser  parttcuhren  Integrale  nach  Kugelfunctionen.  *) 

Die  partielle  DifferentialgleichDiig  JF^F  oder  (aasfübr- 
licher  geschrieben) : 

wird  bekanntlich  erfüllt,  wenn  man  fUr  feinen  der  vier  Aus- 
drücke subsUiuiri; 

und  dabei  anter  R  den  i46stottd  des  Punktes  (x,       von  Irgend 
einem  festen  Punkte  (a;,,  y„  verstellt. 
Setzt  man  nun : 


X  =  r  cos  w         =  rjw 


jj  «  r  sin  CO  sin  9  »  r  Vi  —  ^*  sin  ^ , 

so  uiiiiiiii  die  DifferenlialgleichuDg  (l.j  die  Gestalt  an: 

är  ('    dF)       ^  r  "      )  ö;^)  öcp» 

wabrend  gleichzeitig  H  den  Werth  haben  wird: 

(o.)  n  «  Vr*  -h  r,'  —  2rr,  a  . 

Denkt  man  sich  aber  diesen  Werth  von  ü  in  (2.)  substituirt,  so 


1)  Vorgetragen  and  nun  Druck  ttberreiclit  in  der  'Sitiang  vom 
8.  Marz  I88S. 
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werden  jene  Ausdrücke  i#,  v,  17",  V  abhängig  sein  von  r.  r^,  /«, 
und  im  AIIgemeiDen  eotwickelbar  sein  nach  deo  Kugelfunctio- 
nen  P»{t4);  so  dass  man  z.  B.  erhält: 

nai  0 

(6.) 


nmO 

wo  die  U„.  Vy,  nur  noch  Functionen  von  i\  sind.  Wir  atelleit 
uns  die  Auf(j(ibe,  diese  Entwickcluiujen  (6.  nirklich  zu  finden, 
d.  h.  die  soeben  yenannten  Functionen  Um  Vn  wirklich  su  be- 
rechnen. 

Man  kann  zuvörderst  die  Ausdrucke  U,  F,  (2)  folgender- 
inassen  schreiben : 


• «  ■  • 


R       I.S  '  4.1.8.4 

Hieraus  folgt,  dass  Ü  fttr  alle  Werthe  von  A,  mithin  auch  fttr 
alle  Werthe  von  fi  stetig  ist,  dass  mithin  eine  oonvergente  Ent- 
Wickelung  von  der  in  (6.;  genannten  Art  (Ür  die  Function  ü 
unter  allen  Umständen  existiren  muss. 

Die  Function  F  hingegen  wird,  sufolge  (7.),  unendlich  gross, 
sobald  R  versdiwindet,  und  wird  daher  durch  eine  oonvergente 
Entwiokelung  von  der  in  (6.)  genannten  Art  nur  dann  darstellbar 
sein,  wenn  ihr  Argument  A,  in  Folge  verschiedener  Werthe  von 
r  und  r«,  zu  verschwinden  ausser  Stande  ist  trotz  des  beliebig 
variirenden  fi.  Wir  werden  daher,  was  speciell  die  Entwicke- 
lung  von  F[nach  den  [u]]  betrifft,  stets  voraussetzen  müssen, 
dass  r  und  von  einander  verschieden  sind.  Um  diese  Ver- 
schiedenheit in  der  Vorstellung  zu  fixiren,  mag  dieselbe  dahin 
formulirt  werden,  dass  r  <     sein  soll. 

Von  den  beiden  Entwickelungen  (6.)  wird  alsdann  also 

f  die  erste  für  beliebijie  Werthe  von  r^, 
\  hingegen  die  zweite  fUr  r  < 

auszuführen  sein. 
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Die  Function  i/  ist,  wie  schon  erwähnt,  ein  Integral  der 
Gleichung  (1.),  oder,  was  dasselbe,  ein  integral  der  Gleichuni; 
(4.).  DemgemMss  kann  man  den  in  6.)  angegebenen  Werth 
von  {}  in  (4.)  substituiren.  Die  in  solcher  Weise  sieb  ergebeiuie 
Formel: 

kann,  weil         ~  beliaDullich  =  —      +  1)  (/O 

isl,  auch  so  geschriebeo  werden : 

uud  fahrt  daher  zu  dem  Resultat,  dass 

S^P  dr")  +  li]f/»  =  0 

ist.  Analoges  ergiebt  sich  für  F  respective  r„ ;  sodass  niaaalso, 
Ulli  Rücksicht  auf  ^8.J,  zu  foigendeu  Salz  gelangt. 

hl 

(9.)  H  s  Fr*  +  r,*  -  «rr,^  , 

»lui  dm^l  man  ziah  die  Ausdiiicke 


•  •  a  • 


j         i/i  ^  '         "  i.t.8  •  I  .a.3.;.5 

F  =  —  («*  ^  e-*)  «B  JL  ^.      ^.  — ?! —  H 

eniwickeU  nach  den  P»(fi): 

ü,  P,  {/') ,     [r  tmd  r,  Wieftij] , 

n  =  0 

10  werden  die  hier  nu  ff  retenden  Coifficienten  Un,  Functionen 
m  r,  fi  sein,  weiche  die  Gleichung  erfüllen: 


78 


G.  NMiuinr, 


und  weUM  daher  ^  weü  R  in  R$%ug  auf  r,  r^  symmetrisek  ist, 
auch  folgendm'  GMehmg  Genüge  leisten : 

(488.)       ^  (r.^  gl  -  [r,*  +  « («     I)]  I? «  0 . 

Die  beiden  parliculareu  Integrale  der  Gleichung  f<2.i  sind, 
wie  sich  leicht  ergiebt,  dargestellt  durch  folgende  Potev- 
reiheu : 

^  W  -     ('       «liiV»)      « ■  4  («  .  4  .i  .r^;  +  +••)' 

(13.)  ^  i 

und  demgemüss  werden  jene  der  Gleichung  (42.)  geattgeoden 
Functionen  Um,  Vn  Wertbe  haben  von  folgender  Forio :  ' 

wo  A„,  Ä„,  C„,  A»  nur  noch  von      abhängen.   Da  nun  (/, 
mithin  [nach         auch  L^„,  l'„  für  r  =  0  endlich  bleiben,  und 
folglich  S„  (r  in  den  Ausdrücken  (U.i  nicht  vorkommen  darf, 
so  müssen  B,„  Dn  Null  sein.  Hierdurch  reduciren  sich  die  For- 
meln (44.)  auf: 

Nun  wissen  wir  aber,  dass  U„.  V,,  auch  der  Differenlial- 
gleirliuiii:  (i2a.)  Genüge  leisten.  Hieraus  folgt,  dass  die  in  (4  5.) 
voriiaiidonen,  von  i\  lihhlmiLvndvn  Factoren  .1,,.  C,,  in  linearer 
Weise  ausdrUckhar  sind  durch  die  beiden  parlicalai  en  Inlegr.ile 
jener  Dillerenlialgleichuug,  d.  i.  durch  (5«  und  Xh(''|;.  Wir 
erhalten  somit : 

ü«  -  [o,  ®,  (r.)  +    X,  (»•,)]  @.  (r) , 
''•••J  Vn  -  [y,S.  (r,l  +  a.X«(r.)]  S.  (r) , 

wo  «„;  l'i,,-  y,n       Consluull'ii  Mnd, 

Um  diese  Conslanten  zu  Itcsi inimen,  bemerken  wir  zuvoi- 
dersl,  dass  U  (10.)  für  dllc  Wrvlho  von  r  und  i\  endlich  und 
stetig  bleibt,  dass  mithin,  zufolge  (11. )r  Gleiches  auch  gellen 
niuss  von  sümmtlichen  Demgemäss  kann  die  für  ?*,  =  0 

ins  Lneudlicbe  aufspringende  Function  %„      im  Werthe  von 
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L„  nidU  voriMOMneii*  Folglich  muss  die  i^  (16.)  auftretende 
CoBStante  ßn  IM  »eio : 

(47.)  li»  =  0. 

Eine  tthnliche  Scblussweise  ist  bei  den  Functionen  V,tnicht 
iQwendbar;  denn  die  aweäe  der  Formeln  (4 1 .)  unterliegt  der 
Voraoesetzung  >  r,  und  ist  also  unbrauchbar  für  r^  =  0, 
Um  nun  trotzdem  Uber  diese  Functionen  F«,  insbesondere  über 
die  in  denselben  enthaltenen  Constanten  y„ ,  dn  näheren  Auf- 
schluss  zu  gewinnen,  substituiren  wir  in  der  zweiten  Formel 
(44.)  fttr  Fden  Werth  (40.)  und  für  Vn  den  Werth  (46.),  und 
erhalten  in  solcher  Weise : 

PS  das  OB 

(voreuagesetat  r  <    ) . 

Diese  Formel  l)leibt  offenbar  in  Kraft,  wenn  man  r  und  i\ 
respective  mit  Är  und  verlauscht,  und  dabei  unter  /  einen 
beliebigen  positiven  Factor  versteht.  Alsdann  aber  treten  Unker 
Uand  i,vgl.  (9,)]  folgende  Potenzen  von  l  auf: 

während  rechter  Hand  [vgl.  (43.)]  in  den  Produoten  ^{r^)^{r) 
and  X»  (r,)  @m  (f)  folgende  Potenzen  von  X  enthalten  sein  werden: 

in      (rj  @„  (r) :  A«»,    A»««^«,    A««*«,  . . . 

in  X„(r,)©„(r):  A"',  P,    l\  ... 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  das  Product  <S»  (r^)  (**)  in  der  For- 
me] (f.)  nicht  vorkommen  darf,  daas  also  fn  nothwendig  ssO  ist : 

(48.)  y„  -  0  . 

Substiiuirt  man  jetzt  in  (\\.)  die  Werthe  (46.),  so  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (47.),  (48.) : 

U  =^a„ ©^  (r) @„  (r J  P„  [y] ,    [r  und  r,  beliebig] , 

(49.; 

F  =     d„     (r)     (n)  P«  (fi) ,   [r  <  r J , 
WO  die  Om,  dn  noch  ufMsawMe  CcnsktnUn  sind. 
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L'ni  die  a„  zu^ bestimmen,  betrachten  wir  den  Specialfall: 

r  Ä  r^.    Alsdann  wird  nach  ^9.^  :        =  /  -  >i  —  ä/i),  also 
nach  ;I0) : 

II  s  fiO  AS« 

sodass  ,<lso  in  diesem  Fall  die  erste  der  Formeio  ((9.)  die  Ge- 
stalt aDDimml: 

n  M  0  n  «i  0 

Denkt  man  sich  hier  beide  Seiten  geordnet  nach  Potensen  von  ii, 

so  wird  das  mit  /i"  behaftete  Glied  auf  der  linken  Seite  die  Ge- 
stalt haben : 

wHhrend  gleichzeitig  das  mit  fi'*  behaftete  Glied  rechter  Band 
folgendermassen  lauten  wird : 

wie  sich  solches  leicht  ergiebt,  falls  mau  nur  Gebrauch  macht 
von  der  bekannten  Formel : 

Dabei  sind  unter      91',  .  .  .,  iö,  iö',  (3,  CS'.  . .  .  Constanten 

zu  verstehen,  ;iuf  deren  Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Da 
nun  die  genannten  Glieder  einander  (jleich  sein  müssen,  so  er- 
giebt sich,  falls  man  in  denselben  die  Goefficienlen  von  r*'*  mit 
einander  vergleicht,  die  Formel : 

77  a  m  _    (-  , 

und  hieraus  folgt  sofort: 

(*^-)  "    + 1  (iTviljr)  • 

Vm  ferner  die  ö,^  zu  linden,  vertauschen  wir  in  der  zweiten 
Formel  19.)  die  Arj;umente  r,  r,  mit  Ar,  /./*,,  wo  ).  wiederuin 
einen  beliebigen  positiven  Factor  vorstellen  soll,  und  erhalten  in 
solcher  Weise  mit  Httcksicbt  auf  (40) : 
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f        ).R  X*R^ 


All  +  fr   r-m   •  •  •  =2"^»   (^O  2:«  (Ar  j 

Hier  hat  alsdann  R  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  bisher : 


Nach  (43.)  ist  aber: 

3,  5',  ...  gewisse  Functionen  von  r,  sind,  auf  deren 
Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Da  nun  die  Formel  (a.)  gültig 
sein  soll  für  hdiehiye  Werlbe  des  positiven  Factors  ky  so  mUssen 

daselbst  die  Go^fficienten  von  y  auf  beiden  Seiten  einander 

gleich  sein.  Uieraus  folgt  mit  Uücksicht  auf  (y.) : 

(*•)  :s-=2'<l„7^P»M,  [r<rj. 

»1  =  0  * 

Nun  ! Kit  aberA  die  in  (ß.)  angegebene  Bedeutung;  sodass  also 
Dach  der  bekannten  Laplace^schen  EfUwwk^ng  die  Formel  statt- 
findet: 

Ans  den  beiden  letzten  Formeln  (d.J,  [e.)  ersieht  man  jetzt  so- 
fort, dass  die  Gonstanten     sämmtlich  s  1  sind : 

Die  Formeln  (49.)  fahren  daher,  mit  Rücksicht  auf  (20.), 
21.),  zu  folgendem  Resultate. 
Setzt  man 

uad  (emer : 


•  •  • 


■^4.1.8.4^  » 


10  fdlm  für  diese  Ausdrücke  CT,  V  fidgende  nach  den  (/i) 
fortschreitende  Entwickelungen: 

IitL-phjt.  ClAU«  IMO.  6 
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^  iir*-,  {ttit,  )  «-W ».('•.  W  . 

»  Ol  0 

['•<r,], 

uro  ©„,  ^„       in  (!3.)  anfjegehenen  Functionen}  vorstellen. 

i'nd  zuar  tat  die  erste  der  Entti-ickelmiyen  24.  yaiiz  all- 
fjemein  gültig,  für  beliebige  Werthe  von  r  und  r^ ;  hinyeyen 
dte  zweite  nur  dann  gültig,  ivenn  r  <  ist. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  hier  in  ^3.  an- 
uei^elienen  Ausdrücke  U  und  1  rcspective  mit  2j>  [H]  und  'Xq  {H) 
identisch  sind,  yian  erkennt  solches  direcl  liurch  Vergleichung 
der  Formeln  [2:i.  und  (13.).  Andererseils  ;d)er  kann  man  zu 
den  senannten  hlentitiiten  auch  dadurch  gelangen,  dass  nian 
die  Formeln  24.]  auf  den  speciellen  Fall:  ?•  ss  0  in  Anwendung 
bringt. 
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Friedrich  Engel,  Zur  Theorie  der  Zusammensetzuny  der 
endlichen  conlinuirlichen  Trans/ ormalionsgi'uppen*  (Vorgelegt 
von  ii.  Mayer.) 

Bei  verscfaiedeneD  Gelegenheiten  hat  Lie  darauf  hingewie- 
sen, daas  zwischen  der  Invariantentheorie  und  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  ein  sehr  enger  Zusammenhang  besieht. 
Inder  Tbat  führen  die  Li  ersehen  Untersuchungen  tkber  Trans- 
formatioDsgruppen  auf  eine  ganze  Reihe  von  Problemen ,  su 
deren  Behandlung  die  Invarianteniheorie  wie  geschaffen  er- 
scheint. 

Das  Folsende  ist  ein  Versucli,  in  der  angedeuldcn  Kich- 
lunii  finou  Atifan;^  zu  niaohen  und  die  Ijeiden  geuiuinlen  de- 
liiele  wirklich  in  Verbindung  mit  einander  zu  bringen.  Es  han- 
delt sicli  dabei  um  das  Problem,  alle  Zusaiumenselzungen  von 
r-gliedrigen  Transformationsgruppen  zu  bestimmen.  Dfisselbe 
ist  namenllich  für  die  Inlesiralionstheorie  von  hervoiragender 
Wichtigkeil;  denn  bei  allen  Inlegrationsproblemen  mit  bekaun- 
kn  Transformationsgruppen  hängt  die  Zahl  und  die  Ordnung 
derniedrigsten  Resolvenlen  nur  von  der  Zusammensetzung  der 
betreffenden  Gruppe  ab.  Es  ist  diess  ein  ümatandi  weichen  Lie 
sehen  ttfters  hervorgehoben  liat. 

Tom  invariantentheoretisehen  Standpunitte  aus  iLommt  nun 
das  genannte  Problem  darauf  hinaus,  eine  gewisse  trilineare 
Form  zu  untersnohen,  von  welcher  gewisse  Govarianten  iden- 
tisch verschwinden.  Wir  werden  zunächst  die  betreffende  Form 
aufstellen.  Die  blosse  Betrachtung  und  Interpretation  derselben 
wird  uns  eine  ganze  Reihe  von  neuen  Gesichtspunkten  liefern, 
ledenfillfl  scheint  die  hiermit  angedeutete  Untersuchungsrich- 
tUDg  zahlreiche  und  wichtige  Ergebnisse  zu  versprechen. 

6* 
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§1. 

Srkl&nui|^]i.  AaffteUnng  des  Probien». 

Die  Zusammensetzung  der  r-j^iiedrigeu  Gruppe  \^f  . ,  .  X,.f 
ist  durch  die  Conslanten  c^j^^  bestimmt,  welche  in  den  bekann- 
ten Gleichungen 

r 

(I)       ,A.A^,  =  A,(A*  /  )  -  Ak(A,  /J  qjk,  A,/ 

auftreien.  Diese  Coustanlen  genügen  den  Bedingungen 

und  ausserdem  den  Relationen 
r 

(/,  Ä:,  7,  5  =  I  . . .  r) , 
welche  ans  der  Jacobi 'sehen  Idenlitttt 

f *)        ((Vi  \k]  V  +  ((Afc A^  A.)  +  (  a;,  A J  A^)  -r  0 

folgen.  Hat  man  umgekebrl  ein  System  von  GonsUnten  Cgj^g, 
welches  den  Bedingiingen  (S)  und  genUgt,  so  giebi  es  immer 
r-gliedri|ze  Gruppen  von  der  betreffenden  Zusammenaetiung 
(vgl.  Lie;  Math.  Ann.  XXV,  S.  94). 

Das  System  der  Constanlen  c,;.;  wird  im  Allgemeinen  ein 
anderes,  wenn  man  die  infinitesimalen  Transformationen  Ai/*. .. 
X^f  durch  irgend  r  andere  unabhängige  Transformationen  der 
Gruppe  ersetzt,  wenn  man  also  die  Xf  linear  transformirt.  Zwei 
Systeme  von  c^.y,  welche  auf  diese  Weise  in  einander  über- 
geführt wenien  können,  bestimmen  natürlich  dieselbe  ZusanH 
mensetzuniz.  Die  Aufgabe,  alle  möglichen  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  su  finden,  kommt  daher  auf  die  Be- 
stimmung aller  Systeme  von  c^jf^  hinaus,  welche  nicht  durch 
lineare  Transformation  der  Xf  aus  einander  hergeleitet  werden 
können. 

Wir  inlerpreliren  nun,  wie  es  Lie  gewöhnlich  thut,  die 
oo' ~  '  infinitesimalen  Transformationen  ^?.).Xfif  unserer  r- 
gliedrigen  Gruppe  als  Punkte  eines  r— l)fach  ausgedehnten 
Raumes  H^.^^.  Die  Gritesen  k  haben  wir  dabei  als  hom<^ene 
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PuDktcoordinaten  aufzufassen,  während  die  A/  die  Rolle  von 
homogenen  Ebenencoordinalen  spielen.  D«ss  2^/;,.  .V^  /'  Sym]>oI 
einer  inünilesimalen  Transfonnalion  ist,  können  wir  miniuelir 
auch  so  aussprechen:  ^).f^Xiff=0  ist  in  Ebenem  uordinalen 
die  Gleichung  des  Punktes  /.^  :  .  . .  :  1^^  welcher  geouielrisch 
die  betreffende  Transfonnalion  darstellt. 

Aus  irgend  zwei  infinitesimalen  Transformationen  A, / 
und  lfij^.Xj.f  ergiel)t  sich  durch  Gonibination  eine  neue  inlini- 
iesimale  Transformation  der  Gruppe,  naiuUch : 

{Sit  JT, ,  2,if,  Xu)  ^2!kifik  i^i  A*)  . 

ik 

Geometrisch  hat  diess  den  Sinn,  dass  Irgend  zwei  Punkte  unseres 
(t*~1)  fachen  Raumes  nach  einem  gewissen  Gesetze  mit  ein- 
ander muUiplioirt  werden  und  als  Product  einen  dritten  Punlit 
des  Raumes  liefern.  Sind  zwei  Infinitesimale  Transformationen 
mit  einander  vertauschbar,  so  wird  das  Product  der  entsprechen- 
den Punkte  ein  unbestimmter  Punkt. 

Die  Punkte  des  Raumes  R^-i  ^t^Hon  also  die  infinitesima- 
len Transformationen  und  insofern  auch  die  eingliedrigen  Unter- 
gruppen unserer  r-gliedrigen  Gruppe  dar.  Die  q-yliedrigen 
Untergruppen  werden  durch  gewisse  lineare  (9 — 1 }  fache  Mannig- 
faltigkeiten, i/^.i?  dargestellt.  Eine  derartige  ^^^^^  bat  die 
Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  Punkte  mit  einander  multiplicirt 
immer  einen  der  .1/^.^  angebörlgen  Punkt  liefern.  Insbesondere 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  jeder  Punkt  einer  My^^  auch  noch 
mit  Jedem  Punkte  des  ganzen  Raumes  multiplicirt  einen  Punkt 
ergiebt,  welcher  in  der  Jf^.  ^  liegt.  Jede  J/,^  _  ^  von  dieser  Be- 
schaffenheit stellt  eine  9-gUedrige  invariante  Untergruppe  dmr. 

Diese  geometrischen  Betrachtungen  rühren  von  Lie  her. 
Indem  wir  daran  gehen,  dieselben  analytisch  zu  formuliren, 
wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  die  Punkleoordinaten  unseres 
B^_^  von  jetzt  ab  j.\  . . .  Xy  heissen  sollen,  die  Ebenencoordina- 
ten:  ii|  ... 

Es  seien  (^r^  ...  und  (^i  • . .  y^)  Punkte  des  Rau- 
mes und  also 

r  r 

4  I 


Digitized  by  Google 


80 


Fhibdricu  K.^gel, 


liozUglich  ihre  Symbole.  D.is  I^rodnct  dieser  lieiden  Punkte  ist 
ein  Punkt .  dessen  SnuiIujI  uei  .idt'/ii  durch  Mulliplicalion  der 
beiden  Symbole  Jüf.T  ^ //^i.  u^.  erlmlten  wird.  Die  Grossen 
//,  ...  verhalten  sieh  bei  dieser  Mnllijiücalion  wie  complexe 
Einheiten,  deren  l*roducte  sich  n  ermüde  der  Gleichungen 

r 

line;ir  durch  die  ursprUnuliehen  Einheilen  ausdrücken.  Kurz, 
das  Swtdxd  des  Productes  der  Punkte  x)  und  {y]  ist  die  tri- 
lineare  Furui : 

»  ...  r 

i  ks 

Aii(iers  ausgesprochen  :  =  0  ist  die  (iieichuu^  des  betreffen- 
den Punktes  in  Ebenencoordinalen. 

Die  Form  F  Isi  es  nun.  aufweiche  es  un>  hier  ankonunt. 
Jede  solche  Form,  fUi'  deien  (^oeflicienlen  c^/^g  die  Bedingungen 
2  und  (3)  erfüllt  sind,  definirl  eine  Zusammensetzung.  Zwei 
versciueilene  Formen  /''  definiren  dieselbe  Zusammensetzung, 
wenn  die  eine  in  die  andere  durch  lineare  Transformation  der 
Veränderlichen  x,  y,  u  Ubergeführl  werden  kann. 

Die  ganze  Aufgal»e  ist  somit  auf  die  invarianlenlheoretische 
Unlersuchung  der  Form  F  zurttckgeführt.  Die  Verilnderlichen 
7  und  //  bedeuten  dabei  houiogene  Punkt-  beztlglich  Ebenen- 
coordinalen eines  und  desselben  r —  i  fachen  H.unnes. 

Für  die  Bedingungen  [2]  und  [3)  ergiebt  sich  nunmehr  eni 
sehr  einfacher  Ausdruck. 

Die  Relationen  können  nüinlich  durch  die  Fo^erung 
ersetzt  werden,  dass  die  Covariante 

1 .. .  r 

iks 

der  Form  /•'  identisch  verschwinden  soll.  Andererseils  zieht  das 
identische  Verschwinden  der  Covariante 

I  .  . .  r 

r*)  .^^ikst^iVk^j^s 

i  kj  s 

das  Bestehen  der  Gleichungen  3)  und  also  der  Jacob i'scben 
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Itlentilät  4)  n;ich  sich.  Dass  (T)  wirklich  eine  Covariaate  voa 
/•'ist,  liisst  sich  ohne  Schwieriiikeit  einsehen. 

Rein  inviiriantenlheorelisch  küDoen  wir  soniil  unser  Pro- 
blem folgendermassen  aussprechen  : 

Es  soll  das  volle  System  von  Invarianten  und  Covarianten 
der  Form  F  aufgestellt  werden  unter  der  Voraiissetznnyf  d<us  die 
beiden  Covarianten  (6)  und  (7)  identisch  verschwinden. 

Das  Verschwinden  der  Covariante  (6)  sagt  aus,  dass  die  X 
und  ^  in  F  nur  in  den  Verbindungen  x^yj^  —  Xj^y^  vorkommen, 
dass  wir  es  also  im  Grunde  nur  mit  einer  bilinearen  Form  zu 
tbun  haben,  welche  ein  System  Linien-  und  ein  System  Ebeoen- 
coordinaten  enthält. 

Aus  dem  Verschwinden  von  (7)  lasst  sich  schliessen,  dass 
die  drei  Punkte,  welche  durch  die  symbolischen  Producte 
{{xy)  z)j  ({yz)x)t  ((zXf  y)  dargestellt  werden,  auf  einer  geraden 
Linie  liegen. 

Im  Frhj,'nden  wird  immer  vorausyesetst^  dcas  die  Covaricuh- 
ten  (6)  und  (7)  identisch  verschwinden. 

§8. 

Interpretation  der  auftretenden  Form. 

Setzen  wir  die  Form 

\  ...r 

gleich  Null,  so  wird  jedem  Punkte  'z^  . . .  z^]  unseres  eine 
Collineation  zugeordnet.  Diese  CoIIIneation  fuhrt  jeden  Punkt 
[x)  in  den  Punkt  Uber,  welcher  sich  durch  Multipiication  von 
[x]  mit  [z)  ergiebt;  sie  ist  ausgeartet,  denn  dem  Punkte  (s) 
selbst  ordnet  sie  keinen  bestimmten  Punkt  zu,  sie  Terschwindet 
ja  identisch  fttr  x^^  z^* 

Aber  die  besprochene  endliche  Collineation  lässt  sich  auch 
als  Symbol  einer  infinitesimalen  Collineation  betrachten^  der- 
jenigen nilmlich,  welche  durch  die  Gleichung 

r  1  ...r 

Xi  Ui  H-  öt^Ciks  J^i  -ik  W,  —  0 
4  iks 
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bestimmi  ist.  Schreiben  wir  diese  Gollineation  in  aufgelöster 
Form  und  swar  in  Pimktcoordinaton,  so  haben  wir: 

(8)  =    +  }ar,  ' 

st'[iroil)on  \vir  sie  dagetion  in  den  zugehörigen  Ebene ncoordina- 
ten,  so  erscheint  sie  in  der  Geslalt: 

(9)  Ui-I^  6t, 

Lie  hat  diese  Schaar  von  infinitesimalen  Goüineationen  auf 
anderem  Wege  gefunden  und  von  ihr  l)ewiesen,  dass  sie  elae 
projeclivische  Gruppe  erzeugt,  welche  mit  der  Gruppe  X^f..,Xf[ 
Isomorph  ist  'vgl.  Lie ,  Math.  Annalen  XXV,  S.  93) ;  sie  möge 
die  adjungirte  Gruppe  der  letzteren  heissen. 

Wir  behaupten  nun,  dass  jede  infinitesimale  Tranrformatim 
der  adjungirten  Gruppe  die  Form  (5)  invariant  lOssi.  Zum  Be- 
weise berechnen  wir  das  Increment,  welches  diese  Form  bei 
der  infinitesimalen  Gollineation  (8),  (9)  erhöH;  wir  finden: 

4  . . .  r 

ikjs 

Hier  ist  aber  der  Factor  von  dt  genau  die  Covariante  (7  ,  welche 
nach  Voraussetzuni:  identisch  verschwindet;  damit  ist  unsere 
Behauptung  bewiesen. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  stellt  eine  infinitesimale 

Transformation  der  adjungirten  Gruppe  dar  und  bleibt  bei 
dieser  Transformation  invariant.  Eine  lineare  welche 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe 
gestattet,  die  zu  ihren  oo^*^  Punkten  gehören,  stellt  eine  9- 
gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  A\  f X^f  dar.  Gestattet  die 
Jtf^-i  tlberhaupt  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  ad- 
jungirten Gruppe,  so  stellt  sie  eine  invariante  Untergruppe  dar. 

Verbinden  wir  diese  von  Lie  herrührenden  Sätze  mit  dem 
oben  aufgestellten,  dass  die  Form  P  alle  Transformalionen  der 
adjungirten  Gruppe  gestattet,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Jede  lineare  Mannigfaltigkeit  des  I^r^iy  welche  eine  Cora- 
riante  der  Form  F  ist,  stellt  eine  invariante  Untergruppe  drr 
Gruppe  \^  f  . X,.f  dar. 

Die  betreffende  Mannigfaltigkeit  gestattet  nUmlich  alle  Col- 
linealionen,  welche  die  Form  F  zulUsst,  insbesondere  gestattet 
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sie  daher  alle  infinitesimiileD  IraiisformatioiieD  der  adjuugirleu 
Gruppe. 

Eine  einfache  liriippe,  d.  h.  eine  ohne  invariante  l'ntev' 
grtippen,  würde  daher  invarlnnienlheoretisch  dadurch  zu  ch;t- 
rakterisircn  sein,  dass  zu  der  entsprechenden  Form  t  kein 
covarianter  Punkt,  keiuo  covnriiinte  Gerade,  Uberhaupt  keine 
covariante  lineare  Manni^^falligkeil  gehört. 

Die  Fonn 

ist  eine  GoYariante  Ton  F.  Gleich  Null  gesetsi,  stellt  sie  eine 
covariante  lineare  Jf|..,  und  in  Folge  dessen  eine  invariante 
(r— 1]gh*edrige  Untergruppe  dar  (vgl.  Lie,  Archiv  for  Math,  og 
Naturvid.  X,  S.  88  f.).  Ware  also  die  Gruppe  X^f . . .  X^f  ein- 

fach,  so  mtlssten  alle  Ausdrücke  ^Cjtt  versehwinden. 

k 

Selsen  wir  die  Coordinaten  der  covarianten  i^r-t 
Gleichung      0  ein,  so  erhalten  wir  einen  covarianten  linearen 
Gomplex,  nllmlich: 

1  . . .  r       1  . . .  r 
ik  ttt 

Der  Pol  unserer  in  Bezug  auf  diesen  Compiex  würde  ein 

co\ iiri.iiitpr  Punkt  sein,  aber  es  zoiut  sidi.  dass  der  Coinple.v 
(llj  iD  Folge  der  Jacob i'schen  identiui  verschwindet.  Bilden 

wir  nämlich  von  der  Form  (7)  die  Covariante  2  welche 

natürlich  auch  identisch  verschwindet,  so  erhallen  wir  den  ver- 
schwindenden linearen  Compiex: 

4...r  r 
I*  4 

t 

Diess  aber  ist  genau  der  oben  gefundene^  wie  aus  den  leicht 
zu  verificirenden  Gleichungen 
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r  r  r 

A"  —  4  . .  ,  f*] 

hervorgehl. 

Die  Gleicliui)i-<  n  12^  liefern  uns  einen  direclen  Beweis 
eines  zuerst  von  K  i  1 1  i  n  u  bemerkten  Satzes  [vgl.  Killing. 
Zur  Theorie  der  Lie  sehen  Tnuisforniationsi^ruppen  §  4.  Brauns- 
berg !886j.  Aus  12  folgt  nämlich  unmittelbar:  entweder 
müssen  die  r  Gleichungen 

r 

^  Crst  =  Ö    (y  =  4  . . .  r) 

i 

befriedigt  sein  oder  es  müssen  alle  r-giiedrigen  Delerminanteu 
verschwiDdeo,  deren  Horizontalreiben  die  Form 

!  <^<»i  •  •  •  ^ikr  I 

haben.  Letzteres  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  von  Ril- 
ling  a.  a.  0.  definirte  Zahl  p  l^leiner  als  r  ist. 

An  dieser  Stelle  wird  es  vielleicht  passend  sein,  wenig- 
stens anzudeuten,  wie  sich  die  Untersnohung  der  Form  P  in 
dem  interessanten  und  doch  immer  noch  einfachen  Falle  r  «  3 
gestaltet. 

Für  r  =  3  wird  die  Form  Feine  l^ilincare  Form  in  Linien- 
eoordinalen  der  Ebene  und  stellt  somit  eine  Heeiprocitiil  dar. 
Zu  dieser  Heciprocitat  gehört  eine  covariante  Goratle,  eben  die 
früher  Iiesproehrne  lineare  (vgl.   lOj)  und  ausserdem  eine 

covariante  (Un  \e  zweiter  Klasse.  Die  Jacobi'sche  Identität  ver- 
langt, dass  der  Punkt  (11),  welchen  die  HeprociliU  der  cova- 
rianlen  Geraden  zuordnet,  identisch  verschwindet.  Es  sind 
daher  zwei  Ilauptfillle  zu  unterscheiden :  Erstens  die  Curve 
zweiler  Klasse  ist  nicht  ausgeartet,  dann  nmss  die  besprochene 
Gerade  identisch  verschwinden  und  die  Reciprocitat  ist  ein 
Polarsystem.  Ist  dagegen  zweitens  die  Curve  zweiter  Kiasse 
ausgeartet,  so  braucht  die  covariante  Gerade  nicht  zu  ver- 
schwinden. Eine  Heihe  Unterfülle  können  da  noch  eintreten, 
denn  die  Curve  zweiter  Klasse  kann  sich  entweder  auf  ein 
Punktepaar  oder  auf  einen  doppeltzählenden  Punkt  reduciren 
oder  sie  kann  endlich  identisch  verschwinden.  Zu  allen  diesen 
Füllen  gehören  Typen  von  Zusammensetzungen  dreigliedriger 
Gruppen. 
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§  3. 

Sätse  tber  swoi*,  dr«i-  und  iriMrgliodrige  Untergruppen. 

Wird  die  Form  Fals  eine  bilioeare  Form  mit  einem  Systeme 
LtnteD-  und  einem  Systeme  Ebenencoordinaten  aufgefasst,  so 
ordnet  sie.  gleich  Null  gesetzt,  jeder  Geraden  einen  Punkt  zu. 
Liegt  zuföllig  dieser  zugeordnete  Punkt  auf  der  Geraden  oder 
wird  er  unbestimmt,  so  stellt  die  Gerade  eine  xweigliedrij^e 
CDiergnippe  der  Gruppe  A\  f  . , »  X,.f  dar. 

>uii  üiel)t  es  im  oo***"*  Gerade  und  zu  jedei-  gehört 

einer  von  den  oo*'"  '  Funkten  des  Soll  dieser  I'unkt  auf 

(ItT  lieradt'U  liegen,  so  sind  das  r  — 2  Bedingungen,  soll  er 
iinl'esliiMint  wt-rdfu ,  so  sind  lias  /• :  dir  ersU'  l  orderung  ist 
daher  mindestens  für  oo'"~-  Gerade  erftlllt,  die  zweite  füi-  min- 
destens oo''"*;  von  den  betreffenden  oo' *~  -  Geraden  tieht 
Ubeniiess  dureb  jeden  Punkt  desH^^^  mindestens  eine.  Also 
giU  der  Satz : 

Satz.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  enthalt  wenigstens  oo**^*  stvei-^ 
glkdriye  Vntcrgntppen  ,  icorunter  sicher  oo'*"~*  ?nit  vertaut^'- 
barm  infinitesimalen  Transformdtionen.  Jede  eingliedrige  Unter-^ 
gruppe  iU  in  einer  zweigliedrigen  enthalten, 

Wohl  zu  bemerken  ist,  das»  auch  fUr  r  s  4  sieber  ver- 
lauscbbare  infinitesimale  Transformationen  in  der  Gruppe  ent- 
halten sind. 

Die  Existenz  von  zweigliedrigen  Untergruppen  hat  Lie  auf 
anderem  Wege  bewiesen  vgl.  Archiv  for  Math,  og  Naturvid.  l, 
Ahh.  II  am  Ende).  Den  wiehligen  Satz,  dass  jede  Gruppe  mit 
mehr  als  drei  Paranietern  sieher  verlauschbare  infinitesimale 
Transformationen  enthüll,  hat  Killing  zuerst  aulgestellt,  ohne 
den  beweis  niilzulheilen  [vgl.  den  §  3  seiner  »ErweileruDg  lies^ 
RaumbegrilTes  .  Braunsberg  1 884-  . 

Lie  hat  weiter  bewiesen  aber  bisher  ist  der  Beweis  noch 
niclit  veröffentlicht),  dass  innerbalb  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
jede  zweigliedrige  Untergruppe  in  einer  dreigliedrigen  ent<^ 
hallen  ist. 

BerOckaiebtigen  wir  aber  den  Umstand,  dass  es  in  jeder 
Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern  vertauscbbare  Infinitesi- 
male Tranaformatienen  giebt,  so  können  wir  nooh  einen  Sebritt- 
weiter  geben.  Wir  kdnnen  zeigen,  dass  in  jeder  Gruppe  mit 


FftiBftticH  Enml, 


mehr  als  vier  Parametern  viergliedrige  UntergnippeD  existiren. 
Zum  Beweise  dieses  \vichti!.'en  Salzes  führt  uns  genau  dieselbe 
Methode,  deren  sich  Lie  bei  dem  noch  nicht  veröffentlichten 
Beweise  fUr  die  Existenz  von  dreigliedrigen  Untergruppen  be- 
dient bat. 

Es  seien  C^f C^f  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  tuX^f..,  X^f  gehörigen acyimgirten  Gruppe  (sieche  (8)  und 
(9))  und  also: 

r 

Jedem  Punkte  %^  ist  eine  infinitesimale  Transformation 

(CoUineation)  der  adjungirten  Gruppe  zugeordnet,  nämlich: 

wir  kannen  daher  diesen  Ausdruck  geradezu  als  Symbol  des 
Punktes  S| . . .     ansehen.  Führen  wir  auf  den  Punkt  («i  • .  - 
die  infinitesimale  CoUineation  C^f  aus,  so  geht  derselbe  in  einen 
Punkt  über,  dessen  Symbol  ist: 

r  r 

Wenn  daher  insbesondere  die  beiden  infinitesimalen  Collinea- 
tionen  C.f  und  2  zj^Cj^f  mit  einander  verlauschbar  sind,  so  Idsst 
C^f  den  i*unkl  ' .  .  .  3,.)  invariant. 

Denken  wir  uns  jetzt  (r  >  3)  die  intinitesimalen  Trans- 
formalionen unserer  Gruppe  so  gewühlt,  dass  X^f  und  -V,/'  mit- 
einander vertauschbar  sind.  C^f  und  C^f  sind  es  da  natürlich 
auch.  Alle  infinitesimalen  Collineationen  von  der  Form  s^C^f 
4-  »fC^f  werden  dann  durch  die  Punkte  einer  Geraden  dar- 
gestellt und  zwar  lässt  jede  solche  infinitesimale  CoUineation 
alle  Punkte  der  betreffenden  Geraden  stehen. 

Nun  transformiren  wir  den  ganzen  Raum  Af..,  vermittelst 
der  projectivischen  Gruppe,  welche  von  den  oo*  infinitesimalen 
Transformationen  »iC^f-h  %^C^f  erzeugt  wird.  Dabei  bleibt  die 
besprochene  Gerade  invariant,  aber  die  oo**'' linearen  Jl«, 
welche  durch  dieselbe  hindurchgehen,  werden  unter  einander 
vertauscht  und  zwar  durch  eine  projectivisohe  Gruppe,  die  im 
Allgemeinen  zwei,  unter  Umstanden  aber  auch  weniger  Para- 
meter enthalt.    Eine  zweigliedrige  projeotivische  Gruppe  des 
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Raumes  von  n  Dimensionen  lässt  aber  sieber  einen  Punkt  in- 
variant. Wenden  wir  dtess  auf  unseren  Fall  an,  so  erkennen 
wir,  dass  von  den  eben  erwähnten  oo'''"'  linearen  JV,  sicher 
eine  stehen  bleibt. 

Irgend  ein  Punkt  (s«'-..  V)  invarianten  bewegt 
sich  dann  bei  allen  infinitesimalen  Transformationen  :s^  C^  /*+  C^f 
auf  dieser* Jl,.  Analytisch  ausgedrückt :  swischen  CJ\  C  J  und 

beslehen  ßeziehuDgeu  voo  der  Form: 

(C,C')  «  a,C,  +  a,C,  -h  «,C' 

C,C')  =/5?.C,  +^,c,  +^,C'. 

Kurz,  die  lineare  J/,,  welciie  durch  die  drei  Punkte  C^f,  C^f,  C'f 
hesiimmt  ist,  stelit  eine  dreigliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 
. . .  Xff  dar. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wit-  nnnehmen,  dass  C'f 
eben  die  inünitesiniale  Tritnsformalion  V^f  ist.  Ausserdem 
setzen  wir  noch  ?*  >  3  voraus. 

Nunmehr  transformiren  wir  die  Punkte  unseres  B,,^^  durch 
die  oo*  infinilesimalen  Collineationen  3^C^f  z^C^f  +  ^tfC^f, 
Dabei  bleibt  die  eben  definirte  lineare  stehen,  hingegen 
werden  die  oo'"*  hindurchgehenden  linearen  3/,  untereinander 
ver lauscht  und  zwar  durch  eine  projeclivische  Gruppe  mit  drei 
oder  weniger  Parametern. 

Es  ist  klar,  dass  wenigstens  eine  von  diesen  linearan 
fest  bleibt.  Denn  auch  gesetzt  die  besprochene  proieotiviscfae 
Gruppe  wöre  dreigliedrig:  sie  enthält,  wie  wir  wissen,  zwei 
vertauschbare  infinitesimale  Transformationen,  es  giebt  daher 
in  ihr  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe;  eine  solche 
dreigliedrige  projectivische  Gruppe  des  Raumes  von  n  Dimen- 
sionen lässt  aber  sicher  einen  Punkt  invariant. 

Ist  {z^  ...  Sy.)  ein  Punkt  der  invarianten  Jf,  und  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

r  _ 

Jgli»Ct/  =  c/, 
SO  bestehen  offenbar  Relationen  von  der  Forn> 
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(C,C)  =  u,r,  -h  ;       -h      C,  -h  7.,C 

<  =  1.  i,  :3  . 

d.  h.  die  betreffende  J/,  stellt  eine  viergliedrige  Uotergroppe 
der  Grtt(>pe  X^f,..  x/f  dar.  Dieses  Ergebniss  kdnnen  wir 
folgenderaiassen  aussprechen: 

8atf .  Jede  Gruppe  mit  mehr  als  vier  PorameUm  enthält 

vieryliedn'fje  Untergruppen  und  swar  ist  jede  zwei^iedrige  Unter-  I 
yruppc,  deren  infinitesimale  Transformationen  vertausdAar  sind,  , 
in  einer  vier qliedr igen  enthalten.  \ 

Man  k.tun  nit  iit  so  ohne  Weiteres  in  (ler^elben  Weis^  rfie  ^ 
Existenz  von  fUnfuliedriueii  l  iiUTiiriipiK'n  erscliliesseii.  Zwnr 
enthält  jede  vierj:lit'dri£:e  («iupj)e  »'ine  inv<iri;«nte  dreigliedripe 
UnterLTii])po.  aber  dies«'  letztere  hniueht  nicht  iKilliwemiii!  eine  I 
inviiriante  zweigliedrige  InlerLTupite  zu  enlh.Uten.  Iiiimerijifi 
wird  sich  wohl  ein  dem  vorheri^eheiiden  entsprechender  allse-  I 
meiner  Satz  auch  Uber  fUnfgliedrige  Untergruppen  aufstellen 
lassen.  { 

Der  eben  gefundene  Satz  ist  namentlich  deswegen  von  i 
Wichtigkeit,  weil  sich  mit  Hülfe  desselben  nachweisen  lässt.  | 
ddss  es  keine  einfache  siebengliedrige  (h  uppe  giebt.  Bisher  hatte 
Lie  nur  nachgewiesen,  dass  eine  einfache  vier>.  fünf-  oder  ' 
sechsgliedrige  Gruppe  nicht  existirt. 

Die  gritosle  Untergruppe  einer  siebengliedrigen  Gruppe 
enlbttlt  nttmlich  nach  unserem  Satze  entweder  sechs  oder  fflaf 
oder  vier  Parameter.  Lte  hat  aber  gezeigt  'Math.  Ann.  XXV, 
S.  132,  434),  dass  eine  einfache  r-gliedrige  Gruppe,  deren 
grOsste  Untergruppe  mehr  als  r^4  Parameter  enthalt,  entweder 
drei  oder  acht  oder  zehn  oder  endlich  fQnfsehn  Parameter  hst. 
Der  Fall  r  s  7  ist  somit  ausgeschlossen. 
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Anatomie  der  Groashirnyanylieii  des  Menschen,  [Milgelheilt  von 
Paul  flechsig,  *) 

Das  Hauplobject  dieser  im  Laboratorium  der  Irienklinik 
lu  Leipzig  augesleliten  Untersuchungen  bildeten  in  Clirom- 
salzen  erhiirtete  Gehirne  Krwnchsener.  deren  Oanij^lien  irgend- 
wie auffallige  krankliafte  VeriiiHieriiMLieii  nicht  darboten.  Zur 
Controle  wurden  menschliche  Fötus  und  Neugeborene,  sowie 
Gehirne  Erwachsener  mit  grösseren  Uerderkrankungen  und 
sccundüren  Degenerationen  herbeigezogen.  Die  in  verschie- 
denen Richtungen  (frontal,  sagiltal,  horizontal  etc.)  angelegten 
möglichst  lückenlosen  Schnittreihen  wurden  mit  Hilmatoxylin 
nach  Weigert*s  älterer  Methode  gefärbt,  wobei  es  gelang, 
auch  die  feinsten  nervOsen  Fasernetze  der  GrossbimgangHen 
klar  darzustellen. 

4)  SehhttgeL 

Die  seit  Burdach  übliche  Kintheilung  des  Thalamus 
opticus  in  drei  »Kerne« ,  einen  oberen,  äusseren  und  inneren, 
enlsprichl  nur  unvollkommen  den  thatsüchlichen  Verhaltnissen 
utul  bedarf  denigemäss  der  Berichtigung.  Der  innere  Kern 
burdach's  und  das  von  Diesem  zum  äusseren  Kern  gerechnete 
l'iitvinar  fliessen  nicht  nur,  wie  insbesondere  Uorizontalschnitte 
au&  höheren  Ebenen  des  Sehhtlgels  lehren,  ohne  scharfe  Grenze 
ineinander,  sondern  bieten  überdies  ein  so  übereinstimmendes 
Verhalten  bezüglich  ihrer  Verbindungen  mit  anderen  Theilen 
der  Centraiorgane  dar,  dass  es  sich  empfiehlt ,  beide  unter 


1)  Vorgetragen  in  d.  Sitzung  d.  math.-phys.  Classe  v.  8.  Febr.  1886, 
«Iis  Manuscript  eingeliefert  ia  d.  Sittg.  v.  8.  MSrz. 
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einem  Namen  zusammen  zu  fassen.  Sie  bilden  an  Masse  weitans 
den  grössten  Theil  des  Sehbügels,  weshalb  die  Bezeichnung 
•Hauptkenui  des  Thalamus  am  Platze  sein  dttrfte»  Gharakte~ 
ristisch  für  den  Hauptkern,  insbesondere  dem  »äusseren  Kernt 
ßurdach's  abzüglich  !]  des  Pulvinar  gegenüber,  ist  die  atts^ 
ffiebige  Verbindung  mit  det*  Grosshimrmäe  und  der  Mangel  um- 
fänglicher directer  Lettungsbahnen  zum  GrosshirnscheDkel  bez. 
zu  peripheren  Apparaten.  Der  grösste  Theil  der  Stabkranz- 
bUndel  des  Thalamus  dringt  in  den  Hauptkem  ein  und  gelangt 
hier  bis  zu  einem  Gebiet,  welches  den  Namen  ^>  Centredgebiet  des 
Hauptkemat  führen  möge.  Dasselbe  liegt  ungefähr  in  der  Mitte 
zwischen  vorderem  und  hinterem  SehhUgelrand,  annähernd 
gleichweit  entfernt  von  den  Spitzen  des  Hinterhaupts-  und 
Stirnlappens.  Im  Gentraigebiet  des  Hauptkerns  lösen  sich  die 
von  allen  Seiten  her  zuströmenden  StabkranzbUndel  auf,  so- 
dass innerhalb  des  fraglichen  Gebiets  nur  ein  dichtes  Netzwerk 
markhaltiger  Faserchen  angetroffen  wird,  neben  welchem  ir- 
gendwie compactere  Fasennassen  vom  Charakter  der  Stabkranz- 
bUndel nicht  zu  finden  sind.  In  den  peripheren  Zonen  des 
Hauptkerns  hingegen  treten  mit  gegen  die  Peripherie  zuneh- 
mender Mächtigkeit  mehr  und  mehr  markhallige  parallelfasrige 
Züge  in  den  Vordergrund,  welche  sich  in  den  Stabkranz  ver- 
folgen lassen  —  dazwischen  ein  örtlich  an  Diehlo  wechselndes 
Maschenwerk  von  feinen  und  stärkeren  niarkhaltiL;en  Fasern. 
Das  Centralgehiet  des  llauplkerns  steht  nun  wie  insbesondere 
auch  durch  das  Studium  der  serundMren  Degenerationen  hei 
Rindenherden  bewiesen  wird)  nicht  nur  mit  allen  Lappen  bez. 
Windungsgebieten  des  Grosshirns.  sondern  auch  durch  Linsen- 
kernschlinge  und  >uinteren  Sehhügelsliel«)  mit  dem  Streif 
fiii(j('l  fs.  u.)  in  auspiehiusler  Verhinduni!.  Ueberdies  gehen  aus 
dem  (ienlraiiiehiel  des  iiauptkerns  Fasei  n  hervor,  welche  sich 
der  Taenia  thalaini  optici*),  sowie  dem  centralen  Huhlengran 
des  (l ritten  Ventrikels  zugesellen.  Iliernuc/i  nimmt  das  Ccnfral- 
yehiet  des  Iiauptkerns  des  Seldiut/els  eine  ganz  eigenartige  Stellung 
in  der  (iesammtnrganisation  des  Vorderhirns  ein,  indem  es  mit 
allen  grauen  Massen  denselben  in  Verbindung  tritt,  —  Der 


1  Moglicherweise  gehen  die  Fasern  der  Taenia  thalaini  optici  lii^r- 
n  ietjend  dirrct  aus  <l*>!i)  shihkranz  hervor,  verbinden  sieb  also  nicht  mit 
der  Substanz  des  Thuiainu.s. 
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•oÄere«  kern  des  Selihügels  luUerscheidel  sich  vom  Haiiptkern 
durch  den  Besitz  eines  dichteren  mju  klialtigen  Fasernetzos,  aus 
welchem  u.  A.  auch  das  Vict|  d'Azyr'sche  Bündel  zum  furüss- 
ten  Theil  hervori^eht.  Die  Netze  des  oberen  und  llauptkerns 
hyniren  innii;  zusammen.  —  Das  der  inneren  K.ij)st  l  anliei?ende 
Gebiet  des  SehhUgels,  welches  dem  äusseren  Kern  der  Autoren 
ahzfJjzlich  des  Pulvinars  entsprielit  und  den  Namen  «iUisserer 
kerna  behalten  motie,  ninunt  eine  besondere  Stellung;  insofern 
ein,  als  hier  zahlreiche  Fasern  aus  dem  Grosshirnschenkel  ein- 
treten, welche  zum  grösseren  Theil  aus  dem  rothen  Kern  der 
tlaube  hervorgehen  und  eine  Verknüpfung  von  Sehhügel  und 
Kleinhirn  elc.  vermilteln.  Auch  einzelne  Fasern  der  Schlei/'en- 
tekkht  dringen  (s.  u.)  bis  zum  Äusseren  Kern  des  SebhUgels 
vor,  desgleichen  Stabkranzfasern.  welche  Überwiegend  aus  dem 
Scbeitelhirn  und  den  Gentraiwindungen  hervorzogehen  scheinen. 
Bndlich  lassen  sich  auch  zahlreiche  Faserbttndel  vom  Traelus 
opticus  und  äusseren  Kniehötker  her  bis  in  den  äusseren  Kern 
verfolgen,  in  welch  letzterem  sie  parallel  der  inneren  Kapsel 
bis  zur  Oberfliicbe  des  Sehhttgels  aufsteigen.  Durch  das  Zu- 
sammentreffen dieser,  aus  Grosshimschenkel  und  Tractus  opti- 
eus  hervorgehenden  BQndel  entsteht  Im  äusseren  Kern  ein  un- 
gemein dichtes  engmaschiges  Netzwerk  marfchaltiger  Fasern,  in 
welches  Ul>erdies  zahlreiche  StabkranzbUndel,  welche  theils  im 
äusseren  Kern  enden,  theils  ihn  nur  durchziehen,  eingelagert 
sind.  Die  weisse  Substanz  überwiegt  demgemiiss  im  ilusseren 
Kern  ijesenübcr  der  liianen  erheblich,  wahrend  im  Central- 
gebiet  des  llauptkerns  das  uniizekehrte  Verhalten  zu  Tage  tritt. 

Zwisehen  llaiiplkern  und  iiusserem  Kern  liegt  als  theilweise 
wohlabizegrenzte  Masse  das  Ccutrc  iiivdidn  von  Luys.  Auf  Hori- 
zontalschnitten  aus  höheren  Fbenen  erschelTil  es  ziendich  genau 
in  der  Milte  des  SehhUgels.  In  den  basalen  Hegionon  rüekt  es 
mehr  gegen  tien  inneren  Sehliiigelrand  und  schiebt  sich  ein 
zwischen  den  vorderen  und  hinteren  Abschnitt  des  llauptkerns 
i.  zwischen  den  inneren  Kern  im  Sinne  Burdach's  und  das 
Fulvinar  —  worauf  die  von  Burdach  gegebene  F'inlheilung  des 
SebhUgels  zurückzuführen  ist.  Indess  sind  auch  in  den  basalen 
Sehhügel  bezirket!  der  vordere  und  hinlere  Abschnitt  des  Haupt- 
kems  nicht  völlig  getrennt,  sondern  durch  Brücken  grauer  Sub- 
stsDz  verbunden,  da  das  Gentre  median  nirgends  bis  an  die 
mediale  Flache  des  Thalamus  heranreicht.  In  das  Gentre  m^ian 
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dringt  von  unten  her  eine  Fortsetzung  der  Schleifenschicht  ein 
und  zwar,  wie  das  Studium  des  fötalen  Gehirns  lehrt,  ein 
Faserzug,  welcher  nach  abwilrts  mit  den  Kernen  der  zarten 
Strange  und  somit  indirect  mit  den  Hinter-  (Goll'schcn)  Striin- 
gen  des  Rticiienmarices  zusammenhängt.  Fraglich  isl ,  oh  die 
Mehrzahl  dieser  BUndel  im  Centre  mcdinii  ein  Knde  (indol:  ein 
Theil  üherschreitot  sicher  die  äussere  (ireiize  des  letzteren  und 
geht  in  den  äusseren  Kern  des  Selilidgeis  über.  Naeii  innen 
gehen  aus  dem  Centre  median  zaidreiche  Fasernelze  hervor, 
welche  sich  in  das  centrale  Ilühlengrau,  besonders  in  der  Um- 
gebung des  Rl  e  y  n e  r  l'schen  Mündels  einsenken.  An  nach  vorn 
geneigten  Fronlalschiiitten  gelingt  es,  diese  Netze  im  Höhlen- 
grau  des  Aquaeductus  Sylvii  bis  untnitlelbar  an  die  ( )(mi1oiiio- 
torius- Kerne  hernn  zu  verfolgen.  Auch  Stabkranzbiindei  drin- 
gen in  das  Centre  median  ein,  welche  darin  zu  <Miden  scheinen: 
sie  kommen  überwiegend  aus  der  Gegend  des  Scheitel-  und 
Uinterbauplslapitens. 

Zwischen  dem  Centre  njedinn  und  den  vom  rothen  Kern 
der  Ilauhe  zum  ;nisseren  Kern  zieheiKieu  Bündeln  sondert  sich 
eine  weilere,  zietniich  maikarme  Masse  grauer  Substanz,  in 
(iestall  einer  gekrümmten,  das  (AMitre  median  an  der  Basis 
schalenförmig  umhüllenden  Piatie.  Hie  Scheide  zwischen  die- 
sem >>sch(iletifürmi(fen  h'Urper*.*.  und  <lem  Centre  median  wird 
gebildet  durch  eine  Marklamellc.  welche  aus  der  Grosshirn- 
schenkelhaube  bez.  dem  anliegenden  centralen  Ilühlengrau  her- 
vorgeht. In»  Centre  median,  wie  im  schalenförmigen  Körper 
finden  sich  neben  I  .isci  l»iin<lelii  feiue  markhaltige  Fasernelze, 
welche  ohne  scharte  tirenze  in  einander  übergehen,  wie  denn 
Uberhaupt  die  Nervenfasernetze  aller  Hezirke  des  Sehhügels 
duri'h  dessen  ganze  Ausdehnung  hindurch  ununterbrochen  zu- 
sanmienliängen.  F^igenthündich  sind  den  einz(>lnen  'Kernen« 
nur  die  besonderen  Beziehungen  zu  den  von  aussen  in  den 
SebhUgei  eintretenden  Leilungsbubnen,  bez.  Systemen. 


2)  St^reifenhUgel. 

Im  Linsenkern  zeigt  das  drille  Glied  (Pulamen)  andere 
Struclurverhällnisse ,  als  das  zweite  und  erste  Glied  (dobus 
pallidus).   Durchaus  mit  dem  Putanien  übereinstimmend  ver- 
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bäll  steh  der  Nucleus  caudatus,  sodass  beide  xweckmässig  als 
SCreifenhügel  dem  Globus  pullidus  gegenüber  gestellt  werden* 
Im  »SireifenhügeU  (in  diesem  Sinn)  lassen  sich  zwei  Ar- 
ten von  Fasern  unterscheiden:  1)  parallelfaserige  Bunde!  von 
sehr  geringem  Markgehalt,  welche  von  einseinen  stärkeren 
markhaltigen  Fasern  begleitet,  streckenweise  förmlich  um- 
sponnen werden ;  2  Fasorneize,  welche  Uberwiegend  aus  Stär- 
keren markhaltigen  Fäserchen  besteben.  Die  ersteren  entstehen 
aus  der  grauen  Substans  des  Putamen  und  Nucleus  caudatus 
und  sieben  meist  radiär  zur  convcxen  Oberfläche  dieser  Müssen 
gegen  die  innere  Kapsel  und  in  den  Globus  pallidus.  Die  in 
letzteren  eingetretenen  Zuge  entliehen  sich  darin  zum  grösseren 
Theil  der  weiteren  Verfolgung,  so  dass  es  vorI<iulig  unentschie- 
den bleiben  muss,  in  wie  weit  sie  mit  den  Ganglienzellen  des 
Globus  pallidus  Verbindungen  eingehen  bez.  sich  in  letzterem 
in  ninrkhnilige  Fasersüge  von  stärkerem  Kaliber  umwandeln 
(s.  u.).  Ein  Theil  der  markarmen  parallelfasrigen  Ztlge  des 
Streifenhügels  dringt  unverändert  bis  zur  inneren  Kapsel  vor; 
dieselben  liegen  in  höheren  Schnittebenen  zumeist  längs  dem 
Innenrand  des  ersten  IJnsenkcrngliedes  an  der  äussere^ii  Flache 
<ier  Kapsel;  weiter  nach  abwUrts  ziehen  sie  quer  durch  die 
Kapsel  (zwischen  den  aus  der  Grosshirnrinde  zum  Fuss  des 
ilirnschenkels  vorlaufenden  Bündeln)  hindurch  und  gelangen 
so  auf  die  mediale  FlJlche  der  Kapsel.  Sie  };chen  in  den  Gross- 
hirnschenkelfuss  (Iber  und  zwar  in  dessen  ol>ere  F)lage,  wo  sie 
sich  zum  Theil  in  den  inneiuMi  zwei  Dritteln  der  Substanlia  nii/ra 
verlienMK  zum  Theil  in  die  Schleifenschicht  der  Hria  k«'  gelan- 
gen ^mediale^  feinfaseriger  Theil  der  Sclilcifensciiictit).  Kin 
weiterer  Theil  zieht  izeucn  das  tiefliegende  Mark  des  vordcr<'n 
Vierhügels.  —  Die  sliirkeren  markhaltigen  Elemente  der  paral- 
lelfaserigen Bündel  des  SlreifenhUgels  lassen  sich  zum  grossen 
Theil  in  den  SehhUgel  (Hauptkern)  verfolgen,  ein  Tlu  il  verliert 
sich  im  Globus  pallidus  (s.  u.  .  Xom  llemisphilrenmark  her 
driiiiien  nur  ganz  vereinzeile  compaclere  Faserzüge  in  den 
."^(rcifenhügel  ein ;  sie  verbleiben  nicht  in  letzterem,  sondern 
ziehcFi  weiter  in  den  Globus  pallidus  und  \on  ila  aus  in  die 
Ca[)sula  interna.  Dagegen  senken  sich  von  der  äusseren  Kapsel 
her  zahlreiche,  vereinzelt  laufende  markhaltige  Fäserchen  in 
das  Pulamen  ein,  wo  sie  sich  sofoi  l  an  der  Bildung  des  feinen 
Netzwerks  betbeiligen,  welches  das  ganze  Putamen  durchsetzt. 

7* 
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In  dieses  Netz  Uteen  sieh  aneh  die  stHriLeren  Faseni  der  parallel- 
faserigen  Bttndel  auf.  Id  gleieher  Weise  driogen  von  der  Ober- 
fläche des  Nucleus  caudatus  her  (insbesondere  an  der  dem  He- 

niisphiirenmark  zugekehrten  Seite  und»  lilngs  der  Stria  Cornea) 
iiiarkhaltijic  Fiiserchon  in  dieses  Ganglion  ein.  Slahknm/.l»ü>jd(*l 
von  der  CompactlicMl  der  in  Sehhügei  und  inncro  Kapsel  oin- 
tretenden  lösen  sich  nicht  im  StreifentiflLicl  scÜ)st  auf;  letz- 
terer besitzt  also  nicht  eine  uiorpholoyisi  It  als  Stabkranz  zu  be- 
zeichnen<le  Verbindung;  mit  der  Hirnrinde.  Die  zahlreichen 
Faserclien  an  der  Oberdiiche  von  i*utainen  und  Schwanzkeni 
koinnien  indess  wohl  zweifellos  meist  aus  «ier  (irosshirnrinde 
(auch  durch  den  Balken  ?i,  insbesondere  aus  basalen  Bezirken, 
da  die  äussere  Kapsel  sowohl  als  die  Stria  Cornea  zu  leULeren 
in  Beziehung  stehen. 

Im  (ilohus  pnllidm  des  Linsenkems  herrschen  neben  den 
aus  dem  StreifiMihtlgel  eingetretenen  feinen,  sehr  mnrkamieD 
radiären  Bündeln  Faserzüge  stärkeren  Kalibers  vor^  welche  vor- 
wiegend in  swei  Richtungen  verlaufen:  4)  radiär,  ooncen- 
trisch  zur  Aussenfltfehe  des  sweilen  Linsenkerngliedes.  Beide 
Pasergattungen  verlaufen  in  Form  Iheils  parallel  faseriger,  darrh 
deutliche  Markscheiden  cbarakterisirter  Bündel,  theils  weit- 
maschiger Netae.  Sie  treten  von  drei  verschiedenen  Richtungen 
her  in  den  Globus  pallidus  ein  4)  durch  die  innere  Kapsel  ans 
dem  Slabkranz,  meist  auf  dem  Weg  der  Süsseren  Lamina  me- 
duUaris,  2)  vom  Streifenhflgel  her  (aus  den  parallelfaseri.ücii 
Bündeln,  3)  aus  der  Regio  subthalamica  und  dem  SehhUgel. 
Die  ersleren  Faserhündel,  welche  zum  Theil  (alle?)  den  Globus 
pallidus  durchziehen  ,  ohne  sich  mit  demselben  zu  verbinden, 
sind  otTenbar  weil  weniger  zahlreich,  als  <lie  Stabkranzfasern 
des  Sehhtlgels;  es  konnte  niclit  sicher  ermittelt  werden,  oh 
nur  von  einzelnen  oder  allen  Windungsbezirken  des  (irosshims 
her  Sfabkranzfasern  in  den  (ilobiis  pallidus  eintreten.  Die  zur 
Regio  subthalamica  und  zum  Sehlitlgel  ziehenden  Fasern  des 
letzteren  durchqueren  bez.  umgürten  die  innere  Kapsel.  Be- 
sonders zahlreich  sind  zum  Luys'schen  Körper  /iehende  Bün- 
del, andere  gehen  zum  rothen  Kern  der  Haube,  zur  grossen 
Olive  des  verlängerten  Markes  etc.,  worüber  spJIter  ausführ- 
licher berichtet  werden  wirtl.  Kin  Faserbündelchen  schlüpft 
unter  dem  Luys'schen  Körper  hindurch  und  gelangt  in  den 
Ulmschenkelfuss  und  von  da  in  die  Scbleifenschicht  der 
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Brücke  u.  s.  w.  (Vergl.  diese  Berichte  1885,  S.  S42.)  Uneni- 
scbieden  muss  es  vorläufig  bleiben,  ob  und  in  welcher  Weise 
die  im  Globus  pallidus  susaminentreffenden  Faserzttge  mit  ein- 
ander sich  verbinden.  Mit  Sicherheit  zu  verwerfen  ist  jedoch 
sebon  im  Hinblick  auf  die  grosse  Anzahl  der  in  Rede  stehenden 
Susieme  die  Ansicht  Heyne rt*s,  dass  der  Globus  pallidus  als 
iDtemodium  eines  zwischen  Grosshirnrinde  und  Peripherie  ein- 
geschalteten Leitungssystems  (»Prejectionssystemsc)  auftafas- 
sen  sei. 


SlTZÜiNG  AM  t.  MAI  1880 


Ludwig  SehMflbrft  Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer 
PüncUon  von  zwei  Variabein,  Aus  seinen  binterlaaseDen  Papie- 
ren mitgetboilt  von  A,  Mat^r.  *) 

§<• 

Functionen  einer  Veränderlichen. 

Um  festiustcitcn,  ob  eine  Function  einer  Veränderlichen, 
f  {x]f  deren  erste  Ableilunt;  für  =  0  verschwindet,  an  dieser 
Stelle  ein  Maximum  oder  Minimum  besitzt,  verführt  man  be- 
kanntlich folgendennnsscn.  Man  bildet  die  höheren  Ableitungen 
f  [.v) .  / "'  r) ....  Ist  n  die  Ordnung  der  ersten  unter  denselben, 
welche  Cur  acs  0  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt, 
so  wird,  wenn  wir  noch  der  Kttree  wegen  /'(O) »  0  vmus- 
setzen,  nach  Lagrange: 

/■  i  = -!! r      (0  <^<  i). 

Dann  kann  man  (vorausgesetEt,  dBssf^*^T]  eine  stetige  Funo- 

'  Die  vorliegciKlc  Arbeil  ist  entstanden  in  der  kurzen  Zeit  von  Mille 
Februar  bis  Mille  März  1885  (vgl.  die  AnmerkunL'  zu  §  ^  Sic  wht  jedoch 
noch  nichl  bis  zur  Hcinschrifl  gediehen,  alsScheeller  >eme  iiiilienischc 
Reise  autrat,  von  der  er  den  Todeskeiui  uiit  nach  liause  zurückbringen 
sollte.  Nach  seinen  Briefen  halte  die  Abhandlung  jedenfalls  noch  nicht  eine 
solche  Abrundung  erlialti  n,  mit  der  er  voilstSndig  sufriedcn  gexsesen  wäre. 
Denn  er  spi  iclit  mehrmals  davon,  sie  mir  \xt>/ii  er  selbst  leider  nicht  mehr 
kam'  bahluio^'lichst  zu  schicken,  um  zu  erfahren,  Nvas  ein  Anderer  an  der 
Uarhlellung  auszusetzen  fände.  Ich  habe  mich  daher  auch  nicht  vollkom- 
men Streng  an  das  llanoscript  gehalten:  doch  sind  grttssere  Aendenuigen 
nur  in  §  7  von  Nr.  3  an  vorgenommen  vorden,  und  auch  diese  komnen- 
<ler  Hauptsache  nach  auf  blosse  l'msteilun^'en  zurück,  l'eberall  sonst  findet 
naan,  h\--  tnf  ganz  geringfügige  Correcluren  und  Zusflize,  den  Wortlaut  der 
Originalarbcil.  .1.  Mayer. 
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lion  ist;  für  den  absolulen  Wei'lh  von  eine  ohere  Grenze  g  so 
besliinmeü.  <lnss,  so  lange  —  f/ <^  .r  <i  (/  ist,  /  (")(,>.t)  jedenfalls 
das  Vorzeichen  von  /(")  0)  hat.  Ist  nun  n  eine  ungerade  Zahl, 
so  wcehseit  die  reciite  Seite  der  Gleichung  (\)  mit  .r  das  Vor- 
zeichen, die  Function  /  (r)  kann  also  für  beliebiL:  kleine  Art:u- 
inenle  j:  sowohl  positiv  als  negativ  werden  und  es  lindel  ans 
diesem  Grunde  weder  ein  Maximum  noch  ein  Mininuun  statt. 
Ist  dagegen  n  eine  gerade  Zahl,  so  hat  ilie  rechte  »Seite  immer 
das  Vorzeichen  \on  f  ^^^^'ßx),  welches  für  alle  Argumente  .r 
zwischen  —  y  und  ■+■  y  mit  dem  Vorzeichen  von  /<")(())  über  ein- 
stimmt;  das  Gleiche  gilt  daher  von  der  Function  f'.r]  und  es 
fmdet  also  für  .t  =  0  ein  Maxinmm  oder  Minimum  statt,  je  nacb- 
deni        (0)  negativ  oder  positiv  ist. 

Wir  bemerken,  dass  die  Gültigkeit  der  vorstehenden  I)e- 
ducliüu  nicht  von  der  Kntwickell)arkcit  der  Fnnction  /'(.r  ab- 
hängt. Vielmehr  gelten  alle  Schltlsse  unbedingt,  sob.ihi  sämmt- 
liche  Ableitungen  von  /"(.t)  (eigentlir'h  sogai-  mir  die  n  ersten) 
in  der  Unjgebung  iler  Stelle  x  =  i)  endlich  iiiul  stetig  sind.  Das 
aulgestcUtc  Kriterium  bleibt  daher  beispielsweise  auch  für  die 
FunclioQ  ^ 

f{x]  «  ac«  —  6  ^ 

richtig,  obschon  dieselbe  nicht  nach  Toli-nzen  von  ./•  cntsNiekelt 
werden  kann.  Die  beiden  ersten  Ableitungen  sind  hier  stetige 
Functionen,  ausserdem  ist  (0)  positiv  ^=  2];  daraus  folgt  ohne 
Bedenken,  dass  ein  Minimum  eintritt. 

Das  Kritcnnin  versayl  bei  Functionen  nnt  dun'haus  end- 
lichen und  stetigen  Ableitungen  nur  dann,  wenn  ftlr  ./  =  0 
gleichzciti|j  die  säuuntlichen  Ableitungen  verschwinden,  wie 

dies  bei  den  Functionen  e  ^  und  xc  der  Fall  ist.  Die 
erste  dieser  beiden  Functionen  hat  an  der  Stelle  j-  —  i)  (  in  Mini- 
mum, die  zweite  weder  ein  Minimum  noch  ein  Mavinium;  aber 
die  Veränderung  heider  Functionen  ist  in  der  l  ingebung  des 
Punktes  x' =  0  eine  so  langsame,  dass  sie  in  der  Potenzcntwicke- 
lung  (1)  überhaupt  nicht  zum  Ausdrucke  gelangt.  Das  Kritcriun» 
fuhrt  daher  in  diesem  Falle  nicht  gerade  zu  falschen  Resultaten, 
aber  es  liisst  doch  die  Frage  nach  dem  Maxinuim  oder  Minimun» 
gänzlich  offen,  welches  Verhalten  wir  eben  mit  den  Worten 
idas  K.riterium  versagt«  ausdrucken  wollten. 


Digitized  by  Google 


i04  Ludwig  ScHBWJiA, 

Man  kann  den  rrilrrsdiicil  solcfior  I'nnclioncn,  welche  (Ur 
.r  x=  0  siiiiiinllii'lie  AhiiMluni^cn  gioicU  Null  Iwiheii  und  aus  <tio- 
scni  Grunde  dem  «illgeuieiuen  Ki  ileriunt  unzui^iini^licb  siud,  von 
den  gcwühnlichoQ  FunolioDcn,  auf  welche  dasselbe  anweadbar 
ist;  auch  ohne  Beiugnahme  auf  die  AbleUunffen  folgeDdonnasseo 
charakterisireQ : 

Bei  (hMi  gewöhnlichen  l^'uncliooen  gehl  die  Wertbändening 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x^O  nach  beiden  Seiten  rascher 
vor  sich»  als  die  Aenderung  einer  angebbaren  Potenz  ao^,  d.  h. 
es  lassen  sich  positive  Zahlen  ^  so  angeben,  dass  für  alle 
Werthe  von  x  zwisohen  —  o  und  +  g  der  absolute  Betrag  der 
Function  f  [x)  grösser  als  aer  von  aaf^  ist,  ausgenommen  den 
einzigen  Werth  a;s  0,  für  den  f{x)  yleick  aaf^  wii*d,  wobei  mao 
offenbar  zugleich  n  als  ^^anze  Zahl  annehmen  kann.  Bei  den 
Functionen  der  anderen  Art  dagegen  cxistiren  solche  Zahlen 
91,  a,  (j  nichl,  vielmehr  wird,  den  absoluten  Werthen  nach. 
f  {j:]  in  uninillelharer  Nähe  der  Stelle  X' =  0  uoch  /deiner  als 
jede  heliebitje  Polenz  ax". 

In  der  Tlini  k;»nn  man,  wenn  in  der  (ileii'liuM!j;  (!)  /*(*){0* 
nichl  t^leicli  .Null  ist,  zuniichsl  y  so  heslimmen,  dass  für 
—  (f  g  X  2  7  immer  auch  /'^"^  .n  von  Null  verschietlen  isl. 
Nimml  man  dann  die  Zahl  a  kleiner  als  den  kicinslen  absoluleti 

Worth  von  int  Intervalle  — *  ^  bis       an,  so  ist  die  Bedin- 

tiuni*  >  für  —  y  <     <  1/  erfüUl;  und  umi:ekehrl. 

wenn  diese  lel/le  Hedinijuni;  erfüllt  is! .  kiifinen  tlie  ii  erskii 
AIt!(  iiuuj^en  von für  j;=0  nicht  üauuullieh  verschwindcD, 
da  sonst  -n+i 

/>)=/(-Ot.'>a:)j;^ 

und  somit  Lim  ^  =  0  wäre,  was  mit  der  Voraussetzung 
[/      >         fttr  —  ^  <  X'  <  ^  unvertraglich  isl. 

§  2. 

Functionen  zweier  Veränderlichen.  Unrichtigkeit  der  üblichen 

Schlussweise. 

Den  Fall  zweier  Variabeln  x  und  y  sucht  man  hiiulig  fol- 
gendermassen  auf  den  oben  erledigten  zu rückzAi führen. 

Verschw  inden  au  der  Steile  x  =  0,  ^  =  0  die  beiden  erstcu 
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pju-liollen  Alilciluii^üü  der  Function  /  (  i-,  //)  nach  ./  und  »/,  su  setzt 
man  j;  =  zi:,  //  =  /  und  enlw  ickelL  die  Üillerenz  /  (xi:,  x»;) 
—  /"(O,  0  ,  oder,  ueiin  wir  der  Einfaeldieit  \Nef;en  wiederum 
/  0,  0)  =  0  .innclunen,  die  Function  /  V.i:,  xj;)   kmv.  mit  f^, 

he/eielinel;  unter  Henul/iing  d(U'  Lagrau||je  scheu  Üeslfurm 
Dach  Polenzen  von  x.  Dies  gieht: 

(2)       /-(x^S  y.;]  =  ,[^     iß)    +  ~i  ff-  (0)  *' 

liier  ist  ^  /|,^  ^Oj  oin  homogener  Ausdruck  r^^"  Grades  in  §  und  i^, 

welcher  sieb  von  dem  Gliode  r^'  Ordnung  in  dep  Entwiekelung 
der  Function  f  {x^  y)  nach  Potensen  von  x  und  y  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  Überall  Si  V     Stelle  von  x^  y  steht. 

Es  Itfsst  sieb  nun  im  Allgemeinen  vermittelst  der  vorher 
angegebenen  Kriterien  Tür  jeden  besiinimlen  Werth  des  Ver- 
hältnisses § :  rj  entscheiden,  ob  die  bloss  noch  von  der  einen 
Variabehl  x  abhangige  Function  f^^  (x)  an  der  Stelle  x  b  0  ein 

Maximum  oder  Minimum  besittt.  Deuten  wir  x  und  y  als  recht- 
winklige Goordinaten  in  der  Ebene,  so  wird  durch  die  Glei- 
chungen o;  BS  x|,  9  SS  X 17  bei  constanten  Werthen  von  £  und 
und  vertlnderlichem  x  jedesmal  eine  Gerade  definirt,  die  durch 
den  Nullpunkt  geht,  und  umgekehrt  kann  jede  den  Nullpunkt 
enthaltende  Gerade  in  jener  Form  dargestellt  werden.  Es  findet 
dann  auf  der  einzelnen  Geraden  im  Nullpunkte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  Function  f  {x,  y)  oder  keines  von  beiden 
statt,  je  nachdem  die  erste  von  Null  verschiedene  Ableitung 
(0)  von  gerader  Ordnung  und  entweder  negativ  oder  positiv, 

oder  von  unucr  idpr  Ordnuiij:  ist. 

Man  pflei^l  min  nn eiler  zu  sehliesscn,  dnss  wenn  auf  jeder 
der  unendlicli  \  ielcii  (ieraden  durch  den  Nullpuiikl  ein  Maximuni 
(resp.  Miniiiiuiii-  lür  x  =  0  vorhanden  ist,  ein  solches  auch  filr 
die  Function  f  {x,  y]  der  beiden  unabhängigen  Yarial)eln  jl  und  tj 
an  der  Stelle  (0,  0)  slaUfinden  müsse,  wiihrend,  wenn  auf  einigen 
dieser  Geraden  ein  Maxinuini,  auf  anderen  ein  Minimum  ein- 
tritt, von  einem  Maximum  oder  Mininmm  der  Function  f(Xj  y) 
an  der  Stelle  (0,  0)  nicht  die  Rede  sein  könne.  Auf  diese  Weise 
würde  sich  als  noth  wendüje  und  hinreichende  bccUn^un^,  des  Mini- 
mums (resp.  Maximums)  die  ergeben,  duss  fUr  jedes  beliebige 
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Werthepaar  ij  die  erste  von  Null  verschiedene  unter  den  in 
(2)  vorkommenden  homogenen  Formen  /|,^(0),  ft^{^),  von 

gerader  Ordnung  und  positivem  resp.  nogaliveni!  Werthe  sein 
müsse,  und  dieses  Kriu  rium  w  ürde  nur  dann  versalzen,  wenn 
für  gewisse  Yerhültuisse  ^' :  /;  alle  jene  Formen  gieichzeilig  ver- 
schwänden. 

Die  vorslehcndc  Deduclion  enlhHlt  indes  einen  Fehler. 
Daraus,  dass  an  der  Stelle  £c  =  0,  y  =  0  ein  Minimum  der  Func- 
tion f  {x,  y)  auf  jeder  einzelnen  Geraden  stalifindel,  folgt  noch 
nicht,  dass  auch  ein  Minimum  Uberhaupt  eintritt.  Die  Existenz 
eines  solchen  hängt  vielmehr  davon  ab,  ob  sich  eine  obere 
Grenze  g  so  angeben  iJisst,  dass  die  Function  f  (r,  y)  für  alle 

Werthe  ;r,  //,  welche  der  üediui^ung  0  <  V  u  -  +  y'  <,g  genüsen, 
positiv  wird;  oder  —  geometrisch  zu  reden  —  davon,  oh  ein 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0)  existirt,  innerhalb  dessen  die 
Funi  liou  f{x,  y]  durchaus  posiliv  ist  —  ausgenommen  die  Stelle 
(0,  0)  selbst;  wo  sie  verschwindet.  Ks  kann  aber  sciir  wohl 
auf  jeder  einzelnen  (icraden  ein  Miniuium  im  Nullpunkte  statt- 
iin(i(>ti.  ohne  dass  ein  solctter  Kreis  exislirl.  Man  wird  das  am 
Beslcu  aji  einem  Beispiele  ersehen. 

Ks  seien  durch  die  Gleichungen  ff{Xy  .v)  =  0  und  »/'(  r,  //)  =  0 
zwei  (iurvcn  delinirt,  deren  jede  den  Nullpunkt  cnlliall  und  die 
a-y-Kbene  wenigstens  in  der  L'nigebung  desselben  in  zwei  Theile 
zerschneidet:  einen,  in  welchem  (fi-i'^y)  (resp.  ipix.y])  posili\, 
und  einen,  in  welchem  fp[j\y)  (resp.  W 'x,  ff)"^  nci-aliv  ist.  Das 
IVoduct  f  iji\  I/)  ==  fp  {x^  y)  .  ip  [JO^  y]  wird  daim  bei  dem  Fort- 
gange auf  einem  den  Nullpunkt  umgebenden  kleinen  Kreise 
zweimal  positiv  und  zweimal  negativ  werden  (vgl.  Fig.  i)  und 


Fig.  4. 

beim  Forlgange  auf  einer  den  Nullpunkt  enthaltenden  Geraden 
an  der  Stelle  (0,  0)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  anneb- 
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men,  jo  nachcicni  die  Gerade  ins  Gebiel  /'[x,  <  0  oder  ins 
Gebiet  f'{x,  y)  >  0  eintritt. 

Nun  kann  es  aber  vorkommen,  dass  alle  Überhaupt  mög- 
lichen Geraden,  welche  man  durch  den  NuUpuiiki  legen  kann, 
tunächst  im  Gcbiele  f{Xf  y)  >  0  bleiben;  und  zwar  wird  dies 
immer  eintreten,  wenn  die  beiden  Curven  an  der  Stelle  (0,  0) 
eine  gemeinschaflliciie  Tangente  haben  und  in  gleichem  Sinne 
gekrümmt  sind.  In  diesem  Falle  fmdet  auf  jeder  einzelnen  Ge- 
raden im  Nullpunkte  ein  Minimum  statt,  nicht  aber  ein  Minimum 
überhaupt,  da  in  jeder  Nähe  des  Punktes  (0,  0)  noch  negative 
Wertbe  von  f  {x,  y)  vorkommen.  Es  sei  z.  B. 

ff  [x,  y)  =  y  -  P*j:^  ,    ip  [x,  y)  =  y  —  q*x*. 

Dann  haben  wir  zwei  Paral)eln,  welche  im  Nullpunkte  die  x- 
A\e  berOhren  und  ihre  Höhlungen  nach  oben  kehrou.  Dan  Pro- 
duct 

/ 1^-,  y)  =  (y  -  p*^')  {y  -  9*^-*) 

isl  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  beider  Curven  positiv,  in  dem 
zwischen  den  Curven  gelegenen  Theile  der  Ebene  aber  negativ 
(vgl.  Fig.  8;.  Jede  von  der  und  der  x-Axe  verschiedene, 
durch  den  Nullpunkt  gelegte  Gerade  trifft  in  grösserem  oder  ge- 


>9 

# 

f 

>ff 

Fig.  «. 

ringerem  Abslande  von  diesem  einmal  das  Gebiet  <  0,  Irin 
aber  vom  Nullpunkte  aus  immer  zuniichsl  in  das  Gebiet  /' >  0. 
Die  Strecke  vorn  Nullpunkte  bis  zum  Uebergange  der  Geraden 
in  den  negativen  Iheii  sinkt  allerdings,  wenn  die  Gerade  um 
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den  ^lullpuDkt  gegen  die  r-Axc  bin  gedreht  wird,  unter  jede 
angebbare  Grenze;  aber  in  dem  Momente,  wo  sie  gleich  NuU 
werden  wUrde,  nämlioti  beim  Zusammenfallen  mit  der  x-A\o, 
streift  die  Gerade  nur  noch  das  negative  Gebiet  und  hält  sich 
gänzlich  in  dem  positiven  Theite. 

Dieses  Verhalten  der  Function  f  [x^  y)  auf  den  verschiedenen 
Geraden,  wonach  die  fic-Axe  eine  ausgezeichnete  Stellung  unter 
den  letzten  einnimmt,  spiegelt  sich  in  dem  Verhalten  der  Go^ffi- 
cienten  der  Entwickelung  (2j  gleichsam  ab.  Es  wird  ndmlicb 

der  (ioeflicienl  von  z*  ist  also  im  Allj;eiiieincn  positiN  .  aiisjj;e- 
tioniinon  für  =  0,  d.  Ii.  für  den  Fall,  dass  die  Linie  j;,  mit 
der  .r-\\e  zusainnionralll,  wo  dann  izleichzeilig  mit  deni  (^oeffi- 
eienlen  von  x*  derjenige  von  verschwindet ,  sodass  nun 
derjenige  von  ausschlaggebend  wird,  weicher  wiederum 
positiv  ist.*) 


1)  Das  Beispiel  (y  —  jr.c",  [y  —  q'JTj,  (wclclies  zugleich  das  deiiklMr 
einfachste  sein  durfto),  rnlirl  \(>n  llfrin  (i.  I'cniio  her.  Dnsolht'  h;il  in 
rlnie»Mi  (Inn  Werke:  ".f.  iieuonhi ,  ('(droit)  differeuzialc  putililiaito  ron 
agyiunlc  dal  (J.Pcano,  Tut  im  ISS  in  beigefugten  Noten  zuei*;«!  die  üben  aus- 
einandergesetzte SchlttSBWoise,  welche  man  in  der  Theorie  der  Haxima  und 
Minima  von  Functionen  mehrerer  VerUnderlichen  häufig  angewandt  findet, 
in  ihrer  Feblerhafligkeil  erkannt  und  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  durch 
eine  f)essore  ersetzt.  Ich  war,  ohne  Peano  zu  kennen,  durch  Ihiter- 
surluiiii^cn  über  höhere  Variationen  l)cstiiiiniter  Inloj^rale  auf  Beispiele  {ic- 
fniirl  worden,  welche  mir  für  das  (jebiel  dei'  Varialionsrechnung  schlicss- 
lici)  genau  die  gleiche  Erkcnntniss  verstchairien,  wclciie  Poano  auf  dem 
Gebiete  der  gewöhnlichen  Mailma  und  Minima  gewonnen  hatte  (vgl.  mehie 
Note :  lieber  die  Bedeutung  der  BegriffiD  »Maximum  und  Minimum«  in  der 
Variationsrechnung,  diese  Ber.  1885  und  Matbem.  Annnlen  WVI,  p.  497). 
Ich  fand  sodann  dass  analoi^o  \ '  t  liältnisse  nueli  in  der  Thedt  ii'  der  pp- 
Wühnlichen  Maxinia  und  Minima  vorliet^en,  und  liatte  die  hier  foi^enilen 
Untorsuchungen,  welche  über  diejenigen  von  Pcanu  Nscscntlich  hinaus- 
gehen, der  llaupUacho  nach  beendigt,  als  ich  durch  Herrn  A.  Mayer  auf 
das  neu  erschienene  Weri&  von  Genocchi-Peano  hingewiesen  wurde, 
welches,  wie  mir  derselbe  mittheilte,  auch  von  Herrn  Harnack  in  einem 
Nachtrage  zu  seiner  Scrrel -IJebersetzung  fll,  1  |).  .'<80i  bereits  cilirl  wird. 
Ich  werde  in  diesem  Aufsatze  diejenii.'en  Hesuitate,  weiche  sioh  bei  PeaOO 
finden,  ausdrücklich  als  solche  bezeichucn. 
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§  3. 

Venchiedene  Vmache  der  Verbessenmf . 

N.ichdoin  wir  «Tknnnl  haben,  dfiss  uns  dfin  SUUlliiul»'!»  dt-s 
Mnvimiims,  nvsp.  Miniinuins  eiiicr  l'unclion  /  (r,  V'  «^"'^  allon 
einzolnon  durch  den  Nullpunkl  zu  kiitMwh'n  (ieradeii  nui-h  keine 
NhiUsse  auf  ein  Maximuni  oder  iMmiinum  in  der  Hhrur  izezouen 
worden  kTumen,  Irill  die  Kraue  nach  erweiterten  Kriterien  füi" 
(lif  MaxiiiKi  und  Mininia  der  U;lzlen  Art  auf.  Wir  wollen,  hevor 
wir  diese  Fras;e  in  volli*^  erschöpfender  Weise  beantworten, 
lunüchsl  einige  Schritte  auf  einem  Wege  vorwärts  Ihun,  welcher 
auf  (Ion  ersten  Augcnbh'ck  verlockend  erscheinen  könnte,  wäh- 
reDii  eine  nähere  Betrachtung  desselben  uns  Überzeugen  wird, 
daSB er  nicht  wesen  Ilich  weiter  führt  als  der  zuerst  eingeschlagene. 

Bei  «lern  Beispiele  /  iVr,  «  (y—  p*x*)  iy  —  q^'i"*]  erliallen 
wir  auf  allen  Geraden  ein  llinioium  im  Nullpunkte.  Nicht  so 
aberfaanpt  auf  allen  Curven,  welche  durah  den  Nullpunkt  gelegt 
werden  Itttnnen ;  vielmehr  muss  sich  auf  jeder  Gurve,  welche  in 
dem  von  den  beiden  gegebenen  Parabeln  eingeschlossenen  FlH- 

chcnslreifen  liegt  (l)eispielsweisü  auf  der  Parabel  y—  x^=0) 

ein  Maximum  ergeben.  Nun  lilsst  sich  jede  beliebige  Curve  ana^ 
lylisch  durch  einen  variabeln  Parameter  x  darstellen,  indem  x 
and  y  als  Functionen  desselben  ausgedrückt  werden.  Es  liegt 
daher  die  Frage  nahe,  ob  man  nicht  durch  Untersuchung  des 
Maximums  oder  Minimutiis  auf  allen  einzelnen  Curven,  welche 
den  Nullpunkt  enthalten,  zur  Entscheidung  tiber  das  Maximum 
oder  Minimum  in  der  Sbene  gelangen  kann.  Es  ist  wohl  zweifei* 
los,  dass  hier  ein  Zusammenhang  besteht;  die  Beschrankungen 
iodessen.  welche  man  den  Functionen  und        und  da- 

dnrch  den  in  Betracht  zu  ziehenden  Curven  auferlegen  muss. 
am  lul  die  Function  f  [a:  (xj,  y  ■/))  die  für  Functionen  einer  Ver- 
indoi liehen  erU wickelten  Kriterien  rnlt  Erfoltj  anwenden  zu 
kounen,  machen  auch  diese  Schlussweise  uid»rauehbar. 

(Jllenbar  ninnlich  ist  die  einzige  Form,  welche  man  den 
Functionen  .7' i'x)  und  /y  (/)  geben  kann,  ohne  (li<'  Principieu  dei- 
ganzen  Theorie  zu  verlassen,  diejenige»  von  Heihen,  welche  nach 
Potenzen  von  x  fortschreiten.  Man  setze  also : 

M  =  f,  X  +  |,x«  +  . . .  +  Sm^'^f 
y{x)  =  ly^x  +  j;,x*  H  +  i?«x», 
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UDÜ  Stelle  die  Forderung^  dass  die  Function  f[x  'y.)^  ,v(x  )  ^^r 
X  s  0  ein  Maximum  (rcsp.  Minimum)  werden  solle,  welche 
Wcrthe  nian  auch  für  die  ganzen  positiven  Zahlen  m,  n  und  die 
m  +  n  Grössen  J,„,  r^^,  . . . ,  t;„  annehmen  mag,  voraus- 

gesetzt natürlich,  dass  nicht  alle  $  und  gleichzeitig  gleich 
Null  sind. 

Diese  Forderung  ist  z.  B.  bei  der  Function 

hinreichend,  um  das  Nkktsiatlfinden  eines  Maximums  oder  Mini- 
mums zu  Tage  treten  zu  lassen.  Denn  für  m  s  4,  n  as  2  wird 

Ist  1^,  von  Null  v(M*sehio<lon,  so  ist  der  Coi'fücient  von  •/.-  positiv, 
es  lindet  <lalu'r  auf  allen  solchen  Curven  im  Nullpunkte  ein  Mi- 
nimum slatt :  ist  dagegen  >.^  =  0.  so  reducirt  sich  die  Flnlwickel- 
ung  auf  (las  (Ilied  4'*"^  Ordnung,  und  «lieses  kann  durch  izeeignele 
Wahl  der  Conslanten  §^  und  ij,  (z.  B.  durch  die  Substitution 

1^«  SS  •  ^    S*)  negativ  gemacht  werden ;  es  6ndet  daher  auf 

den  Curven  der  letzten  Art  unter  Umständen  ein  Maximum  statt. 
Es  ist  aber  gerade  bei  diesem  Beispiele  evident,  dass  man  durch 
Anwendung  dieses  Verfahrens  eigentlich  keinen  Vorthell  erlangt. 
Denn  der  Gofiffident  von  x*,  welcher  untersucht  werden  muss, 
bat  genau  die  Gestalt  der  Function  [{x^  y)^  nur  dass  Xy  y  durch 
die  Gonstanten  t;,  ersetzt  sind.  Die  Diaeossioo  des  Vor- 
zeichens dieser  Gotffficlenten  für  die  verscbiedenen  Wertbe  jener 
Gonstanten  bietet  daher  an  sieh  genau  dieselbe  Schwierigkeit^ 
wie  die  entsprechende  Discussion  für  die  Function  /'(.r,  y)  selbst. 

Das  folgende  Beispiel  zeigt  noch  weiter,  dass  die  gestellte 
Forderung  nicht  einmal  eine  hinreichende  Bedingung  des  Mini- 
mums ausdrückt  und  schon  aus  diesem  Grunde  werthlos  ist. 
Setzen  wir  nllmlich 

_  J- 

i/»  ( r,  t/j  =  1/  —  sii\-  ./  —  p 

so  werden  durch  die  <ileichungcn  <f  .r,  y  =  0  und  l/'(.T,  y)  =  0 
zwei  Curven  definli  t.  wclclic  im  Nullpunkte  die  .r-Axe  als  ge- 
meinschafllich»»  Tniigentc  und  überdies  riii!  einander  eine  Be- 
rührung von  unendlich  hoher  Ordnung  haben.  Es  giebt  alsdann 
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keine  In  der  Form  (3)  darstellbare  Gurve,  welche  vom  Nullpunkte 
aus  swischen  jene  beiden  fiele ;  denn  eine  solche  müsste  mit  diesen 
Curven  ebenblls  eine  Berührung  von  unendlich  hoher  Ordnung 
haben,  wahrend  offenbar  jede  Gurve  von  der  Form  (3)  als  al- 
gebraische Gurve  nur  eine  Berührung  von  endlicher  Ordnung 
mit  jenen  transoendenten  Gurven  haben  kann.  Nun  ist  die  Func- 
tion f(Xf  y)  8B  (p  [x,  y)  .  ip  (.r,  y]  in  der  ganzen  Ebene  positiv, 
ausgenommen  den  zwischen  den  beiden  Gurven  befindlichen 
Flächenslreifen ,  in  welchem  sie  negativ  ist ;  es  findet  daher  an 
der  Stelle  f{Xf  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  statt. 
Trotzdem  tritt  auf  jeder  Gurve  3)  ein  wirkliches  Minimum  ein, 
und  zwar  ein  solches,  welches  durch  die  für  Functionen  einer 
Variabein  gülligen  allgemeinen  Kriterien  deutlich  erkennbar  ist; 
in  der  That  Uberzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  Jeder  Wahl  der 
Zahlen  m,  n  und  der  Grtfssen  ...  von  Null  verschiedene 
Coünicienten  in  der  Enlwickeliing  von  f(x{%)y  ^(x))  vorkommen, 
deren  erster  dann  natürlich  jedesmal  von  gerader  Ordnung  und 
positiv  ist. 

Man  könnte  die  angegebene  Methode  so  erweitern,  dass  sie 
auch  bei  dem  letzten  Beispiele  nicht  geradezu  ein  falsches  Be- 
sultat  liefern  würde,  indem  man  nämlich  das  Maximum  und 
Minimum  nicht  nur  auf  allen  Gurven  von  der  Form  (3),  sondern 
auch  auf  allen  denjenigen  Guven  untersucht,  welche  aus  der 
Form  (3)  dadurch  hervorgehen,  dass  man  m  und  n  unendlich 
gross  werden  iHsst.  In  dieser  erweiterten  Form  ist  auch  die 
Gurve  y  —  sin*  o;  »  0  darstellbar,  wenn  man 


setzt:  es  würden  für  diese  Curve  alsdann  die  slimmllichen  Knl-« 
wickelungscoi'fficienten  derFunction  f{x{x),  »/(x))  verschwinden, 
sodass  man  einen  Schluss  auf  das  Minimum  der  Function  /*(.!%  y) 
überhaupt  nicht  ziehen  könnte.  Ks  ist  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  diese  erweiterte  Forderung  wirklich  eine  zugleich  nolh- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Minimums  ausdruckt. 
Indes  ist  dieselbe  praktisch  noch  unbrauchbarer,  als  diejenige, 
welche  vorher  angenoujnien  war;  denn  sie  macht  durch  Kin- 
fübniog  unendlich  vieler  unbesliimnler  (irusson  ...  i/,, 

1^'^,  ...  im  Allgemeinen  eine  unendlicli  nrosse  Anzahl  von  I''inzel- 
untersucbuogeu  nothwendig,  da  durch  ^uilsetzeu  einer  genügen- 
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den  Menge  jener  Grössen  immer  beliobii;  vieio  iloi-  Knlwickel- 
ungscoi<r(icienten  von  /  (.r  (x),  y  (x))  zum  Verschwinden  gelirachi 
werden  können.  woImm  niso  jedesmnl  der  erste  nicht  verschwin- 
dende Coiffßcient  hinsichtlich  des  Vorzeichens  zu  untersuchen 
bloibt.  Wir  sehen  daher  von  einer  weileren  Discussion  Jener 
Forderung  ab  und  schlagen  jetzt  einen  Wog  ein,  <ler  uns  auf 
bequeme  Art  zu  völlig  allgemeinen  und  gleichzeitig  praktisch 
brauchbaren  Kriterien  hinfuhren  wird. 

Fundunantele  Sintheilang  dar  Fnnctioiiaii  van  swai  Variabalii. 

Wir  beginnen  mit  einer  wichtigon  Unterscheidung  aller  im 
Nullpunkte  verschu  iiuicndcn  Functionen  /  //  hinsichllicb 
ihres  Verhallens  in  <ler  l'mgebung  tliesei"  Stelle.  Wir  s.ihen 
riainli(  Ii,  (lass  bei  Functionen  einer  einzigen  Verilnch'rlichendic  An- 
wen<lbarkeit  der  auf  INtlenzenlwickeiung  gegrdi^delen  Kriterien 
des  Maximums  oder  Miniimiins  davon  abhiiiiLiig  war,  ob  die  Func- 
tion /  (.'/•)  sich  in  der  l'mgebung  der  Stelle  ./•  =  0,  an  der  sie 
verschwindet,  schnell  genug  mit  x  veränderte,  sei  es  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne:  es  uiussle  eine  Potenz  arr"  mit 
der  Kigenschall  existiren,  <iass  /.wischen  gewissen  Gr-en/.en 
—  r/ "<  r  <  7  der  absolute  Wert  von  f':r  beständig  gr(iss«M'  als 
|^/.t;"|  (oder  liuelistens  gleich  j^'i./"))  wurde;  bei  denjenigen  Func- 
tionen, welch«'  dii'ser  Bedingung  nicht  gentlglen,  konnte  auf 
d<Mn  W'ege  der  l'olenzentw  ickelung  (iberhaupl  keine  Knl.schei- 
dung  (iber  dasMaxiiuurn  oder  Mininunn  gevN  onne?!  w  ei-den.  Ollen- 
l»ar  wird  Hlr  eine  l''unction  von  zwei  Vaiiabeln  eine  anal<»gt' 
Bedingung  e\islin»n,  von  deren  l^lidlung  von  vornherein  die 
Möglichkeit  abhängt,  dtirch  l'olenzentwickelung  Uber  Maximuni 
und  Minimum  zu  etitseheiden.  F's  bagl  sich,  wie  diese  biMliiigunji 

zu  formuliren  sein  wird.  Kine  Potenz  nr^  (wo  r  =  \  ./  --f-//*)  mit 
der  Figensehaft.  dass  für  0  <<  ?'  •<  fj.  d.  h.  innerhalb  eines  Kreises 
nu't  dem  Hadius  7,  überall  /  (.r,  y)  absolut  grö.sser  als  a/"  sei,  darf 
man  jedenfalls  nicht  verlangen;  denn  dadurch  würden  über- 
haupt nllc  l  iMiri  iom  n  f^  i\  7),  die  an  der  Sh'll<'  (0,  0)  weder  ein 
M.ixiiiiuni  nocii  ein  Minimum  haben,  \<mi  der  rntersuelning  nu.s- 
gescldi»ssen,  da  dieselben  auf  jedem  noch  so  kleinen  Kreise  um 
den  Nullpunkt  sowohl  positiv  als  uej^ativ  und  daher  auch  gleich 
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Null  werden  können.  Ks  wäre  dies  aber  auch  durchaus  nicht 
die  naiUrliehe  VerallgemeiDerung  unserer  für  Functionen  eines 
einzigen  Argumentes  präcisirten  Forderung;  denn  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  letzteren  lag  nur  darin,  dass  das  Ver- 
hallen der  Function  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  der  DeuÜiehkeit  ausgeprägt  sein  musste, 
gleiehgflltigy  ob  dies  im  Sinne  des  Maximums  oder  des  Minimums 
oder  des  NiekUtmIreteni  von  Maximum  und  Minimum  der  Fall 
war.  Zu  der  wahren  Verallgemeinerung  jener  Forderung  für 
Funetionen  von  zwei  Variabein  führt  folgende  Ueberlegung. 

Offenbar  wird  die  im  Nullpunkte  verschwindende  Function 
f  [Xy  y)f  da  sie  stetig  ist,  auT  jedem  um  den  Nullpunkt  als  Gentrum 
mit  einem  beliebigen  Radius  r  beschriebenen  Kreise  irgendwo 
einen  grüssten  und  einen  kleinsten  Werth  annehmen  (falls  sie 

sich  nicht  ;inf  eine  iMiiictiun  dt  r  einen  Varinheln  r  =  V.T*-f-»/* 
redijcirt und  zwar  wt'r«len  die  Vorzeichen  dieser  beiden  extreinen 
Werlhe.  welche  wir  mit  f^  fr)  und  [r]  bezeichnen  wollen,  ftlr 
f;enU|4end  kleine  Hadicn  ;  das  Kinireten  oder  Nichleinlrelcn  des 
Maximums  oder  Minimums  im  Null|)unkle  erkennen  lassen,  v^ind 
nHinlich  beide  Grössen  [r]  und  [r]  positiv,  so  wird  ein  Mi- 
nimum, sind  beide  negativ,  ein  Maximum,  sind  endlich  die  Vor- 
zeichen entgegengesetzt,  weder  ein  Maximum  noch  einMinimunt 
stattfinden.  Der  Grad  der  Deullichheit,  bis  zu  welchem  das  Ver- 
halten der  Function  f{x,  y)  ausgeprilgt  ist,  ist  nun  in  allen  drei 
Füllen  gleichmiissig  daran  zu  messen,  ob  eine  Potenz  or^  mit 
der  Eigenschaft  existirt,  dass  für  jeden  Werth  von  r  unterhalb 
einer  gewissen  Grenze  y  beide  Extremwerthe  f^[r]  und  /,  (r), 
atsobU  genommen j  grösser  als  ar"  werden.  Die  Forderung,  dass 
eine  solche  Polens  angebhar  sei,  ist  die  gesuchte  Verallgemeiner-* 
nng  der  vorher  ftlr  Functionen  einer  Veränderlichen  prUcisirten 
Bedingung,  von  welcher  die  Anwendbarkeil  der  allgemeinen 
Kriterien  abhing;  ist  jene  Forderung  nicht  erfllllt,  so  kann  man 
auf  die  Gewinnung  sicherer  Kennseieben  des  Maximums  oder 
Minimums  durch  Potensentwickelungen  Irgend  welcher  Art 
keinenfalls  rechnen.  Denn  alsdann  ist  der  Husserste  Betrag,  bis 
zu  welchem  die  Function  f  [x,  y)  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(0,0)  entweder  dem  Werthe  Null  von  der  einen  Seite  nahekommt, 
oder  um  den  sie  darüber  hinausgehend  sich  nach  der  andern 
Seite  von  demselben  entfernt,  ein  so  geringer,  dass  er  sich  durch 
keine  noch  so  hohe  Potenz  von  r  ausdrücken  Itfsst;  die  Polens- 


Digitized  by  Google 


114 


Lt'DWKi  ScilllEFFER, 


entwickelung  kann daluM'auch  nidil  zurUntersrluMduntizvviscIuMi 
den  beiden  Flillen  führtMi,  wo  der  Werlh  Null  nit  lil  lianz  eneiclit 
und  wo  er  noch  um  ein  Weniges  ttberschritlen  wird.  Kin  tieispiei 

dieser  Art  liefen  die  Function     -^e       ,  welche  ein  Minimuni, 

sowie  die  Function  ?/*  —  c    ^  —  \y     e  \y  —  e    '  '^f, 

welche  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  hat.  Jene  ntfhert 
sich  dem  Wertbe  Null  von  der  positiven  Seite  bis  zum  Betrage 

e  (für  y  as  0),  diese  überschreitet  die  Null  um  denselben  Be- 
trai;  nach  der  negativen  Seite  hin.  Uebrigens  gehören  hierher 
auch  sämmtliche  Quadrate  von  Functionen,  die  sowohl  positiv 
als  negativ  werden  können,  sowie  llberhaupl  alle  Functionen, 
welche  in  jedej'  der  Slello  (0,0)  den  Werth  0  zwar  noch 

erreichen,  aber  nicht  übersclireilen. 

Kxistirt  nun  androrsoits  eine  l'otenz  <//",  (h'ren  Werth, 
so  lange  r  imlerliiilh  »Mner  ueNvissen  (irenze  (f  bleibt,  immer 
kleiner  als  die  abNolulen  W  tM  lIie  der  beiden  Kxlreme  /\  (r)  und 
/l  (/')  ist.  S(»  l.issl  sieh  die  Fi  aue,  ob  im  Nullpunkte  ein  Maximum 
oder  ein  Miniimiin  der  Function  /  (.r,  //)  oder  keins  von  bei«len 
stattfindet,  auf  (Iruntl  der  Polen/entwickelnni»  immer  mit  Sicher- 
heit und  vermillelsl  einer  endlichen  Anzahl  principiell  f^eordneter 
Fj'nzeluntersuchungen  beantworten.  Wie  das  geschieht,  soll  im 
Folgenden  auseinandergesetzt  werden. 

§5. 

Aeduction  des  Problems  von  beliebigen  Fnnctionmi  auf  ganie 

ratiouaie  Functionen. 

Man  entwickle  die  Functionen  f  (x,  y)  mit  Benutzung  der 
Lagrange*schen  Restform  nach  Potenzen  von  x  und  y.  Be- 
zeichnet man  dann  die  Gesammtheit  der  Glieder  r**'  Ordnung 
kurz  mit  f^^^  (af?,  y),  so  wird : 

«  ^'ni^^y)    ^n+it^K,  y). 

Das  Restglied  //„^ ,  ,  y)  ist  eine  binttre  Form  (n  -f-  4)^"  Grades, 
deren  Co^fficienten  aus  den  partiellen  Ableitungen  (/i  +  l)^*'Ord- 
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nuog  der  Funciion  f  (x,  y)  Air  die  Argumente  (0  <  ^  <  1 ) 

gebildel  sind.  Man  kann  in  diesem  Restgellede  as  und  y  durch 
r  und  zugleicli  alle  Go^fficienten  durch  die  grtfssimttgliolien  ab- 
soluten Werthe  ersetzen,  welche  sie  überhaupt  annehmen 
künnen,  so  lange  r  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  bleibt,  und 
erhült  so  fttr  den  absoluten  Werth  von  [x,  y]  eine  obere 
Grenze  Ar^**,  Da  nun  fttr  alle  genügend  kleinen  r  die  mit 
/\  (/-)  und  (r)  bezeichneten  extremen  Werthe  der  Function 
f(x,  y)  nach  Voraussetzung  absolut  grosser  als  ar"  sind,  ar** 
aber  andrerseits  wiederum  grösser  als  Ar***  Ist,  so  folgt  aus 
Formel  (4)  erstens^  dass  fttr  genügend  kleine  r  immer  die  extremen 
Werthe  der  ganzen  rationalen  Function  [Xy  y)  mit  den  Grossen 
f^\v)  und  entsprechend  gleiche  Vorzeichen  haben;  und 
sweUenSt  dass,  wenn  a  irgend  eine  Zahl  zwischen  0  und  a  be- 
deutet, immer  eine  obere  Grenze  g*  fttr  den  Radius  9*  so  ange- 
geben werden  kann,  dass  die  beiden  extremen  Werthe  von 
(^»  y)  absolut  grosser  als  a'r*  werden,  solange  r  kleiner  als 
g  bleibt. 

Fixiren  wirnSmlich  fürs  Erste  einen  Radius  r,  welcherkleiner 

als  j  isl  iiixl  somit  der  Bedingung  «?-"  >  ytr""*" *  genügt,  so 
wird  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

(5)  [x,  y)  =  f{x,  y)  -  Ä„^,  (x,  y) 

jedenfalls  an  denjenigen  beiden  Stellen,  welche  den  Extremen 
(r)  und  (r)  der  Function  /  [x^  y]  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
r  entsprechen,  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes  massgebend 
sein,  da  dasselbe  hier  (absolut)  grösser  als  ar**  ist,  wahrend  das 
zweite  Glied  kleiner  als>lr"'*'^  wird;  haben  nun  die  beiden 
Extreme  f^  (r)  und  (r)  gleiches  Vorzeichen,  so  ist  Überhaupt 
auf  der  ganzen  Peripherie  der  Werth  von  /'(o?,  y],  als  zwischen 
den  beiden  Extremen  liegend,  absolut  grösser  als  ar**  und  stimmt 
daher  nach  (5)  im  Vorzeichen  mit  Gf^[Xf  y]  ttberein,  es  haben 
daher  auch  die  beiden  Extreme  von  G«  {x,  y)  gleiches  Vorzeichen 
mit  den  Extremen  von  f{x,  y) ;  haben  dagegen  die  beiden  Ex- 
treme /*!  (r)  und  (r)  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  haben  die 
entsprechenden  Werthe  von  ((t,  y)  ebenfalls  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  es  mttssen  daher  um  so  mehr  den  beiden  Extremen 
der  letzteren  Function  entgegengesetzte  Vorzeichen  zukommen. 
Hiermit  ist  die  erste  der  aufgestellten  Behauptungen  erwiesen. 
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Die  »weite  Behauptung  ergiebl  sich  durch  ganz  Uhnliche 
Ueberlegungen,  wenn  man  den  Radius  r  nicht  nur  kleiner  als 

-j,  sondern  so  klein  anninnnl,  dass  ar"  —  /l grosser  als  af* 

wird,  d.  h.  wenn  man  g'  gleich         und  r  kleiner  als  g  macht. 

Diinn  niiinlifh  hat  die  rechte  Seile  der  Glpichnni:  (.')'  ftir  die  den 
i'^xlrenien  /",  (;)  und  f'^(r)  enlspreehenden  Werlhe  von  .r,  y  nicht 
nur  das  Vorzeiclien  von  /  i  r,  i/),  sondern  ist  aueh  absolut  grösser 
als  a'r'K  Ks  wird  daher,  wenn  die  Kxlrenie  f^  r)  und  f\  fr^ 
liU'iehes  NOrzoichcn  haben,  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5) 
überhaupt  auf  der  ganzen  Peripherie  absolut  grösser  als  a'r" 
sein  :  und  wenn  die  Extreme  /\  (/  )  und  (r)  engegengeselzles 
Vorzeichen  haben,  werden  die  jenen  Extremen  entsprechenden, 
ebenfalls  mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehenen  Werthe  von 
Gf^  {.r,  ij)  absolut  grösser  als  a  sein,  um  so  mehr  muss  also  das- 
selbe von  den  Extremen  dieser  letsteren  Function  gelten. 

Wir  können  die  beiden  eben  bewiesenen  Behauptungen 
folgendermassen  zusammenfassen. 

»Es  sei  f  ^x,  y)  eine  an  der  Stelle  (0,  u)  verschwindende 
Function,  deren  Verhalten  in  der  Umgebung  jener  Stelle  ge- 
nügend deutlich  ist,  damit  die  Entscheidung  Uber  das  Eintreten 
oder  Nichteintreten  eines  Maximums  resp.  Minimums  auf  dem 
Wege  der  Potenzentwickelung  nicht  principiell  unmöglich  sei ; 
mit  anderen  Worten,  es  existire  eine  Potenz  ar"  von  der  Art, 
dass  auf  jedem  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise,  dessen 
Radius  r  kleiner  als  eine  bestimmte  Grösse  7  ist,  die  beiden 
extremen  Werthe  (der  grüsste  und  der  kleinste)  der  Function 
/  (  r,  t/),  ^  [r)  und  /*,  (r),  absolut  grösser  als  ar*  seien.  Ent- 
wickelt man  dann  /'(rr,  y)  mit  Benutzung  der  Lagra  n  g ersehen 
Restform  nach  Potenzen  von  x,  y  und  bezeichnet  die  Gesamrot- 
heit  aller  Glieder  der  n  ersten  Dimensionen  mit  (  r,  y  ,  das 
Restglied  mit  B„^^  (.r,  y]y  sodass: 

f'.r,  y]  =  f;„(.r,  yj  4-  /?„^,  (.7-.  // 

wird,  so  verhidl  sich  die  ganze  rationale  Function  ^x„(.r,  y  in 
der  Umgebung  der  Stelle  (0,  0)  ganz  so  wie  die  Function  f  [x^  y). 
Erstens  nümlich  stimmen  die  extremen  Werthe  beider  Func- 
tionen für  jeden  genügend  kleinen  Radius  /  dem  Vorzeichen 
nach  entsprechend  Uberein,  woraus  folgt,  dass  im  Nullpunkte 
für  beide  Functionen  gleichzeitig  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
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niuni  oder  weder  eines  noch  das  andere  cintrill;  und  zweitens 
sind,  wenn  a  iri;eii(l  eine  Zaid  zwischen  0  und  a  bedeulel,  für 
jeden  Radius  /'  innerhalh  eines  u;ewissen  Kreises  (/  die  extremen 
Werlhe  der  iMinclion  .r,  //)  .ihsidiil  grosser  als  ar^,  woraus 
fo!i;l,  dass  auch  th-r  (irad  dei'  IfcuUnhkeil,  welchen  das  Verhal- 
len der  Function  (j„(x',  y)  zei^jl,  der  nainiiche,  wie  bei  der  Fuuc- 
liou  /'{d-,  //)  ist.« 

Man  üherzeuüt  sich  leicht,  dass  in  dem  zum  Beweise  des 
vorstehenden  Satzes  ant^esleilten  l'eberlegungen  überall  f{j-,  //) 
nnt  dni"^')  If]  vertauscht  werden  kann,  da  nur  die  Gleicliung  (5) 
zur  Anwendung  konunl.  Man  erhält  dadurch  einen  neuen  Satz, 
welcher  ij;ewissermassen  als  l'mkehrung  des  vorstehenden  gellen 
kann.  Bedenkt  mau  noch,  dass,  wenn  f{0,  0)  verschieden  von 
Noll  isl,  man  nur  im  Vorhergehenden  ttberati  /  (r,  y)  durch  die 
Differenz  /'(j-,  y)  — /"(O,  0)  zu  ersetzen  hat,  so  ergiebt  sich 
durch  Zusammenfassung  beider  Stttze  schliesslich  Folgendes: 

Eine  beliebig  f/ajebefie  Function  f{x,  y)  werde  nach  Potenzen 
von  X,  y  entwickelt.  Lässt  sich  dann  die  Zahl  n  und  eine  positive 
Gröite  a  so  bestimmen,  dass  die  aus  allen  Gliedem  der  ersteti 
n  Dimensionen  gebildete  ganze  raiionale  Function  (i„{j-,  y)  auf 
jedem  Kreise  r,  der  m  einem  gewissen  Gdtieie  ^  liegtj  extreme 
Werfke  von  absolut  grösserem  Betrage  als  a't^  besitzt,  so  haben 
die  beiden  Functionen  f  (a-,  y)  und  Cf^  (x,  y)  im  Nullpunkte  gleich- 
seilig  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minnmm,  Lässt  sich  ditycyen  eine  solche  Zahl  n  mit  der 
angegebenen  Eigenschaft  nicht  bestimmen,  so  ist  die  Entscheidung 
über  das  Verhalten  der  Function  f(x,  y)  auf  dem  Wege  der  Potenz^ 
entwickelung  überhaupt  prinvipiell  unmöglidi.  Es  genügt  hiemach , 
um  aus  der  Function  Gf^(x,  y)  einen  Sd^luss  auf  die  Function 
f  (x,  y)  zu  ziehen,  nodt  nicht,  dass  [x^  y)  ein  deutliches  Ver- 
kalten hinsichtlich  des  Maximums  oder  Minimums  zeigt ;  vielmehr 
muss  noch  die  auf  die  Grossenordnung  der  Extreme  von  y] 
bezügliche  Bedingung  erfüllt  sein* 

Wir  werden  die  letztere  Thatsache  später  schon  an  Bei- 
spielen von  der  denkbar  einfachsten  Beschaffenheit  bestätigt 
finden,  wo  nämlich  die  Function  f{x,  y)  selbst  eine  ganze  rationale 
F^mction  ist  und  wo  emmal  die  aus  den  ersten  n  Dimensionen  zu- 
sammengesetzte Function  G,^{Xf  y]  m  der  Umgebung  des  NuU- 
Punktes  beständig  positiv  ist,  während  f  {x,  y)  auch  negativ  werden 
kann^  ein  ander mcU  hingegen  G,^  [x,  g)  sowohl  positiv  als  negativ 
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wird,  während  f  (a-,  y]  constanles  Vorzeichen  bewahrt  (vgl.  Bei- 
spiel (4)  und  i2)  am  Schluss). 

Dureh  den  aurgestellten  Fundamentalsais  ist  die  Unter- 
suchung der  Function  /'  [x ,  // ]  zurttcligefllhrt  auf  die  Unter- 
suchung der  ganzen  rationalen  Function  Gf^{Xf  .7).  Man  wird 
sunüchst  fi  s  2  annehmen,  dann  n  »  3  u.  s.  w.,  und  jedesmal 
die  entaproehende  Function  [x,  y)  hinsichtlich  ihrer  Extrem- 
werthe  prüfen.  Ist  dann  die  Entscheidung  über  das  Maximum 
oder  Minimum  der  Function  f  [x^  y)  überhaupt  auf  dem  Wege 
der  Potenzentwickelung  ansfOhrbar,  so  muss  man  früher  oder 
spater  zu  einer  Function  (tn{x,  y)  gelangen,  für  welche  jene 
Extrem  werthe  absolut  grüsser  als  ein  Ausdruck  a'r*  sind,  und 
diese  Function  liefert  die  gesuchte  Entscheidung. 

Es  ist  jetzt  die  Frage  zu  beantworten :  Wie  kann  man  er- 
kennen, ob  eine  Grenze  g*  und  eine  Grösse  a*  von  der  Art  exi- 
stiren ,  dass  auf  jedem  Kreise  r  K,g'  die  Extremworthe  einer 
gcgolienen  ganzen  rationalen  Function  Grades  (x,  y) 
absolut  grösser  als  a'r*  werden?  Und  wie  kann  man  eventuell 
die  Vorzeichen  jener  Extremworthe  feststellen  und  damit 
schliesslich  zur  Entscheidung  über  das  Maximum  oder  Minimum 
der  Function  G^(r^  y)  im  Nullpunkte  kommen?  Mit  anderen 
Worten:  Wie  gestaltet  sich  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
für  ganze  rationale  Functionen,  auf  deren  Behandlung  der  Fun- 
damentalsatz das  allgemeine  Problem  zurückführt? 

Diese  Frage  Itfsst  sich,  wie  die  nachfolgende  Untersuchung 
zeigen  wird,  mit  absoluter  YollstAndigkeH  beantworten. 

§  6. 

Homogene  FnnetioiMn. 

Wir  luuiiinrn  iiiil  ilrm  cinliiilisleu  taüe,  wo  G^\x^  y)  ein 
iwmugener  Aubtlruck  i*^"  Grades  isl : 

/( 

Der  Werth  einer  solchen  homogenen  Function  lindert  sicli  ;uif 
jeder  den  Nullpunkt  enthaltenden  (leraden  proportional  der 
ft**"  Potenz  von  r.  Sind  ;dso  (i  und  ^"  die  Evtremwerihe  von 
Gf^{Xf  y)  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreisos,  so  sind  Gr^ 
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und  G*r^  die  £x(rerowcr(ho  auf  einem  beliebigen  Kreise  r. 
Die  Vorzeichen  von  G  nntl  G'  kann  man  direot  durch  Zerlegung 
<ior  Form  G^^  in  ihre  linearen  Factoren  erkennen,  zu  deren  Auf- 
tindung  die  Lösung  einer  CileidinnL'  Grades  genügt.  Im 
Voraus  sieht  man.  dass,  wenn  die  Ordnunt;  n  eine  uiujeraäe  ist, 
G  und  G'  von  Null  verschieden  und  cnt|j;egengesetzt  gleich  sein 
mUssen,  da  der  Ausdruck  G^  (j?,  y)  bei  Verlauschung  von  ar,  y 
gegen  —  .r,  —  y  sein  Vorzeichen  wechselt.  Ist  dagegen  n  eine 
(jerade  Zahl,  und  sind  erstens  die  Linearfaclorcn  iinai^inlir,  so 
kann  die  Form  G,^  (.r,  //)  weder  ihr  Vorzeichen  wechseln,  noch 
verschwinden,  sie  ist  dcfinil  und  die  Kxtreme  G  und  G'  haben 
fzleiche  Vorzeichen:  sind  zweitens  reelle  Linearfaclorcn  und 
fnindeslens  eirier  derseibeij  in  nni;er.»(ler  Ordnung  vorhanden, 
so  nimml  die  l''orni  //j  beide  Vorzeichen  an,  sie  ist  nuiefi- 

nU  und  das  Vorzeichen  v(mi  G'  ist  dem  von  G  cnlgegenL'<*se(zi  : 
trelen  endlich  drillens  t  eelle  Linearfaclorcn  zwar  auf,  aber  jf  «In 
nur  in  gerader  Ordnung,  .so  kann  die  l'orni  (x,  y)  zwar  \(>r- 
schwinden,  al)cr  nicht  das  Zeii  iien  wechsein.  sie  isi  semidefinil 
und  eins  der  Kxlreme  G  und  G'  isl  tzleirh  Null. 

In  allen  Fällen,  mit  AusrKihrne  des  Iclzlen,  ist  eine  j)osilive 
Zahl  (i  so  bestinuid>ar.  da.ss  auf  jedem  beliebiiicn  kreise  r  die 
Extrennverlhe  der  Function  (i^,  '  f,  '/),  nämlich  fi/"  uFid  G'r^y 
ahsoliil  t;ro.sser  als  (t'/  "  werden  :  iii;ni  brauch l  ja  nur  a'  kleiner 
;ils  die  absoluten  Werlhe  von  (i  und  (i'  iiiizuiichiiu  ii.  In  allen 
jenen  Fällen  lindet  daher  an  der  Stelle  0,  0  ;iiif  i;eiiili;end 
tiritihcln'  Weise  lim  vorhei*  prä<'isirlen  Sinne  des  Wortes)  ent- 
weder ein  Maximum  oder  ein  Miniriium  der  F'uDclion  ^„  (  r,  //) 
oder  keins  von  beiden  statt,  w<<rUl)er  die  Vorzeich(M)  der 
ircrne  G  und  G'  entscheiden.  Welches  diese  Vor/eielien  sind, 
ist  jodosmal  leicht  aus  den  Linearfaclorcn  erkennhar;  denn  wenn 
die  Form  G^  {.r,  //i  indefinit  isl,  .so  sind  die  Vor/eichen  enlgegen- 
{je.sctzt,  und  wenn  sie  delinit  ist,  stinunen  sie  unter  einander 
und  mit  dem  Vor/eichen  der  Form  (./•,  y  seihst  ftlr  irgend 
ein  specicllcs  Werthepaar  von  .r.  //  Itberein.  In  deui  Falle  end- 
lich, wo  reelle  Linearfactoren  vorlianden  sind,  aber  jedei'  nur 
in  gerader  Ordnung,  tritt  an  d<>r  Stelle  (0,  ü  weder  «'in  Maxi- 
mum noch  ein  Mininuun  der  Form  ^„  [.v.  //)  ein,  da  dieseihe  in 
der  Umiiebung  zwar  nicht  beide  Vorzeichen  erhalten,  wold  aber 
verschwinden  kann.  Eine  (irossc  a  uul  der  verlangten  Eigen- 
schaft existirt  in  diesem  Falle  nicht. 
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Die  Zerlegung  der  Function  (i„{-r,  i/)  in  Linearfaetnren, 
welche  die  I.ösuni!  einer  ( i  IcicIninL;  n^"''  (hvuIos  crfin'derl ,  ist 
übrigens  niclil  unhcilinLii  nnlliw cndiü,  sondtM'ii  man  kann  üueh 
durch  elenjenlare  algehiiii.sclic  ()|K'ratiüiieii  /um  Ziel  L'cinngen. 

Zutiiichsl  niUnlich  wird  man  nach  l»ekaniilcr  Methode  durch 
Absunderun^  der  ciwaiL^eu  vielfachen  lacluroo  die  t'uuctioii 
G||  (o;,  y]  auf  die  Form  bringeo : 

wu  allgemein  ij*^  das  einfache  Produet  aller  der  Linearfaeloren 
bezeichnet,  welche  G„  in  der  Ordnung  enthält  (sodass  also, 
wenn  kein  Factor  dieser  Ordnung  vorkutnnil,  il*^  eine  blosse 
Conslantc  ist,  und  im  liesondern  die  Function  (i,^  sich  auf  */', 
reducirl,  wenn  sie  nur  einfache  Factoren  l>esilz().  Vermittelst 
des  Slurm'schen  Satzes  lassl  sich  dann  weiter  für  jede  der 
Functionen  ...  entscheiilen,  ob  sieh  unter  ihren  l.iiu'ar- 

faciuren  reolle  belinden  oder  nicht;  worauf  man,  da  man  auch 
die  Flvponenten  iii,  ...  kennt,  die  vorher  auge^ebeuen  Satze 
uuniillclbar  anwenden  kann. 

Die  eben  skizzirte  Theorie  der  ganzen  homogenen  Func- 
tionen liefert  uns  auf  Grund  des  Fundamenlaitheorenis  für  die 
allgemeitu*  Theuiie  des  Maximums  und  Minimums  beliebiger 
Functionen  ilen  bekannten  Satz: 

üSniä  in  der  hJntiiHckelwKj  der  FmicUon  /  (./•,  //)  nach  l'nlcn- 
zen  von  ;z:,  //  (dlf  Clicder  K^'' bis  (n  — i)**^  Dimension  idcnti^r/t 
(jleirh  Null,  wahrend  die  Glieder  n^"  Dimension  eine  Form  (j„  (.r,  y) 
bilden ^  und -ist  erstens  (i„{j',  >/  indefinit  [was  hei  untjcradem  n 
immer  der  Fall  ist),  so  findet  an  der  Stelle  (0,  ü '  weder  ein  Maj  i- 
mum  noch  ein  Minimum  der  Function  /  J.r,  y)  statt;  ist  zweitens 
(#„  (;r,  y)  definil,  so  tritt  je  nach  dem  Vorzeichen  dieser  Form  ein 
Maximum  oder  Minimum  con  y,  ein;  ist  endlich  »/) 
semidefinilj  so  lässt  sich  das  Verhallen  der  Funclioti  f  ix,  y]  aus 
dem  Verhallen  von     (x,  y)  überhaupt  nicht  erkennen  .w ') 


I  ■  Der  Beweis  dieses  hekiiiintcri  Satzes  wird  litiufig  auf  Bclnicliluiifirn 
gegründet,  doren  Fühlerbaftigltuit  vsir  im  Anfange  dieses  Aufsatzes  nach- 
gewiesen haben.  Herr  Peano  giebt,  um  den  gowöhnlicheo  Fehler  lu  ver^ 
meiden,  einen  Beweis  (p.  4  97),  w  elcher  auf  demselben  Grundgedanken  wie 

der  unsrige  berulit.  Ks  sdicittt  mir  iiitles,  thiss  dioser  Bewei'-  \  'v'\  zu  um- 
ständlich ist,  wofern  man  bei  dem  einzelnen  Satze  sli'heii  bleiben  und  den- 
selben nicht  vielmehr  bloss  als  Bcslaudthuil  einer  uuilasscndereu  Theurie 
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§7. 

Hickt  homogene  Fnncttonen. 

Ks  sei  nun  //)  <*in  beliehigtM*  (nicht  lioniogener)  Aus- 

tinick  Griides  oliiio  c(»iist;mles  GüimI.  Üic  Fnii;e,  oh  im 
Nullpunkle  ein  Minimiiin  oder  ein  Mnxinmiii  von  (  / ,  y)  slj»ll- 
Hndot,  d.  h.  oh  in  der  l'ingehuni:  dessclhcn  ''„(ot-*,  .y)  Uhendl 
dHSseilio  Vorzeichen  hat,  ist  d;inn  ofleuhar  f^ieichbodeiilend  mit 
ilcr  Frage,  oh  die  algehniischo  Curvo  (^r,  »/)  =  0  im  Niill- 
punkle  einen  isolirlen  Punkt  hesil/t,  oder  nicht.  Hieniiirch  wird 
der  Gedanke  nahe  iielegl,  die  hei  der  Discussion  der  Singidari- 
talen  algel)raisi  her  (Inrven  gehriUieidichen  Methoden  auf  unsern 

;in/ii\vcnderi.  in  der  That  werden  uns  jene  Methoden  von 
we.senllitlicrn  Nutzen  sein;  denn  wir  werden  vermittelst  der- 
seihcn  (iie  Üiscussion  der  Function  Of^  [x,  y)  auf  die  Diücussion 

ansehen  will.  Hat  man  nur  jenen  einen  Sats  im  Auge,  so  ttisst  sieh  itor  Be- 
weis (für  tieliebig  viele  Varialieln  y,%, .. .)  wohl  am  lillneslen  dadurcli 
füliren,  dass  man  in  der  Enl\vi(  ki  lunK  il<'r  Function  f  r,  !f,g,,..)  schon 
für  das  (^liol  n^^^  Ordnuii!:  'ni(  lit  cr.si  für  das  näcbaie)  die  Lagrange'fche 
Restforiu  cuüuhrt.  Es  wird  dann  nämlich 

•..)  »  Gni^»  V*  •••}» 

wo         V» . . .)  eine  Form       Grades  ist,  deren  GoälBcienten  nicht,  wie 

diejenigen  von  G^{Xt  y,  . ..)  aus  den  n^en  partiellen  Ableitungen  der  Func- 
tion fix,  y,  ..  .'i  für  <lic  Aisiunienle  0,  0  sondern  aus  den  ontsprcclien- 

den  Ableitungen  für  die  Ar^^uinenle  «*>,»•,  .?v,  ...  o  <     <  1)  zusanirnen- 

geselzl  sind.  Man  urkennl  nun  leii^ttl,  duss,  so  lange  r,  d.  i.  yx^+  y'^  +  ••• 
und  somit  gleichzeitig  die  Grossen  »a-,  &y,  ...  unterlialb  einer  gewissen 

Grenze  g  bleiben,  die  Form  Gn(x,  y, ...]  delinit  oder  indefinit  Ist,  je- 
nachdem  die  Form  G^{Xt  y. . . .)  deßnit  oder  indefinit  Ist.  Denn  die  beiden 
extremen  Wertbe,  welche  eine  Form  n^rOrdnang  mit  unbestimmten  GoeCfi- 

cicnten  unnimTot ,  wenn  man  ilire  Arjiumcntc  .r,  y,  ...  der  Bedinpunfi 
+  y' +  ••■=  1  unterwirft,  sind  olFenbar  stetige 'algebraisclie)  Funclionen 
jener  Coef(icicnU;n;  und  da  diese  Exlremwcrtbe  für  die  Form  G„{j:,  y, ...], 
lalls  diesell»  entweder  definlt  oder  indefinit  (nur  nicht  semidefinit)  ist, 
beide  von  Noll  verschieden  sind,  werden  sie  bei  genügend  kleinen  Ver- 
tfnderungen  der  Cuefficienten  der  Form,  d.h.  (wofern  wir  diese  in  die  Form 

Gn{x,y,...  iit)crgelien  hissen;  hei  genügend  kleinen  Werllion  von  !>:r, 
&y,  .  ..  iliio  Vor/oirlifii  nicht  wecli>ehi.  —  Ivs  lln(h't  dalter  an  der  Stelle 
0,0,  ..  .)  ein  Ma.Miuutn  oder  Mininunn  der  Funclion  'r,  y,  . . .)  ^d.  h.  der 
Function  fix,  y,  ...}]  oder  weder  das  eine  noch  das  andere  stall,  je  nacli- 
dem  die  Form  Gf^  {x,y,  ...)  definit  ond  entweder  negativ  oder  positiv,  oder 
Indefinit  ist.  W.  t.  b.  w. 
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einer  Reihe  homogener  Functionen  reduciren  und  so  lur  voll* 
ständigen  Beantwortung  nicht  nur  der  Frage  nach  dem  Blaxi- 
mum  oder  Minimum  von  Gf^{x,  y)^  sondern  auch  der  Frage  nach 
der  Existenz  eines  Ausdrucks  o'H*  gelangen,  welcher  für  alle 
genügend  kleinen  Werthe  von  r  kleiner  sein  soll,  als  die  abso- 
luten Beträge  der  dem  Radius  r  entsprechenden  Extremwerthe 
von  Gn(<r,y). 

4 .  Um  uns  zunächst  Uber  die  verschiedenen  Möglichkeiten, 
welche  in  dem  Verhalten  der  Function  (««(x,  y)  auftreten  kön- 
nen, SU  Orientiren,  fassen  wir  einen  kleinen  Kreis  r  ins  Auge 
und  suchen  auf  demselben  diejenigen  beiden  Stellen,  an  wel- 
chen die  Function  G^^  (x,  y)  ihren  gi'Ossten  und  ihren  kleinsten 
Werth  annimmt.  Man  findet  dieselben  bekanntlich,  indem  man 
die  drei  Gleichungen : 

or*  +     SS  r* 

nach  X,  y  und  1  auflast.  Durch  Elimination  von  il  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entsteht  die  Gleichung  Grades 

DipscIIm'  miiss  für  nllo  Wci  llu'  vf»ii  ./;  und  //  Uclritnlij;!  werden, 
welche  «Ifii  Stellen  dei"  evtreiiien  Weiihe  von  (i„  [j-,  //)  ;uif  t;anz 
l»elielMt:;en  Kreisen  r  t■Mt^|)^eeluMl.  Ks  liej^en  daher  alle  jene 
l'i\(renislellen  auf  der  durch  die  (dciciuing  (i)  definirl«Mi  alge- 
braischen ('urve.  Nun  isl  aus  der  Theorie  der  alä^ebraischen 
FuiKlioiKMi  lickannl,  dass  jeder  den  iNullpiiiikl  enllialtende 
Zweit»  eiiu  r  ,ilf;(  braischen  (lurve  /i*'''  Ürdnuni;  sich  in  der  Uni- 
i;clMinL;  des  iNuilpunklcs  durch  eine  unabhängige  Vuriabic  x 
in  ilcr  Form : 

(2)  { 

[y  =  b^'*  +  6,/.-  -H  •• , 

darstellen  iMsst;  und  zwar  kann  die  Darstellung,  welche  auf 
unendlich  viele  Arien  luü^lich  isl,  immer  so  eingerichtet  w  erden, 
dass  in  jeder  der  beiden  Heihen  der  erste  von  Null  verschiedene 
(^oeflicienl  (falls  ein  solcher  Uberhaupt  exislirl)  höchstens  den 
Iudex  n  hat.  Es  sind  also  auch  diejenigen  beiden  den  ^^ulipunkt 
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eothalieodon  Zweite  der  algebraischen  Ciirvo  (1),  deren  Scbaiti- 
punkto  mit  jedem  Kreise  von  hinreichend  kleinem  Radius  r  die 
Stellen  liefern,  welche  den  extremen  Werllien  von  (x,  y) 
auf  diesem  Kreise  enisprechen ,  in  der  Form  (2)  durch  einen 
unabhängigen  Parameter  x  darstellbar,  so  lange  wenigstens,  als 
66  sich  nur  um  die  unmittelbare  Umgebung  dos  Nullpunktes, 
d.  h.  nm  genügend  kleine  Werthe  von  x  handelt.  Wir  wollen 
jene  Zweige  kurz  die  beiden  Extremcurven  der  Function  (7,^(0;,  y) 
nennen. 

Es  isl  jel/.l  der  Fiill.  wo  'iuisser  etwa  Klr  wumii/cIIc  Werlhe 
von  r)  (li(^  l'Alreniwerthe  noii  (t„{-r,  y)  heide  \on  Null  versrhie- 
doi)  .sindj  soll  dein  juidern,  s\(>  eiiuT  derselben  lieslandit;  i^leidi 
Null  ist,  zu  trennen.  Sind  beide  Kxlreni werlhe  von  Null  ver- 
schit  (lofi.  so  wird  der  Ausdruck  .r,  //  ,  falls  man  f(5r  j-  und  // 
dir  einer  Kxlreineui've  ents|»r(H'lienden  H(Mhen  (2)  einsetzt,  mit 
einer  Potenz  .1/."'  beginnen,  welehe  für  f;enUgend  kleine 
Werlhe  von  x  sowohl  das  Yorzeiehen  als  auch  die  Ordnung  der 
kleinheil  des  ganzen  Ausdrucks  bestimmt.  Diese  Ordnung  ist 

die      wofern  man  x  als  Grösse  erster  Ordnung,  und  die 

\Nofern  man  /•  als  (ii'iisse  erster  OrcJnung  betrachtet  und  mit  // 
(liMi  niedrit;sten  in  den  Reihen  (?)  wirklich  rnr/ionuncndm  Kx- 
poneolen  von  z  bezeichnet.  Die  Zahl  //  isl,  w  ie  schon  erwähnt, 
hol  iieeigneler  Wahl  der  Paranielerdarslellung  (2)  höehstens 
gleich  n.  Kntsprechende  Orgssen  A\  m  und  fi  erhUlt  man  für 
die  zweite  EiLtremcurve.  Sind  nun  die  Zahlen  m  und  m'  nicht 
beide  gerade,  so  kann  von  einem  Minimum  oder  Maximum  der 
Function  [w,  y)  im  Nullpunkte  keinenfalls  die  Bede  sein,  da 
die  Function  dann  jedenfalls  auf  einer  Extremcurve  das  Vor- 
leichen  mit  x  wechselt.  Das  Gleiche  gilt,  wenn  zwar  m  und 
m'  gerade  Zahlen  sind,  A  und  A'  aber  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  da  alsdann  auch  die  Function  G„  [o*,  y)  auf  den 
beiden  Extremcurven  verschiedene  Vorzeichen  aufweist.  Ist 
endlieh  m  und  m'  gerade  und  zugleich  A  von  gleichem  Vor- 
leichen  mit  A'j  so  tritt  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Func- 
tion Gn{x,  ein,  je  nachdem  dieses  Vorzeichen  das  positive 
oder  das  necalive  ist.  In  allen  drei  Füllen  lässl  sich  oflenhar 
eine  Grösse  a'  und  eine  obere  Grenze  y  des  Radiusveetor  r  so 
hesliinmen,  dass  für  r  <  y  die  Werlhe  von  ./ ,  y]  auf  beiden 
Extreoicurveu  überall  absolut  grosser  als  ar^'  werden,  wo  inil 
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p  die  grössere  der  beideu  Zableu  —  und      bezeicboel  ist,  uud 

zwar  ist  dieser  Exponenl  p  (der  aber  natürlich  nicht  nothwendig 
eine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht]  zugleich  der  kleinste,  fttr  wel- 
chen ein  Ausdruck  ar^  mit  der  angegebenen  Eigenschaft  e&istirt. 

Ist  dagegen  der  Werth  von  G^{Xf  y)  auf  einer  der  beiden 
Extremcurven  beständig  gleich  Null,  so  findet  selbstverständlich 
kein  Maximum  oder  Minimum  im  Nullpunkte  statt,  und  noch 
weniger  giebt  es  einen  Ausdruck  von  der  eben  verlangten 
Art.  Dieser  Fall  kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Func- 
tion Gf^  {x,  y)  einen  quadratischen  Factor  enthält,  durch  dessen 
Nullsetzen  eine  den  Nullpunkt  enthaltende  reelle  Doppelcurve 
definirt  wird,  da  sonst  mit  dem  Verschwinden  der  Function 
{Xf  y)  beim  Fortgange  auf  irgend  einem  Kreise  r  ein  Zeichen- 
wechsel verbunden  sein  mttsste«  Nun  kann  man  sich  allemal 
im  Voraus  durch  elementaralgebraische  Operationen  Gewissheit 
hinsichtlich  der  Existenz  quadratischer  Factoren  überhaupt  ver- 
schaffen. Wir  wollen  daher  in  der  Folge  der  Einfachheit  wegen 
annehmen,  dass  die  Function  Gf^{Xt  y)  solche  quadratische  Fac- 
lorcn,  durch  welche  reelle  Doppelcurven  definirt  würden,  jeden- 
falls nicht  enthttlt. 

Unter  dieser  Voraussetzung,  deren  Eintreffen  man  bei  jedem 
einzelnen  Beispiele  in  erster  Linie  zu  prüfen  haben  wird,  giebt 
es,  den  vorher  angestellten  Ueberlegungen  zufolge,  immer  eine 
kleinste  Zahl  p,  zu  welcher  sich  eine  Gonstante  a  und  eine 
obere  Grenze  g*  des  Radius  r  so  bestimmen  Ittsst,  dass  auf  jedem 
Kreise  r<g  beide  Extremwerthe  der  Function  Gf^{x,  absolut 
grüsser  als  a'r^  werden;  und  zwar  drückt  jene  Zahl  p  (wenn 
man  die  Ordnung  von  r  als  Einheit  nimmt)  die  Ordnung  der 
Kleinheit  der  Function  G^  {x,  y)  auf  derjenigen  der  beiden  Ex- 
tremen rven  aus,  auf  welcher  diese  Ordnung  die  htfhere  ist.  Ist 
p  höchstens  gleich  n,  so  ist  ar^  für  kleine  r  nicht  kleiner  als 
a'r**,  die  beiden  Extremwerthe  von  G^^  (x,  y)  sind  daher  sicher 
auch  absolut  grösser  als  a'r" ;  ist  dagegen  p  grosser  als  n,  so  wird 
für  kleine  r  mindestens  einer  der  Extremwerthe  von  6',,  absolut 
kleiner  als  a  r",  wie  auch  die  Gonstante  a  gewühlt  werden  mag; 
denn  /)  ist  der  kleinste  Exponent  ,  für  welchen  die  Extremwerthe 
absolut  noch  grosser  als  ein  Ausdruck  aV  bleiben.  Je  nach 
dem  Vorhalten  auf  beiden  Extremcurven  tritt  im  Nullpunkte 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function  Gf^  (x,  y)  oder 
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weder  eins  noch  das  andelre  ein.  Indessen  ist  naeh  unserem 
Fundaroenlallbeoreni  die  Function  G„{x,  y)  für  eine  Function 
f{^i  y)t  aus  deren  EntwiciLelungsgliedern  4^' bis  Ordnung 
sie  besteht,  liinsiobUich  des  Maximums  oder  Minimums  nur 
dann  massgebend,  wenn  der  eharalLteristische  Exponent  p 
bUchstens  gleich  n  ist. 

2.  Wollte  man  im  einzelnen  Falle  die  Function  G„  [x,  y) 
auf  dem  Wege ,  welchen  die  vorstehenden  allgemeinen  Ueber- 
legungen  genommen  haben,  disculiren,  so  mttsste  man  die 
Go|(flicienten  in  den  Beihen  {%)  wirklich  berechnen  und  alsdann 
diese  Reihen  in  die  Function  (x,  y)  einsetzen.  Ein  solches 
Verfahren  wäre,  da  jene  Goäflficienlen  von  unübersichtlichen 
Gleichungen  höheren  Grades  abhängen,  äusserst  schwerfilllig. 
Nun  lässt  sich  aber  ein  Algorithmus  aufstellen,  der  aus  lauter 
elementaren  Operationen  besteht  und  indirect  schliesslich  zu 
demselben  Ziele  führt,  welches  bei  den  vorstehenden  Ueber- 
legungen  direct  ins  Auge  gefasst  wurde.  Dieser  Algorithmus 
ist  in  seinen  wesentlichen  Zttgen  als  Newton -Cramer*sche 
Regel  aus  der  Theorie  der  Singularitäten  algebraischer  Gurven 
langst  bekannt. 

Der  Grundgedanke,  durch  welchen  man  zu  diesem  Algo- 
rithmus hingoleitet  wird,  ist  folgender:  Man  denke  sich  zunächst 
die  Reihen  {%)  mit  ihren  unbestimmten  Goefßcienten  a,,  , . . . 
6,,  6^,...  in  die  Function  Gf^{x,  y]  eingesetzt  und  diese  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt.  Dann  nehme  man  für  die  CoBffi- 
cienten  o„  a,, . . .  6,,  6«, . . .  alle  (Iberhaupt  möglichen  Werthe 
an  und  iintorsurho  jedesmal  die  niedrigste  in  der  Entwiekelung 
von  (ini^,  y)  auftretende  Potenz  von  x.  Jedes  System  von  Werlhen 
derGoi^fficientenai,  o,, 6|,  6,, ...  stolileineheslimmteCurve 
d.'ir.  lind  dio  niedrigste  Potenz  von  x  cliaraktcMMsirl  jedesmal  das 
Verhalten  der  Function  G^{Xt  y)  auf  derselben  hinsit  litlich  des 
Maximumsoder  Minimuins.  Unter  den  unendlich  vielen  Gurven 
konniicn  dimn  jcdiMif.dls  auch  die  l>eiden  Extremcurven  vor, 
welche  dieondi^Ullii^e  Kotscheiduni;  der  gestellten  Fragen  liefern; 
die  Discussion  derselben  wird  daher  in  der  Diseussion  aller 
Überhaupt  möglichen  Curven  implicile  erhalten  sein. 

Es  iHsl  sich  aber  weiter  zeigen,  dass  man  auf  diesem  Wege 
jedesmal  schon  durch  eine  (vui/tcAe  Anzahl  einzelner  Untersuch* 
ungen  zu  sicherer  Entscheidung  gelangen  kann. 

Man  erkennt  dies  am  besten,  wenn  man  die  Form  der  Reiben 
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(SJ  von  Anfang  nnnocb  i^escbränkl.  Jede  beliebige  Einschränkung 
nämlich  ist  fUr  unsorn  Zweck  zulässig,  solmld  nur  die  Gewias- 
heit vorliegt,  dass  durch  dieselbe  keine  der  beiden  Extremcurven 
ausgeschlossen  wird.  ^^UD  Itfsst  sich  jeder  ZwcIli  (  iner  algebra- 
ischen Curven^' Ordnung,  welche  den  MuUpunki  enibttUy  immer 
durch  Gleichungen  von  der  Form 


ausdrücken,  wo  sowohl  a  als  auch  der  Index  ß  des  ersten  von 
Null  verschiedenen  Goefficienten  hß  [falls  ein  solcher  überhaupt 
pxislirt)  höchstens  gleich  n  ist.  Unter  den  Curven  von  der  Form 
müssen  daher  nothwendig  auch  die  beiden  unbekannten  Ex- 
tremcurven enthalten  sein. 

Enthalt  nun,  wie  wir  angenommen  haben,  die  Function 
G„(a^,  y)  keinen  quadratischen  Factor,  dessen  Nullsetzung  eine 
reelle  Doppelcurve  definirt,  so  beginnen  die  den  beiden  Ex- 
tremcurven (3)  entsprechenden  EnCwickclungen  von  [.< ,  y] 
mit  Potenxen  iix*",  resp.  A't,^,  In  die  Goäfficienten  A  un<i  A' 
dieser  Potenzen  können  die  Grossen  h  jedenfalls  hlfchsiens  bis 
zum  Index  i/i,  resp.  m*  eingehen.  Es  wird  daher,  um  das  Ver- 
halten der  Function  (x,  y)  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
und  speciell  auf  ihren  beiden  Extremcurven  zu  erkennen,  ge- 
nügen, dass  man,  unter  M  die  grttsste  der  Zahlen  m  und  m  ver- 
standen, nach  Einführung  der  unbestimmten  Reihen 


in  die  Function  (»„  [x,  »/)  nur  den  ersten  M  Grössen  b^,  ... 
alle  mögliehen  Werlhe  giehl :  denn  die  Werthe  der  folgenden 
sind  ohne  EinUuss  auf  d.is  \  erhalten  der  Function.  Nun  kennt 
man  allerdings  die  Zahl  M  nicht  im  Voraus;  dieselbe  ergiebt  sich 
indessen  im  Laufe  der  I  n t ersuchungen  von  selbst.  Denn  für 
beliebig  angenommene  Werl  he  einer  gewissen  Anzahl  von  CoCf- 
ficientendkannman,  wie  in  der  Folge  ausführlich  gezeigt  w  erden 
soll,  jedesmal  entscheiden,  ob  die  höheren  Coi'flicienlen  lutch 
Einlluss  auf  das  erste  Glied  der  Fnlw  ickelung  von  («„(a?,  y)  haben 
können,  oder  nicht;  zieht  man  also  der  Keihe  nach  immer  mehr 
Coe'fficienten  b  in  Betracht,  so  erkennt  man  den  Moment,  wo  die 
Zahl  .4/ erreicht  ist,  ganz  genau. 

Durch  die  vorangebende  üeberiegung  sollte  zunächst  nur 


y  =  b^-A     6,x*  + 
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nachgewiesen  werden,  dass  man  sehliesslicb  immer  xu  einer 
Zahl  Jf  mit  der  Eigenschaft  gelangen  mnss,  dass  die  Coeffietenten 
^jr*f-t9  •  •  •  fllrdieBenrtheilung  des  Verhaltens  ven  G„  [x^  y) 
auf  den  beiden  Bxtremcorven  unwesentlich  sind. 

3.  Wir  gehen  jetzt  daiu  ttber,  das  in  den  Grundzttgen  an- 
gedeutete YerCihren  schrittweise  im  Einseinen  durchsuftthren. 

Settt  man  nach  (3) 

SP  — "  fi 

y  =  h^xf^'-h  X/^-^'  -4-  ... 

uutl  liissl  ilio  GoCfficienlen  a^,  bß,  . ..  unlicstiminl,  während  man 
den  Z.iIiUmi  a  und  irgend  welche  Werlhe  ß;iel)l,  so  werden  ini 
Alli;enieinen  nieht  alle  Glieder  der  Function  ('„{-r,  //)  hei  der 
Kniwickelung  nach  x  Heilriige  zu  (h'r  niedr>j;sten  Polenz  liefern. 
Man  gewinnleinen  Ueberhlick  über  die  v(»rs(hiedenen  niüglicheu 
Fülle  \  erniillelst  der  N  e  w  Ion -Cra  me r  sc  hen  HeL'el. 

Iis  sei  ncimlich  if>  ein  Polenzausdruck  uiil  unheslinmilen 
Exponenten  i:,  i;;  wir  fragen  zuniich.«;!  nach  den  sümnUUcben 
WertüeD  ^,  i^,  weiche  denselben,  wenn  darin 

(4)  a?  =  X«,   y  =5  x/^ 

gesetzt  wird,  in  eine  gegebene  Potenz  x^  verwandeln.  OATenbar 
haben  diese  Eigenscliaft  alle  diejenigen  Zahlen  f  ,  i/,  welche  der 
Gleichung 

genügen,  und  nur  diese.  Deuten  wir  %  und  i/  als  rechtwinklige 
Goordinaten  eines  Punktes,  so  definirt  jene  Gleichung  eine  gerade 
Linie,  welche,  wofern  a,  m  positive  Zahlen  sind,  sowohl  die 
|-  wie  die  i/-Aze  auf  positiven  Seite  schneidet.  Fixirt  man 
einen  beliebigen  Punkt  im  bmern  des  von  jener  Geraden 
und  den  Axen  $  und  gebildeten  Dreiecks,  so  ist  fttr  denselben 
immer  ßfi  kleiner  als  m,  d.  h.  fl^  wird  durch  die  Sub- 
stitutionen (4)  einer  niedrigeren  als  der  m**"  Potenz  von  x  gleich ; 
umgekehrt  wird  fttr  jeden,  aiMserhalh  des  Dreiecks  in  dem  von 
der  «f-  und  der  +  i;-Axe  gebildeten  Winkel  gelegenen 
Punkt  aS  ^  ßii  grosser  als  fn,  dfh,afffl  wird  einer  höheren 
als  der  m**"  Potenz  von  x  gleich. 

Wir  denken  uns  nun  sämmtliche,  den  einzelnen  Gliedern 
afi  jfl  des  Ausdrucks  Gf^[Xf  y)  entsprechende  Punkte  co'*~ 
struirt  und  fixiren  von  diesen  Punkten  (die  stfmmtlich  zwischen 
(oder  auf)  der  +      und  der  +  i^-Axe  liegen)  zunächst  den- 
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jenigen,  welcher  der  17- Axe  am  nSchslen  fresp.  auf  derselben) 
liegt,  und,  (alls  deren  mehrere  extstiren,  apeciell  denjenigen, 
welcher  die  kleinste  Ordinale  ij  hat.  Um  diesen  Punkt  drehen 
wir  eine  gerade  Linie  aus  einer  durch  die  negative  i^-Axe  be- 
stimmten Anfangslage  gegen  die  Richtung  der  positiven  $-Axe 
hin,  bis  sie  einen  der  tibrigen  Punkte  (P,)  trifft  (oder  gleich- 
zeitig mehrere,  in  welchem  Falle  unter  der  am  weitesten  von 
P^  entfernte  zu  verstehen  ist)  und  verbinden  P,  mit  durch 
eine  Gerade.  Hieraufdrehen  wir  die  bewegliche  Linie  in  dem- 
selben Sinne  so  lange  um  den  Punkt  P,,  )>is  sie  einen  der 
Übrigen  Punkte  (P,)  trifll  (wobei,  wenn  gleichzeitig  mehrere 
getroffen  worden,  wiederum  unter  P,  Her  am  weitesten  von  P, 
entfernte  verstanden  werden  soll]  und  ziehen  die  Gerade  P,  P,. 
Dies  ist  so  lange  fortzusetzen,  bis  derjenige  der  Punkte  /'er- 
reicht ist,  welcher  der  $-A\e  am  niielislen  (resp.  auf  dersellien) 
liet!;t  un(i,  falls  mehrere  solehe  exisliren,  unter  diesen  /.ugleieh 
die  Idcinste  Aliscisse  ^  hat.  Auf  diese  \V(>ise  entsteht  eine  ans 
geradlinigen  Siücken  besichcndr  Curxye  C,  deren  oonvexe  Seile 
gegen  den  Anfangspunlit  des  Coordinatcnsystems  gerichtet  ist. 

Nimmt  man  nun  in  den  Reihen  (3)  für  a  und  ß  irgend  welche 
bestimmte  Zahlen  an,  während  die  CoOfficienten  o  und  h  noch 
unbestimmt  bleiben  sollen,  so  rtthrt  die  niedrigste  Polens  von 
X  in  der  Kntwickelung  der  Function  (rr,  y)  auf  den  Gurven  (3) 
zunllchst  nur  von  den  Substitutionen  s  x'',  y  ^  hß  %ß 
her.  Ks  können  ferner  zu  dieser  niedrigsten  Potenz  immer  nur 
solehe  Glii'der  von  y)  beitragen,  deren  enlspreehende 

Punkte  /*  auf  »ler  Curve  (-  liegen.  Denn  ist  P,  J  ein  be- 

liebiger jener  Punkte,  der  nieht  auf  C  liegt,  80  bildet,  wie  wir 
gesehen  haben,  die  durch  P,  gelegte  Gerade 

mit  der  |-  und  der  *;-Axe  ein  Dreieck  von  der  lieschall'enheil, 
dass  jedes  (iiied  ;i*.v''.  dessen  Exponenten  einem  innern  Punkte 
des  Dreiecks  entsprechen,  eine  niedrigere  Poti'uz  \  on  z  liefert,  als 
das  dem  Punkt«'  l\  seihst  entsprechende  (died ;  bedenkt  man 
aber,  dass  die  durch  gelegte  (Jerade  (da  «  wie  ß  positiv  ist) 
sowohl  die  ^'-A\e  als  die  * -  Am*  auf  der  positiven  Seite  IrilU,  so 
Uberzeugt  man  sich  dun  h  den  Augenschein  leicht  davon,  dass 
von  den  auf  <ler  liui  \c  ( '  geiei;«'ncn  Punkleri  P  immer  mindestens 
einer  ein  innerer  Punkt  des  betrachteten  Dreiecks  ist.  —  Aber 
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aach  von  donjenif^m  Gliedern  der  Function  (r„  (.t,  y),  welchen 
Punkte  :iuf  der  Gurve  C  enisprechon,  kttonei  nicht  alle  gleich^ 
Mi^^  Beiträge  zu  der  niedrigsten  Potenz  von  x  liefern;  vielmehr 
betbeiligen  sich  daran,  je  nach  der  Wahl  der  Zahlen  a  und 
«Btweder  nur  ein  einsiger  der  vorher  mit  P|,  P,,  Ps>  *  <  •  ^ 
Midineteii  Eok|Min]Ue,  oder  doch  htfehstena  die  Gesannlheit 
aller  derjenigen  Punkte,  welche  auf  einer  und  derselben  in  der 
Gnrve  C  enthaltenen  Geraden  liegen.  Denn  verbindet  man  irgend 
zwei  nicht  auf  derselben  Geraden  befindliche  Gurvenpunkte 
(Pond  P)  mit  einander,  so  entsteht  wiederum  ein  Dreieck,  in 
dessen  Innerem  das  ganze  SlUck  der  Gurve  C  von  P  bis  vor- 
liiufl ;  und  da  dieses  CurveiKslÜck  sicher  einen  Eckpunkt  enlhHlt, 
1  h.  einen  Funkt,  dem  ein  (jlio<l  der  Function  enlspt  ielit, 
so  hal  man  für  dieses  Glied  wiederum  eine  niedrigere  Totenz 
von  als  für  die  den  Punkten  P  und  P'  entsprechenden 
tjlioder. 

Andrerseits  helheiligt  sich,  wie  sogleicl»  gezeigt  werden  soll, 
jeder  beliebige  Eckpunkt  von  C  und  je«le  beliebige  in  C  enthal- 
tene Gerade  bei  richtiger  Wahl  der  Zahlen  «  und  (i  auch  wirk- 
lich an  der  niedrigsten  Potenz  von  x  in  der  Entwickelun^  von 
[^}  y] «  und  zwar  kann  man  nach  Belieben  bewirken ,  dass 
diese  niedrigste  Potenz  nur  von  einem  einzigen  (einem  Eckpunkte 
eotsprechenden)  Gliede  herrührt,  oder  aus  mehreren  (einer 
Geraden  entsprechenden)  Gliedern  zusammengesetzt  ist. 

4.  Wir  ziehen  zunächst  einen  Iieliebigen f^punAr^  (oder  auch 
Moen  der  beiden  Endpunkte)  der  Gurve  C  in  Betracht  und  legen 
durch  denselben  irgend  eine  Gerade,  welche  sowohl  die  positive 
$-Axe  als  die  positive  i^-Axe  schneidet  und  zugleich  zwischen 
diesen  beiden  Schnittpunkten  niemals  auf  die  concave  Seite  der 
Curve  C  übertritt  Ist  aS-^  ßt-  =  y  die  Gleichung  einer  solchen 
GetadeD,  wobei  offenbar  in  Anbetracht  des  Spielraums,  den  wir 
derselben  gelassen  haben ,  fnr  a  und  ß  ganze  positive  Zahlen 
iDgenommen  werden  dflrfen ,  so  liefert ,  wenn  wir    s  , 
|f  »  Jt^  setzen ,  einzig  und  allein  das  jenem  Eckpunkte  ent- 
sprechende Glied  von  Gf^  (x,  y)  die  niedrigste  Polenz  vonx  ;  und 
iwar  ist  dies  die  Potenz  x*'^    r*K  wenn  |  und     die  Coordinaten 
des  Eckpunktes  sind.    Denn  alle  anderen  Punkte  P  liegen 
wiederum  ausserhalb  der  von  der  Linie  a  S     ß  *j     7  »i'>d  den 
Axen  $  and    gebildeten  Dreiecks.  Man  sieht  nun,  daßs  auf  den 
Curven 


IM 


X  -  —  X«,  y  «  x^, 
a?  «  —  x" ,    y  ^  ^  y', 


und  überhaupt  auf  allen  Curven  von  der  Form  (3J  für  die  ange- 
nommenen Wertbe  von  a  und  ß  im  Nullpunkte  nur  dann  gleieb- 
aeitig  ein  Minimum  oder  gleiobzeitig  ein  Maximum  der  Function 
GJXy  y)  stattfinden  kann,  wenn  in  dem  betrachteten  GUede 


a»  dieaer  Function  die  Exponenten  $  und  m  beide  gerade  sind ; 
und  zwar  ßndet  alsdann »  wenn  der  Go9fifictent  jenes  Gliedes 
positiv  ist,  ein  Minimum,  wenn  er  negativ  iat,  ein  Maximum 
statt;  ist  dagegen  mindestens  einer  der  beiden  Exponenten  $ 
und  17  ungerade,  so  hat  die  Function  G^(x^  y)  an  der  Stelle 
(0,  0)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Betrachten  wir  ranttchst  den  letalen  Fall  eingehender! 
Offenbar  wird  bei  geeigneter  Bestimmung  einer  positiven  Goo- 
stanten a'  die  Function  (x^  y)  auf  den  Curven  (5)  für  ge- 
nügend kleine  Werthe  von  x  sowohl  grosser  als  o  x«6+i*fl,  als 
auch  kleiner  als  — a%^^  Z'^.  Nennen  wir  nun  e  die  kleinere 
der  beiden  Zahlen  a  und     und  r,  wie  früher,  den  Radiusvector 

y*,  so  ist  r  auf  den  betrachteten  Curven  von  der  Ordnung 
x^  und  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelung  der  Function 


6'„(j?,  y)  von  der  Ordnung  r  ^  ,  Es  wird  daher  (wiederum 
bei  geeigneter  Bestimmung  einer  positiven  Gonslante  o*^  die 

Function     (.r,  y)  aufden  Curven  (5)  sowohl  grösser  als  a"r  • 

als  aiK-li  kleiner  als  —  n"r     •  ist  kl.n-,   dijss  die 

VerändeniTig  dtT  riinclion  './■,  y  ;jufd«»n  beiden  unhekannlen 
Exlremcurven  mindt  slens  ebenso  raseli  vor  sieh  gelien  nuiss, 
d.  Ii.  dahs  aul  einer  derselben  ^>f„(.i',  y)  sicherlich  auch  £;rüsser 

als  u"r  *  ,  auf  der  andern  kleiner  als  —  a  r  *  sein 
wird.  Ist  die  Grosse     ^  ^'^  höchstens  gleich  n,  so  sind  damit 

überhaupt  alle  hinsichtlich  der  Function  G^  gestellten  Fragen 
erledigt;  denn  es  folgt  in  diesem  Falle ,  dass  das  Verhalten  der 
Function  G^(x^  y)  deutlich  genug  ist,  um  fiür  eine  beliebige 
Function  f{x,  y) ,  von  der  sie  die  Entwickelungsglieder  bis 
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n^'  Ordnung  bildet,  massgebend  zu  sein.  Ist  dagegen  "^^-^^ 

grösser  als  n,  so  zeigt  die  Untersuchung  des  einzelnen  Eck* 
punkles  zwar,  dass  die  Function  G„  [.t,  y)  selbst  kein  Maximum 
oder  Minimum  hat,  aber  sie  entscheidet  nicht  die  Fnige,  ob 
die  Aenderung  auf  den  Extremcurven  {genügend  stark  ist,  um 
fOr  die  Function  f  (.r ,  y)  den  Ausschlag  zu  geben.  Indessen  ist 
es  müglioh,  dass  man  durch  Ausnutzung  des  Spielraumes,  den 
die  Gerade  a§  -i-  ßrj^  y  und  mit  ihr  die  Zahlen  a  und  ß  haben, 

aueli  <lann  noch  die  Grösse     ^  —  gleich  n  oder  kleiner  als  n 

machen  kann,  wenn  diosrs  Itci  der  zufilllig  getrofTonen  Wahl 
von  a  unil /'^  nicht  der  Fall  war.  Offenbar  enlsprichl  (für  eine 
wirkliche  Kcke)  der  grlisste  und  der  kleinste  Werth  jenes  Quo- 
tienten ^^^-^^-^  den  beiden  zur  Curve  C  gehörigen  Geraden,  die 

in  der  betrachteten  lü  ke  ziisaiinuenslossen.  Da  wir  aber  diese 
Geraden  nachher  noch  besonders  untersuchen  wenlen ,  ist  die 

Erörterung  der  entsprechenden  Werlhe  von  an  dieser 

Stelle  iinnöthig;  wie  wir  denn  Überhaupt  den  Quotieulen     ^  ^ 

hier  nur  /uni  Zwecke  einer  vorliiiiliizen  Orientirung  Über  «iie 
versrhiedouen  Möglichkeit (M1  erwiihnt  haben. 

Im  anderen  Falle,  wenn  beide  Exponenten  i'  und  ?;  in  dem 
betrachteten  (Iliede  V(in  ,r,  //)  licrade  sind,  erkennt  man  aus 
der  Untersuelninii  der  einzelnen  lü-ke  noeli  weniger  als  in  dem 
eben  besprochenen  Falle.  M.m  sieht  nihnlich  alsdann  mir  er- 
stens, dass  auf  den  jenem  einen  Fxkpunkle  von  ('  entsprech- 
enden Curven  (5)  gleichzeitig  ein  Minimum,  re^p.  Maxiniiim  von 

[Xf  y)  im  Nullpunkte  stattfindet,  und  eventuell,  wenn  '^'^ 

hflchslens  gleieh  n  ist ,  noob  zweitens ,  dass  das  Verhalten  auf 
einer  der  beiden  Extremcurven  allerdings  die  genügende  Deut- 
lichkeit besitzt  Dagegen  bleibt  das  Verhalten  auf  der  anderen 
Extremcurve  durchaus  ungewiss ,  man  kann  nicht  einmal  Uber 
das  Vorzeichen  auf  derselben  irgend  einen  Schluss  ziehen, 
geschweige  denn  auf  den  Grad  der  Deutlichkeit.  In  diesem  Falle 
muss  man  also  die  Diseasaion  schon  weiter  führen ,  wenn  man 
Oberhaupt  nur  die  Antwort  auf  die  erste  der  beiden  Haupte 
fragen,  namli«li  die  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimum  von 
G„  (x,  y)  erhalten  will. 
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Es  sind  dann  zuniichst  der  Ueihe  nach  alle  Eckpunkle  der 
Curve  Ceinzpln  zu  unl<M  SU(*hpn,  und,  falls  sich  nnlrr  ihnen  keiner 
findet,  von  dessen  (^oordioalen  17  wenigstens  eine  ungerade 
ist,  und  für  den  zugleich 

werden  kann,  die  Ergebnisse  dieser  Elnseluntersuchunfien  mit 
einander  zu  vergleichen.  Sind  die  Goordinalen  irgend  einer 
Ecke  nicht  beide  gerade  (ohne  dass  sich  jedoch  die  obige  Un- 
gleichung erfüllen  Hesse),  oder  aber  kommen  unter  den  Gliedern 

von  (i„  (.T,  y]y  welche  Eckpunkten  entsprechen,  wenigstens  iwei 
cx^y'i  und  c  x  ^'y*^*  vor,  in  denen  alle  Exponenten  gerade 
Zahlen  und  die  Coefficienten  c  und  c'  von  enlgegen^esetxtem 
Zeichen  sind,  so  zeigt  dies  wenigstens,  dass  (.t,  y)  weder  ein 
Maximum  ,  noch  ein  Minimum  im  Nullpunkte  besitzt.  Sind  da- 
gegen in  allen  (lenjenij^en  (»liiulcM  U  c  x>y't  von  ('ni'^}  ?/)?  welche 
Ecken  der  Cui  ve  6'  angehören,  beide  l'^xponenlen  f  und  tj  gerade 
und  zugleich  die  Coiffficienten  c  silnmUlich  von  demselben  Vor- 
zeichen, so  bleibt  auch  schon  unsere  erste  Hauptfrage  vorläufig 
noch  unentschieden. 

5.  l' liier  Umstünden  können  aber  dann  die  findpunkte  der 
(liirve  C  dieselbe  entscheiden.  Auch  für  sie  werden  die  ange- 
deuteten Untersuchungen  auszuführen  sein ,  und  zwar  in  der- 
selben Weise,  wieCUrdie  eigentlichen  Eckpunkte.  Ks  (rill  diesen 
gegenüber  nur  dereine  Unterschied  ein,  dass  in  jedem  Endr 
punkte  bloss  eine  einzige  Gerade  der  Curve  C  ausmündet  und 

(tB  Sij 

man  daher  in  dem  VVerthe,  welchen  die  Ordnungszahl  — 

für  diese  Gerade  annimmt,  nur  entweder  den  grOssten  oder  den 
kleinsten  von  den,  im  Endpunkte  ihr  gestatteten  Werthen  erhält. 
Offenbar  wird  man  aber  den  andern  Extrem werth  jener  Zahl 
fttr  den  einen  Endpunkt  (den  Ausgangspunkt  unserer  Gon- 
struotion)  dadurch  erhalten ,  dass  man  (in  dem  entsprecheoden 
Gliede  von  (7n(^>  y))  ^  zweiten  dadurch,  dass 

man  y  s  0  aets,t.  Verschwindet  dieses  Glied  hierbei  nicht,  so 
giebt  seine  Ordbung  unmittelbar  jenen  anderen  Extremwerth 
an.  Liegt  dagegen  der  erste  Endpunkt  nicht  auf  der  ^-Axe  oder 
der  zweite  nicht  auf  der  a;-Axe ,  so  enthalt  G„  (.7  ,  y)  den  Factor 
apoder  »/  und  wird  also  durch  jene  Substitution  idenliscl)  Null,  so- 
dass in  diesem  Fülle  etwa  von  einer  unendlichhühe.n  Ordnungszahl 
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4»^^  gesprochen  werden  und  von  einem  Maximum  oder  Mi- 

nirrnini  der  Function  .r.  y  keinenfidls  die  Rede  sein  kann. 
Indem  wir  Übrigens  in  dies(>r  Weise  bei  der  Discussioo  der  bei- 
den Endpunkte  von  C  gleich  die  Curven  a;  s  0  und  ^  =  0  in 
Betracht  ziehen,  werden  wir  in  die  l.ngc  gesetzt,  spälerdie  bei- 
den Coi'riiüienten  a^^  und  bß  in  den  Reihen  (3)  immer  von  Nuil 
versciiiedcn  anzunehmen. 

6.  Hat  auci)  die  Untersuchung  der  beidci)  Kndpunkte  noch 
keine  vollständige  Entscheidung  der  gestolllen  Fragen  gegeben, 
so  sind  nun  diejenii^en  Werthe  von  cc  und  fi  in  Betracht  zu  ziehen, 
für  welche  gleichzeitig  mehrere  Glieder  von  (»„  (.r,  ij)  ,  deren 
enisprechcnde  Punkte  auf  einer  und  derselben  in  der  CurveCent- 
hfäienen  Geraden  liegen,  Beiträge  SU  der  niedrigsten  Potenx 
von  X  liefern.  Wie  sind  die  Zahlen  a  und  (i  einer  bestimmlen 
jener  Geraden  entsprechend  zu  wählen?  Offenbar  muss,  wenn 
Sil  und  ^ r[  zwei  Punkte  der  Geraden  sind, 

a^^ßf^^a?  -¥  ßv'y  d.  h.  «  :  |8f  «  »^-i/  :  l*— f 

werden;  und  durch  diese  Proportion  ist  «  und  ff  vollstiindig 
delinirt,  wenn  man  noch  festsetzt,  dass  diese  hciiien  ganzen 
positiven  Zahlen  frei  von  genieinschaftlichcn  Divisoren  sein 
sollen.  Wir  beslimnx  ii  j(  tzl  der  Reihe  nach  die  Zahlen  a,  fi  für 
alle  in  derCurve  C  enthaltenen  Geraden.  Bilden  w  ir  dann  jedes- 
mal die  Ausdrücke 

und  lassen  die  GoäfBcienlen  a«,  6^, . . .  zunächst  unbestimmt,  so 
rührt  (naeb  Nr.  3)  in  der  Entwickelung  der  Function  G^^  [x,  y)  die 
niedrigste  Potenz  von  x  immer  nur  von  denjenigen  Gliedern 
dieser  Funotton  her,  welche  Punkten  der  in  Betracht  gezogenen 
Geraden  entsprechen;  und  zwar  treten  darin,  wie  bereits  früher 
bemerkt  wurde,  von  den  in  (3)  vorkommenden  Go^fficienten 
nur  die  ersten,  nämlich  a„  und  bß  auf.  Es  ist  nun  jedesmal  zu 
untersuchen,  wie  jene  niedrigste  Pbtenz  sich  für  ganz  beliebige 
Werthe  der  Grössen  und  6^,  von  denen  jedoch  keine  gleich 
Null  sein  darf,  Yerhält:  ob  sie  beständig  positiv  oder  beständig 
negativ  oder  beider  Zeichen  flihig  ist,  oder  ob  sie  endlich  zwar 
verschwinden,  aber  nicht  das  Vorzeichen  wechseln  kann.  Tritt 
einer  der  drei  ersten  Fälle  ein,  so  ist  die  Untersuchung  für  die 
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belrefl'ende  (lorado  abi;eschloss(Mi ;  anfallen  Curven  (3),  die  der 
belracliteleii  (ieradeii  a.  li  onlspieehen ,  hei'inul  dann  die  Eni- 
wickoluiii;  dei-  l'unclioii  ij)  sicher  mit  der  Potenz  y.^'s'*':^'' 

und  die  Kunetion  sell>st  wird  also,  wenn  wieder  f  die  kleinere  der 
beideu  Zahlen  o  und    bezeichuet,  auf  jeder  dieser  Curveo  io  der 

Nahe  des  Nullpunktes  von  der  Ordnnng  r  ®  .  Im  letzten 
Falle  hingegen  wird,  falls  nicht  die  fUr  eine  andere  Gerade  bd- 
geslellle  Unlorsuchung  bereits  definitive  Ergebnisse  hinsichtlich 
des  Verhallens  der  Function  Gf^  tu  Tage  gefördert  hat,  die  Hin- 
zufUgung  der  higheren  Godflßcienlen     +  n  nolhwendig. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  man 
für  alle  den  verschiedenen  Geraden  von  C  cntsprechondea  Ex- 
ponenten a,  auch  ohne  Berücksichtigung  der  bdheren  GoKffi- 
eienlon  ^.  p  ...  abgeschlossene  Resultate  erhalten  hat.  also 
niri;ends  dem  letzten  Falle  be^^e^net  ist.  Dann  ist  die  Unter- 
suehun^  übei  iiaiipl  beendet.  Denn  sie  ist  bei  lier  Beli  aehtnng 
dei*  Meken  und  der  (ictiiden  son  C  fUr  alle  in  der  Form  (3)  dar- 
stellliaren  Curven  durdiiieführt  worden  ,  die  nicht  mit  der 
oder  der  //-Axe  zusanimeitlalien ,  und  bei  der  Diseussion  der 
beiden  i  julpunkte  vonC  auch  für  die  Curvon  j;  =  0  und  // =  0 
selbst,  und  unter  allen  di(>sen  (iurven  müssen  sich  aueh  die  l)ei- 
den  Extrenieurs  (Ml  befinden,  welelie  für  das  N  erhalten  dvv  Func- 
tion (i„  '.r,  y]  entscheidend  sind.  Iis  ergiebt  sieh  nun  entweder, 
dass  alle  jene  r4urvcn  bei  der  Entwickelung  von  G„  (x,  y)  ein 
positives  Anfani^si^lied ,  oder  dass  alle  ein  negatives  Anfangs- 
glied.  oderdass  einige  ein  positives,  andere  ein  negativesAnfangs- 
glied  liefern.  Im  ersten  Falle  hat  Gf^(Xf  y)  im  Nullpunkte  ein 
Minimum,  im  zweiten  ein  Maximum,  im  dritten  endlich  weder 
Minimum  noch  Maximum.  In  allen  drei  Fullen  aber  ist  das  Ver- 
halten von  {x,  y)  auf  jeder  der  beiden  Extremcunren  durch 
eine  Potenz  von  r  gegeben,  deren  Exponent  einer  der  im  Laofe 

der  Untersuchung  vorgekununeneu  Ürdnungsisahlen        ^  ist. 

Findet  ein  Maximum  oder  iMinimum  statt,  so  gelten  für  die  bei- 
den  Extremcurven  offenbar  der  grössU  und  der  kleinsie  aller  im 

Laufe  der  Untersuchung  vorgekonuuenen  Werthe  von  — 

tritt  weder  Maximum,  noch  Minimum  ein,  so  gilt  für  die  eine 

Extremen  r  VC  der  kleinste  vorgekommene  Werth  von  ^-^^ ,  wel- 
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eher  einoni  positiven  Änfangsgliode  entspriclit,  fUr  die  andere 
der  kkinsU  Werth  derselben  Zahl,  welcher  ein  negatives  AnSBngß- 

glied  geliefert  hat«  In  allen  Fallen  sind  die  Wertlie  von  "^^^^ 

für  die  beiden  Kxlreincurven  jetzt  luit  Sicherheit  festgestellt  und 
daniit  die  Deutlichkeit  des  Verhaltens  von  (a-,  y]  erkannt; 
dassell)e  ist  für  eine  beliebige  Tunction  f{x,  i/),  deren  l'jil- 
wickelungsglieder  erster  bis  n^' Ordnuni;  fi,j  bildet,  massgebend 
oder  nicht,  jenachdeui  beide  Werthe  jener  Ordnungszahl  höch- 
stens gleich  n  sind  oder  nicht. 

Es  bleibt  aber  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  man  für  eine  be- 
stimmte Gerado  der  Gurvc  C  entscheidet,  welcher  von  unsern 
vier  Fallen  eintritt.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  reichen  die 
für  die  Untersuchung  homogener  Ausdrücke  angegebenen  llülfs- 
mittel  aus.  Der  Co6fifielenl  des  Anfangsgliedes  in  derEnlwickel- 
ung  des  Werthes,  welchen  dundi  die  einer  bestimmten 

Geraden  a,  ß  von  C  sugehörigen  Substitutionen  (3)  crhHli,  ist 
nämlich  aus  den  CSofifflcienten  derjenigen  Glieder  der  Function 
r;„  [d-,  ij) ,  welche  Punkten  der  betraobteten  Geraden  entspreehen, 
und  aus  den  beiden  unbestiinDiteii  Grossen  und  bß  zusammen» 
gesetst  und  es  handelt  sich  darum,  ihn  hinsichtlich  seines  Vor* 
leiehoDS  für  beliebige  Werthe  der  lotsten  beiden  Grössen  au 
prüfen.  Setzen  wir  aberi  wasdieWillkttrlichkeit  derselben  nicht 
beschrttnkt.  u     t  irf 

d.  b.  also  geben  wir  den  Substitutionen  (3)  die  Form 

so  wird  offenbar  der  su  untersuchende  Gotfffieient  homogen  in 
a  und  6,  und  seine  Disoussion  damit  surttckgelüfart  auf  die  Dia- 
cusston  von  vier  homogenen  Functionen  der  Grttesen  a  und  b 
(entsprechend  den  vi«*  VorzeichencombinationenJ ,  welche  sich 
auf  swei,  resp.  auf  eine  reduciren,  wenn  alle  Glieder  von 
G^{Xf  y},  deren  Punkte  der  betrachteten  Geraden  entsprechen, 
in  Bezug  auf  x  oder  in  Bezug  auf  ^,  resp.  in  Bezug  auf  beide 
Varial)eln  von  gerader  Ordnung  sind.  Erweisen  sich  diese  ho- 
mogenen Functionen  sammtlich  als  definii  oder  als  indefinit ,  so 
tritt  für  die  betrachtete  Gerade  einer  der  ersten  drei  Falle  ein  ;  ist 
aber  irgend  eine  derselben  semidefinit,  so  erhalten  wir  den  vier- 
ten Fall. 

7.  Bevor  wir  zur  Untersuchung  dieses  vierten  Falles  über- 
gehen, wollen  wir  noch  zeigen,  dass  die  Untersuchung  der  ein- 
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se/nen  ficften,  mit  weielMr  wir  die  IKosuMioii  i»egODoeo  ludbaii, 
darch  die  jetet  angegebene  Ertfrternng  der  verachMenee  in  C 

onthaltenen  Geraden  ganz  und  gar  überflüssig  wird.  Zu  dem 
Zwocko  fassen  wir  eine  der  beiden  (icradcn  von  C  ins  Anne, 
welcluMii  (»iner  helicbigon  Ecke  P  zusaninHinslosson,  umlxwar, 
um  dieN  urslellunp  zu  (ivircn,  diejenige,  welche  von  Paus  gegen 
die  ^-Axe  gerirlUcl  ist.  Sind  a  und     die  derselben  eiilspreeh- 
enden  Exponenten,   so  ist  ./•  =  H-  o"x",  y  =  ±  hl^x^  zu 
setzen,  und  derjenige  lionio^ene  Ausdruck  der  Grössen  a  und  6 
zu  uniersuchen,  weleher  den  ersten  KnlvvickeIungseoi'nicient<  rj 
von  ('ni^r,  y)  bildet.  Nun  enthüll  in  diesem  Ausdrucke  das  dem 
Punkte  P  entsprechende  Glied  zugleich  die  höchste  Potenz  von 
6  und  die  niedrigste  von  a;  man  wird  also  dadurch,  dass  man 
a  sehr  klein  gegen  h  macht,  immer  erreichen  künncn ,  dass  der 
ganze  Ausdruck  das  Vorzeichen  jenes  Gliedes  annimmt.  Dasselbe 
kann  bei  der  anderen  in  dem  Eckpunkte  P  mundenden  Geraden 
dadurch  bewirkt  werden,  dass  man  umgekehrt  b  klein  gegen  a 

macht.  Was  aber  die  vorher  mit  — gezeichnete  Ordnung 

betrifft,  welche  das  zur  Ecke  P  gehörige  Glied  von  (x-,  y]  im 
Vergleiche  zu  r  besitzt,  so  sind,  wie  schon  in  Nr.4  erwähnt  wurde, 
der  grdsstc  und  der  kleinste  aller  Werthe,  die  jene  Ordnungs- 
zahl "^^^^  in  dem  Eckpunkte  Oberhaupt  annehmen  kann, 

eben  diejenigen  ,  welche  den  beiden  in  P  zusatnnicnstossenden 
Geraden  der  Curvc  C  entspnM'hen.  In  derselben  Weise  wird 
durch  die  Discussion  der  einm  Geraden  von  C,  die  in  einem 
Endpunkte  inUndei,  sowohl  das  Vorzeichen  des  ihm  entsprech- 
enden Gliedes  von  ii^  (x,  y)  als  auch  (Nr.ö)  der  grOsste  oder  der 

kleinste  von  allen  den  Werthen  erkannt,  deren  ^^'^^^  in  dem 

Endpunkte  fähig  ist.  Man  luauchl  also  in  der  Tiiat  schliesslich 
nur  die  Geraden  der  Curvc  C,  sowie  [(ür  fic  =  0,  resp.  y=  0)  die 
beiden  Glieder  von  Gnix^  y)  iu  untersuchen,  welche  dem  ersten 
und  dem  letzten  Punkte  dieser  Curve  entsprechen. 

8.  Wir  kommen  jetzt  schliesslich  zu  dem  Falle,  wo  die  Un- 
tersuchung der  verschiedenen  in  der  Curve  C  enthaltenen  Ge- 
raden und  der  Endpunkte  von  C  noch  nicht  su  abgeschlossenen 
Resultaten  geführt  bat,  indem  fttr  eine  oder  mehrere  jener  Ge- 
raden die  niedrigste  Potenz  in  der  Entwickelung  von  Gf^ix^  y) 
ohne  eines  Zeichenwechsels  föhig  zu  seiui  doch  durch  geeignete 
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Bestimmung  der  beiden  Grössen  a^^  und  hß,  oder,  wenn  man 
Dach  Nr.7  ,  =  ±  f>ß  =  ^b(^  selzt,  bei  passender  Wahl 
der  Vorzeichen  und  des  Verhältnisses  a  :  6 ,  zum  Verschwinden 
gebradil  werden  kann.  In  diesem  Falle  wird  möglicher  Weise 
die  eine  von  beiden  Extreinourven,  oder  unter  Umstünden  beide, 
in  der  Schaar  derjenigen  Gurven  (3)  zu  suchen  sein,  für  welche 
jener  erste  En(wickcluDgsco(Sffieient  verschwindet.  Exlsliren 
mehrere  Geraden  a ,  ß  von  C  oder  aaeh  zu  einer  und  derselben 
Geraden  mehrere  Werihe  von  a :  6 ,  resp.  mehrere  Zeieheneom- 
binationen,  welche  dieses  Verschwinden  bewirken,  so  wird  die 
Untersuchung  für  jede  einzelne  'solche  Werth-  und  2eichenzu-- 
sammenstellung  weiter  zu  ftthren  sein.  Man  bilde  alsdann  für 
jeden  einzelnen  Fall  mit  den  iietrelÜNiden  bestimnlen  Werthen 
von  a,  ^  und  a :  b  und  mit  den  bezüglichen  Vorzeicfaen  die 
Sttbstittttionen: 

und  verwandle  dadurch  die  Function  Guta;,  y)  in  eine  Function 
G'{x,  x']  von  •/  und  x'.  Dann  untersuche  man  die  Funclion 
G  {•/.,  ■/]  der  beiden  Argunicnlc  z  und  x'  genau  in  derselben 
Weise,  wie  vorher  die  Function  der  beiden  Argumente 

r  und  jf.  Man  construirc  also  wieder  in  einem  rechtwinkligen 
A\ensyslom  V  diejenigen  Punkte ,  deren  Coordinnlen  den 
Exponenten  T  und  »•'  von  x  und  /  in  den  verschiedenen  Glie- 
dern des  Ausdrucks  G'  (x  x')  gleich  sindi  und  zeichne  die  zuge- 
hdrige  Gurve  C.  Dann  untersuche  man  auf  die  frtlhore  Weise 
die  verschiedenen  Geraden,  welche  diese  Curve  bilden,  sowie 
denjenigen  (End-)  Punkt  von  C  ,  welcher  auf  der  f-Aze  oder 
ihr  zunächst  liegt.  Der  andere  Knd]>unkl  (der  Anfangspunkt) 
der  Curve  C  kommt  nUmlich  hier  nicht  mehr  in  Betracht,  weil 
der  Fall  x  »  0  nach  (6)  x  =s  0,  y  =  0  nach  sich  ziehen  wUrde 
und  daher  aussuscbllessen  ist,  wahrend  der  Fall  x'  s=  0  nicht 
übergangen  werden  darf.  Mau  erhalt  so,  den  verschiedenen 
Graden  von  C  entsprechend,  eiae  Reibe  von  Substitutionen 

welche,  in  G' {•/.,  •/)  eingeführt,  bei  unbestimmten  Werthen  von 
a'  b'f  jedesmai  ein  Anlangsgiied 
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der  BolwickeluDg  dieser  Function  liefern.  Dieses  Aafongsglied 
ist  in  Besug  auf  x  von  der  Ordnung: 

und  in  Bezug  auf  r  also  von  der  Ordnung : 

r  , 

wonn  f ,  wie  vorher,  die  kleiiiert-  der  beiden  Zahlen  a  und  ß 
bedout(M.  Es  kuninil  dann  zur  Knlschcidun}^  des  Maximums 
0(h't  Miiiiinunis  von  '  .  //  wieder  auf  den  Coi'flieienlen  jenes 
Aulüugögliedes,  /.ur  Knischüiduug  des  Deullichkcilsgrades  auf 

den  Quotienten  ~         an.  Ausserdem  ist  noob  das  Vertollen 

der  Function  d' ['/.'/)  für  /.'=  0  zu  uulersuehen ,  welches  sich 
durch  das  dem  lelzlcu  Punkle  vou  C  culs{)rechcndc  Glied  der 
FuncUon  offenbart. 

Treten  auch  hier  wieder  unbestimmte  Resultate  auf,  so  ist 
das  Verfahren  in  derselben  Weise  fortzusetzen.  Den  in  Nr.  S 
angestellten  Ueberlcgungeu  zu  Folge  muss  die  Untersuchung 
nach  einer  endlichen  AnsabI  von  Operationen  schliesslich  von 
selbst  ihren  Abschluss  finden^  folls  nicht  (a;,  y)  einen  qua- 
dratischen Factor  enthalt ,  durch  dessen  NuUsetten  eine  den 
Nullpunkt  enthaltende  reelle  Doppelcurve  definirt  wird.  Es 
lassen  sich  also  —  wenn  man  diesen  Fall  ausschliesst  —  die 
beiden  Fragen  nach  dem  Eintreten  oder  Nichteintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  und  nach  dem  Grade  der  Deutlich- 
keit, welchen  das  Verhalten  der  Function  ^„(  '  ,  y)  zeigt,  auf 
dem  angegebenen  Wege  jedesmal  mit  Sicherheit  entscheiden. 

§  8. 
Baispiele. 

1.,  G,  [x,  y)  =  f  -  q')x-y  -4-  />»g'j;« 

(Beispiel  von  Feano  .  Die  den  einseinen  (liiedcrn  von  {x.  y] 
entsprechenden  Punkte  der  ^ly- Ebene  sind  (02),  (24),  (40) ;  die 
Gurve  C  verbindet  dieselben  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie 
eben  genannt  wurden,  und  zwar  ist  C  hier  eine  einzige  Gerade. 
Es  sind  7AinHcbst  die  den  Endpunkten  entsprechenden  Glieder 
und  p*q*x*  einzeln  zu  untersuchen,  und  zwar  das  erste  für 
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.r=0,  das  letzte  für //  =  0;  es  zrit;t  sieb,  dass  i)eide  positiv  und 
K'sj).  von  der  Ordiiuni;  r-  und  r*  siod.  Es  bleihl  nun  uocli 
übrig,  die  Gerade  C  seilist  zu  untersuchen.  Die  Cileicliunjj;  der- 
selben ist  ^  2 =  4;  ihr  oulspricbl die  Proporlioo  a:(i=i\  .2 
UDd  es  ist  daher 

lu  setzen,  wodurch      (x,  in: 

(6«  S:  (p»     g«)a«6«  p«g«a*)x« 

abergeht.  Zur  Untersuchung  des  homogenen  Ausdrucks 

b*  ±  (p*  -I-  ^«)tt*6*  +  /i*g*a* 

lost  man  denselben  aia  Einfachsten  in  seine  Factoren  auf.  Dies 
giebt  zunächst  (6*  ±  p*d^j  [b*  +  q*a-; ;  und  fttr  das  untere 
Vorzeichen  weiterhin 

(6  +  pa]  {0  —  pu)  (6      qa)  \b  —  qa)  . 

Es  sind  also,  wenn  das  untere  Vorseieheo  gewHhll  wird,  reelle 
einlache  Linearfactoren  vorhanden,  die  Form  ist  daher  indefinit 
nnd  es  findet  kein  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
fx,  y]  statt. 

Da  auch  die  der  Geraden  C  entsprechende  Potenz  von 

der  Ordnung  r*  ist  =  -|-J ,  so  verhält  sich  zugleich  die 

Fonetton  {x,  y)  genügend  deutlich,  um  massgebend  fttr  jede 
beliebige  Function  f{x,  ^)  zu  sein,  deren  Entwiokelungaglieder 
bis  i**'  Ordnung  sie  bildet,  d.  b.  jede  Function,  welche  aus 
^'4  ( '*>  y]  dtnrcii  Vermehrung  um  Glieder  von  5^'  und  höherer 
Dimension  entsteht,  theilt  mit  (a;,  y)  die  Eigenschaft,  in 
Nullpunkte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  zu  haben.  — 

2.,  üA^',  y)  =  y'-^x'^y. 

Die  den  beiden  Gliedern  der  Function  entsprechenden  Punkte 
|i}  süid  (08)  und  (81) ;  die  Gurve  C  besteht  aus  der  sie  verbin- 
denden Geraden.  Fttr  den  ersten  Endpunkt  iai  a;  b  0,  fttr  den 
andern  ^as  0  zu  setzen.  Dies  giebt  fttr  [x^  y)  resp.  die  Werthe 
f  und  0,  und  man  sieht  schon,  dass  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum jedenfalls  nicht  stattfinden  kann.  Um  den  Grad  der  Deut- 
liehkeit  zu  erkennen,  welchen  das  Verhalten  der  Function  auf- 
weist, ist  noch  die  Linie  C  in  Betracht  zu  ziehen.  Dieselbe  hat 
die  Dämliche  Gleichung  |  +  2 1;  =  4,  wie  im  ersten  Beispiel ;  man 
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mtiss  also  wieder       ax,  v    —       setzen,  wodurch  G,  i.r,  v 
in  (/>* -f- a'6*)x*  ttbcr^eht.    Die  doiii  unteren  Vorzeicheo  em 
sprechende  t*orin     —  n-h'  oder     (/)*  —  (r)  isl  ollenlKtr  indeliiiil 
y]  liaun  daher  sowohl  positiv  als  negativ  werden.  In- 
dessen ist  X*  von  der  Ordnung      ('~^~^~^  ^  x)  > 

höherer  Ordnung  als  r^.    Ks  lial  daher  die  Function  (1^(0-,  y 
auf  allen  denjeniiion  Curven,  wo  sie  negativ  wird,  eine  höhere 
Grosseiioidmini:  .ils  r',  woraus  folj^t,  dass  das  Verhallen  jener 
Function  fili-  eine  l)elicl)ige  Fuirelion  /' [j-,  ?/),  deren  (Ilieder 
bis  3'^^  Ditnension  sie  bildet,  nichl  iiiassgciiend  ist.  in  der  Thal 
hal  z.  B.  die  Function 

y)  »  y*  4-  af»y  ac« 

im  Nullpunkte  ein  riohliges  Minimum  (siehe  das  folgende  Bei- 
spiel]. 

3.,  (u  l^'i    =    +  + 

Dass  diese  Function  ein  Minimum  bai|  erkennt  man  ieidil,  wenn 

y  4-  -yj  ■+•  \  J'*  schreibt.   Aber  ist  das 

Minimum  deullieli  i;enut:.  um  nuissgehend  für  eine  beiiehijzc 
Function  /  (r,  //)  /u  sein,  die  in  den  Gliedern  i^^^  bis  4^'  Ord- 
nung mit  jener  Function  Ubereinstimmt? 

Um  Inertiber  zu  entscheiden,  mttssen  wir  unsere  alli^enieiiie 
Methode  in  Anwenduni;  bringen.  Die  Punkte  f  und  die  Curvc 
C  sind  dieselben,  wie  im  IkMspiel  (I).  Die  Endpunkte  geben fttr 
G^(Xf  y)  die  positiven  VVerlhe  y*  und  a?*,  deren  Ordnung  resp. 

und  r*,  also  jedenfalls  nicht  htfher  als  r*  ist.  Fttr  die  Gerade 
C  ist  wieder  x  »  ax,  y  sc  ±  6*x*  zu  aetsen,  wodurch 

y)  =  ('^*  ± 

wird.  Die  Formen  6*  +  a*6*  +  a*  und  6*— a*6'-*-a*  sind  beide 
definit  und  positiv,  was  man  am  leichtesten  durch  die  Traos- 
formation 

6«  ±  a*b*  -I-  o*  SS  (6«  ±  4  d«)«  +  f  a* 

erkennt.  Ks  lindet  also  ein  Minimum  stall,  und  da  auf  keiner 
Curvo  die  Ordnung  von  (f\  (./•,  y)  höher  als  r*  isl,  so  haben  auch 
alle  Functionen  f{x^  y),  deren  (ilieder  l*""^  bis  4^' Dimension 
gleich     (Xf  y)  siud,  im  Nullpunkte  ein  Miniumui. 

i^j  y)  =    -  ^^*y  -H  j?'  +  y*. 
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Schreibt  man  G^i^^  !/)  =  —  -^^  *'  y*i  so  sieht  man  un- 
mittelbar, dass  ein  Minimiim  staUtindet.  es  ist  indessen  nicht 
erkennbar,  ob  dasselbe  einen  genügenden  Grad  der  Deutlichkeit 
besitzt,  um  für  beliebige  Functionen  f{x^  y),  deren  Glieder  4^ 
bis  4^'  Dimension  mit  G^{t,  y)  ubereinalinimen,  maisgobend  m 
sein.  Wir  fahren  daher  die  Unlersadnuig  nach  unserer  alige- 
meinen  Methode  daroh. 

Die  Punkte  f  17  sind  hier  (Ot),  {«1),  (40),  (04).  Die  Com 
C  besteht  hier  wieder  ans  der  einen  Geraden,  welche  die  drei 
PuniLte  (OS),  (21),  [iO)  verbindet  und  die  Gleicbang  $  -1-  i-  4 
bat.  Der  Punkt  (04)  kommt,  da  er  nicht  auf  C  liegt,  sunXchst 
gar  nicht  in  Betracht.  Fttr  die  beiden  Endpunkte  von  C  wird, 
wie  vorher,  [:r,  y)  resp.  gleich  oder  gleich  a  \  also  positiv 
und  höchstens  von  der  Ordnun^^  r*.  Setzt  man,  der  Geraden 
C  eiilsprechend,  x  =  a/.,  y  =  ±  so  enthalt  das  Anfangs- 

.ulied der  Entwickeluug  von  G^  {X^  y)  nach  Potenzen  von  x  die 
Gestalt 

(6« «  o«6«  4-  0*1  X«. 

Der  Goiifficient  von  ist  hier  für  das  untere  Zeichen  definit 
und  positiv,  für  das  obere  hingegen  seinidefinit,  indem  er  zwar 
ifür  a*  =  h*)  verschwinden,  aber  nicht  negativ  werden  kann. 
Es  lässl  sich  iilso  vorlUufig  nur  Ix^haupten,  dass  die  Function 
G^(x,  y)  positiv  und  höchstens  von  der  Ordnung  r*  auf  allen 
demjenigen  Curven  ist,  welchen  bei  der  Darstellung  durch  einen 
l*^rameter  x  nie  ht  die  Anfani^sglieder  ztax  fUr  a;  und  a*x*  für 
y  (resp.  +  ax"*  für  x  und  o*x*''*  für  y,  da  nur  das  VerhüUniss 
der  Exponenten  a  und  ß  bestimmt  ist)  zukommen.  Fttr  diese 
speciellen  Curven  muss  die  Untersuchung  weiter  gefflhrl  werden . 
Wir  setsen,  entsprechend  unsem  allgemeinen  Vorschriften, 

,x  =  X,     y  =  X*  (1  + 

indem  wir  x  statt  ax  schreiben,  wodurch  offenbar  die  Allge- 
meiabeit  nicht  beeinträchtigt  wird.  Dann  geht    (x,  y)  Uber  in  : 

G'  (xx')  «  x«x'«  +  X*     H-  x')*. 

Der  Ausdruck  (r'(xx')  küiinlc  nun  auf  deiDselben  Wege,  \s  \t'  vor- 
her der  Ausdruck  G\  (a:,  y)  gej)rüli  werden.  Man  übersieht  in- 
dessen direct,  dass  derselbe  immer  positiv  ist,  da  ja  der  Fall 
X  Ä  0  hier  ausi^eschlossen  w<»rden  muss. 

Die  Function  G^  ./•,  y]  hat  also  auf  allen  Curven  der  lelzlen 
An,  ebenso  wie  auf  allen  früheren  und  somit  sicher  auch  auf 
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den  boidon  miiss^chenden  Exlrenicurven  ein  Minimum  im  Null- 
piinklc,  woraus  folgt,  dass  oin  Minimum  (ihcMlinupl  slallfindel. 
Indessen  ist  die  Grussenordnung  der  Funclionswcrlhe  auf  einer 
der  beiden  Exlremcurven  durch  eine  sehr  hohe  Pbtenz  von  r 
(dies**)  gegeben;  denn  die  Knlwickclung  von  G' (>t//j  füngl, 
sobald  x'  der  zweiten  oder  einer  höheren  Polens  von  x  proper- 
lional  geseUt  wird,  mit  x'  an,  und  x  hat  selbst  die  Ordnung  des 
Badiusr.  Das  Verhallen  der  Funclion  (i^{-r,  y)  ist  daher,  ob- 
acboD  dieselbe  sellist  ein  deutliches  Minimum  zeigi ,  für  eine 
beliebige  Function  /'(x,  y],  deren  Glieder  4^  bis  i^'  Dimension 
sie  bildet,  nicht  massgebend.  In  der  That  hat  k.  B.  die  Function 
/'(.I ,  y)  as  .  %ac^ff  «I-  07*  —  ac*  liein  Minimum.  Denn 
nllhert  man  sich  dem  Nullpunkte  auf  der  Curve  y  ^  rr*  ss  0, 
auf  welcher  /^(or,  y)  =  u  '*  {x*  —  4)  ist,  so  tritt  im  Nullpunide 
sogar  ein  Maximum  ein. 

5.,  Wir  gehen  noch  ein  Beispiel,  hei  welchem  die  Curve  C 
nicht,  wie  in  den  vorhergehenden  Fallen,  aus  einer  einzigen 
Geraden,  sondern  aus  mehreren  geradlinigen  SlUcken  besieht. 
Bs  sei 

(;„(.T,//)  =  x^y*  —  3.Ty  +  .r'^y*  —  ;J.r//'  +  //"  —  in.r*"//  +  Ii./ 

Von  den  7  Punkten,  welche  man,  entsprechend  den  7  Gliedern 
dos  vorstehenden  Ausdruckes,  in  der  $ - Khene  zu  eonstruiren 
li.il,  füllen  5  auf  die  Curve  T,  niindich  der  Reihe  nach  die  Punkte 
(0,8),  2,4),  (4,3),  (f),2),  (12,0);  die  beiden  Uhrigen  Punkte  (1,7) 
und  (10,4)  kommen  Uberhaupt  niehl  in  Retraeht.  Den  Knd- 
punkten  von  C  entsprechen  die  Ausdrücke  y*  und  ;r*',  welche 
positiv  und  resp.  von  der  Grussenordnung  ? "  und  7  sind.  Die 
drei  in  C  enthaltenen  Geraden  haben  resp.  die  Gleichungen 


Fttr  die  erste  derselben  ist  also  t  =  n*7L*,  y  =  6x , 


SU  setzen.  Dies  giebt  für  G^^{Xy  y]  die  drei  Anfangsglieder: 
(6»  +  a<ft«j  X«  «  6«  (6«  +  a*)x», 

(a*6*  :p  3o*6«  o«6*)x«'»  «  a«6*  ((ö»  6«)«  +  o«6«)x«. 
(o«6»  +  öa")  «*•  =r  c*{6»  +  5o«)x". 


fUr  die  zweite  :r  —  (i/..  y  =  Hh 
fUr  die  dritte  ;r  =  uv.,      y  = 
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Difsrlhon  sind  rcsp.  von  den  Grüssenordnun(j;on  r*,  ?''®,  r**; 
dasersle  und  drille  ist  fernerdurchniis  positiv,  das  zwoite  liingPi^pn 
wird  bei  der  Wahl  des  oberen  Vorzeichens  auch  nej^ativ  (z.  H.  filr 
b*  =  a*).  Ks  kann  daher  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
slaUfindeD,uod  zwar  wird  (rf,(.T,^}auf  einer  der  beiden  unbekann- 
ten Kxtremcurven  sicher  das  der  ersten  Geraden  von  Centsprech- 
eode  Verbal tenieigen,  niimlich  in  der  Nahe  des  Nullpunktes  posi- 
tiv und  proportional  r*  sein,  auf  der  anderen  Extremonrve  hin- 
gq^en  entsprechend  der  zweiten  jener  Geraden,  schHesslieh 
negativ  und  proportional  r**  werden.  Das  Verhalten  der  Function 
ist  also  genügend  deutlich,  um  den  Sebluss  xu  motiviren,  dass 
jede  beUäfi^  Function  f{x^  y),  deren  Glieder  erster  bis  19^' 
IKmension  mit  Gf^{Xy  y)  Obereinstimmen,  ebenfalls  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  im  l>f ulipunkte  haben  kann.  — 
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fti  ä^r  Ebene  und  im  Räume. 
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Die  Proltleme  in  der  Ebene. 


selbe  einspringende  lüken  hesilzl.  isl  die  Aufgabe  als  gelüsl 
anzusehen:  Kine  Funcllon  ?/  r,  y)  zu  construiren,  welche  nebst 
ihren  Ableilungen  im  Innern  des  Polygons  «lienlhalbeu  eindeutig 
uod  sielig  ist,  daselbst  der  Bedingung 


genügt,  und  am  Rande  des  Polygons  vorgeschriebene  Werihe 
besital.  Kine  Function  dieser  Art,  die  also  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Gebietes  eine  Lüsung  der  partiellen  DilTerentialglei- 
cbung  und  /u  ar  ohne  singulare  Punkte  bildet ,  soll  kurs  eine 
»harmonische«  in  diesem  Gebiete  genannt  werden. 

Die  Lüsung  dieser  Aufgabe  ist  auf  tweierlei  Weisen  er- 
reicht worden.  Erstlich  durch  die  gewissermassen  expliciten 
Formeln,  mittels  deren  die  Herren  Christoffel  und  Schwärs 
die  conforme  AbbiUhing  jedes  Polygones  auf  die  Halbebene  aus- 
geführt haben  (Annaii  di  Matern.  S.U.  1. 1.  und  Journal  f.  Math. 
Bd.  70),  zweitens  durch  die  von  Herrn  Neu  mann  angegebene 
»Methode  des  aritbmet Im  Ik  h  Mittels  «,  welche  zunächst  für  Poly- 
gone ohne  einspringende  F^cken  das  Problem  Idsen  liisst.  Der 
Uebergang  von  diesen  Polygonen  zu  den  anderen  ist  durch  die 
Combinationsn)ethoden  ermöglicht,  welche  von  den  Herren 
Schwarz  und  Neu  mann  gleichzeitig  gefunden  wurden. 
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Eumnittwim  m  Tbioui  om  PoniiTULig.  IM 

dimI  ^  / 1~|  Uber,  wobei  ^  die  Bntfernung  des  Pnnkles  s 

von  (Ion  Puoklen  der  Gurve  C  bedeutet.  (§  3.  Nr.  3.)  Es 
ist  also 

for  die  Punkte  des  Randes  C. 

4.  Wenn  die  Parallelcnrve  (f  Immer  näher  an  den  Rand  C 
eoDslmiri  wird,  so  lindem  sich  die  Werihe  der  tiarmontschen 
Ponclion  sowie  ihre  Randwerthe  0/-  Es  soll  der  Grenz- 
wertk  bestimmt  werden,  den  U^'  bei  diesem  Proeesse  erhalt. 

Zu  (lein  Zwecke  fixlre  man  auf  der  Randcurve  C  einen  be- 
liebig kleinen  Bogen  a^y  in  dessen  Innern  der  Uandpunkl  s 
liegt.  Auf  diesem  Bogen  o^  sollen  die  Werihe  der  stelicien 
Punclion  U  um  wenij^er  als  eine  beliebig  kleine  (irösse  d  von 
einander  differiren.  Errichtet  man  in  den  Endpunkten  dieses 
Bogens  die  Normalen,  so  schneiden  diese  auf  der  Parallelcurve 
C  einen  Bogen  a^  aus,  dessen  Purikie  den  Punkten  von  ent- 
sprechen. Die  übrigen  Theile  vod  C  und  C  seien  mit  und  a/ 
beieichnet. 

Das  Integral  U^'  zerlegt  sich  in  zwei  Theile,  von  denen 
sieb  der  eine  auf      der  andere  aal  a«'  besiebt;  es  ist 

Wenn  nun  die  Curve  C  immer  mehr  an  dir  (kirve  C  heran- 
rückt, so  gehen  im  zweiten  Integral  die  \V<'rtlie  von  ^  i^ltMch- 
mlssis;  sielig  in  die  Werihe  Uber,  welche  die  Entfernungen  des 
PuDkles  s  von  den  Punkten  des  Bogens     ausdrucken;  also  ist 

oder  mit  Benutzung  der  oben  deüuirten  Bezeichnung 

Dieser  Uebergang  ist  auch  ein  gleichmtlssiger  in  Besug  auf 
alte  Randpankte  s» 

.Das  andere  Integral  hat  den  Werth 


m 


AxiL  Hainagk, 


bezeichnet  man  mit  Ug  den  Werth  von  U  im  Punkte  s,  und 
beachtet,  dass  die  Werthc  von  U  iHngs  des  Bogens  a^,  iiho  auch 
um  weniger  als  d  von  einander  differiren,  so  ist  dieses  In- 
tegral gleich 

iV    i<i<)'  ±  (<  «5,^/  »»»^  i'i<i')  ■ 

Ks  ist  über  f((io^')^  j^leich  dem  net;;aiven  Winkel.  iinttM*  wel- 
chem «ins  Bogeneleinent  a^'  vom  Punkle  s  aus  erscheint.  Dioser 
Winkel  werde  mita'  liezeichuet;  also  ist  der  vorstehende  Werth 
gleich 

Ltfssi  man  die  Curve  C  an  die  Curve  C  beliebig  heranrücken, 
80  geht  a'  IQ  den  Winkel  über,  welchen  die  vom  Punkte  s  an 
die  Endpunkte  des  Bogens  gesogenen  Linien  mil  einander 
bilden,  und  «war  in  denjenigen  Scheitelwinkel,  der  dem  Innern 
der  Fläche  F  zugekehrt  ist.  Beieichnet  man  diesen  Winkel  mit 
a,  so  ist 

lim  l/,'=  -      IJ,  ±  (<  <J  ,4  / abs  (t/ff.  ),)  +  mdc^,. 

Indem  man  nun  den  Hoi^en  c/,  l»eliel)iij;  klein  werden  lüsst,  geht 
a  in  den  Werth  .r  üher;  ferner  converj^irt  ö  nach  Null,  wahrend 
/'.ths  (f/(j,)^  el»enf.ills  Null  wird,  weil  unendlicii  viele  Wendun- 
gen aut  jedem  BogenstUck  uusgescblossen  waren ;  endlich  wird 

Sonach  erkennt  man,  dass 

■ 

U,  «  lim         -  4  V,  -h  ^Jü[do],  =  -  J  f/,  +  i  P, 

ist.  Der  Ueboi^aiig  von.r,'  in  diesen  Greniwerifa  ist  filr  aMe 
Randpunkte  b  ein  gleichmttssig  stetiger;  d.  b.  su  jeder  ver- 
geschriebenen  beliebig  kleinen  Zahl  e  ifissi  sich  eine  Lige  der 
Curve  C  angeben,  sodass  die  Werthe  der  Function  l/,',  weldie 
von  dieser' Curve  geliefert  werden,  sich  allenthalben  auf  C 
um  weniger  als  e  von  unterscheiden.  Man  erkennt  dieses, 
indem  man  den  gleichmJIssis^  stetieien  Uehereans  der  Winkel 
a  in  a,  und  der  Secanteuwinkel  u  iu  den  TangenteuwiukeLT 
beachtet. 
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Hieraus  folg^  dass  die  Funotieii 

eine  harmonische  Function  isl,  die  gleiehmUssig  stetig  in  die  Rand- 
wertbe  tibergeht.  Denn  daas«^  eine  harmonische  Function  ist, 
folgt  aus  dem  ersten  Sats  im  §  4,  Nr.  4;  und  dass  der  Ueber- 
gang  von  in  seine  Randwerthe  ein  gleichmüssiger  Ist,  erkennt 
man  folgendermassen.  Man  oonstmire  eine  Parallelcurve  CX"), 
wobei  n  bereits  so  fixirt  ist,  dass  die  Randwertiie  ^(")  auf  C, 
weksfae  von  dieser  Curve  geliefert  werden ,  von  jeder  der  fol- 
genden FuDclionen  L',(" ■*""')  und  also  auch  von  den  Wcrtheo 

weaiger  differiren,  als  die  Grösse  beträgt.  Bestimmt  man 
alsdann  tu  allen  Randpunkten  s  die  Bereiche,  innerhalb  deren 

die  Werlhe  von         um  weniger  difleriren,  als  die  Grüsse  y 

beträgt,  so  difleriren  in  diesen  Bereichen  auch  dieWerthe  einer 
jadea  Function  ti|C'*'*''^),  also  auch  die  Werthe  von  ti«,  um  we- 
aiger  als  d. 

Pflr  die  Flttche  F  ist  also  erstlich  eine  harmoniache  Func- 
tion iif  construirt  worden,  mit  den  Randwerthen  \Uf^\  , 
sodann  eine  harmonische  Function  tf,  mit  den  Randwerthen 
-  i  l's  +  iPs  \  also  ist 

eioe  harmonische  Function  für  das  ganie  Innere  von  F,  welche 
gleiehmsssig  stetig  in  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  ü 
Obcrgeht.  . 

5.  Besteht  die  Begrenzung  aus  einer  analytischen  Gurve, 
solässl  sich  die  Green 'sehe  Function  in  der  Umgebung  jedes 

reijuUiren  Hand))unktes  Uber  den  Rand  hinaus  fortsetzen. 
Daun  ist  auch  das  zweite  lutegral  unmittelbar  auf  dir  Hand- 
curvc  definirbar.  Auch  für  einen  aus  Stllcken  analytischer 
Curven  zusainmengesetzlen  Rund  ist  dieses  noch  leicht  nach- 
weisbar. 

Man  kann  nun  auch  ohne  Schwierigkeit  erkeiinon,  dass 
durch  das  Auftreten  von  Ecken  oder  S])ilzen  in  beliebiger  end- 
licher Anzahl  die  Betrachtungen  nur  wenig  modificirl  werden, 
sodass  das  Resultat  bestehen  bleibt.  Auch  iHsst  sich  die  ünter- 
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suchuDg  fUr  den  Fall  ausdehnen,  dass  in  dor  Rnndfimotion  ein- 
telne  Sprunge  vorkommen ,  oder  dass  dieseü>e  überhaupt  nur 
eine  endliche  integrirbare  Function  ist. 

Im  Vontebenden  ist,  wie  ich  glaube,  sum  erstenmal  ein 
vollstttndiger  Beweis  für  beliebig  berandele,  einfach  susammen- 
hllngende  Flfiehen  gegeben;  die  Beschaffenheit  der  Randeurve 
ist  nur  insofern  eingeschränkt,  als  nicht  unendlich  viele  Wen- 
dungen oder  Spitsen  zugelassen  worden  sind. 

Durch  die  bisherigen  Beweise  wurden  ausser  den  flberall 
eonvexen  Pittehen,  und  den  durch  Gombininingen  aus  denselbeo 
entstandenen;  nur  diejenigen  erledigt,  welche  von  analytischen 
Curvenslüoken  begrenzt  siiul,  und  zwar  mit  Hülfe  der  Combi- 
nationsniclhodon.  Dieselben  erfordern  al)er  eine  Zerslückrluiij: 
der  Flüche  und  die  confonne  Abbildung  eines  jeden  Stückes 
auf  Kreissegmente. 

Diese  Ctunbinationsmelhoden  bleiben  noch  nolliweTidip. 
wenn  man  den  Beweis  für  mehrfach  znsainn)enhHngende  Fiiiciien 
oder  bei  vorgeschriebenen  Unsleligkeitsl)edingungen  führen  will. 
Man  erbHlt  dann  einen  Kxistenzbeweis  für  diese  Tliichen,  wobei 
nun  ebenfalls  die  Randcurven  nicht  mehr  analytisch  zu  sein 
brauchen  und  aus  den  obigen  Entwickelungen  folgt,  dass  (iie 
modificirie  Green 'sehe  Formel,  w  elche  die  Function  vermittelst 
ihrer  Aandwerthe  darstellt,  auch  hier  noch  gilt. 

II. 

Die  Probleme  im  Räume. 

Die  für  die  Ebene  angewandten  Methoden  und  Lehrsätze 
sind  absichsichtlich  so  formulirt  worden,  dass  sie  sich  insgesamml 
—  se1bslvei*stiindlich  mit  Ausnahme  der  auf  die  conforme  Abbil- 
dung bezüglichen  Bemerkungen  —  auf  die  analogen  Probleme  des 
Newton  'scheu  Polentiales  im  Baume  ausdehnen  lassen .  Ich  darf 
daher  eine  explicile  Ausführung,  die  nur  einzelne  Erläuter* 
ungen  erfordern,  im  Uebrigen  aber  keinerlei  Schwierigkeilen 
mehr  bieten  würde,  hier  unterlassen,  und  mich  auf  folgende  Be* 
merkungen  beschränken. 

Für  jedes  von  Kl>enen  begrenzte  Polyeder  kann  man 
die  Existenz  einer  harmonischeu  Function,  welche  also  im  luoeru 
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des  Polyeders  nebst  Utreo  AbleitUDgefi  eindeutig  und  stetig  ist, 
daselbst  der  Bedingung 


genügt,  und  ao  der  Begrenzung  vorgescbricbenc  Werthe  U  be- 
sitit,  als  bewiesen  voraussetzen.  Die  ^i'cumann'sclie  Methode 
des  arithruetiscbeD  Mittels  liefert  einen  Beweis  für  l'olyeder, 
die  Oberall  längs  ihren  Kanten  convex  nach  nussen  sind,  und 
durch  die  Combinationsniethoden  lässt  sieh  alsdann  auch  der 
Nachweis  für  Polyeder  mit  einspringenden  Flächenwinkeln  er^ 
bringen. 

Demnach  wird  auch  die  Existens  der  su  einem  beliebigen 
Punkt  0  im  Innern  des  Polyeders  gehörigen  Green'scfaen  Func- 
tion vorausgesetzt,  d.  h.  derjenigen  harmonischen  Function, 

welche  an  der  Begrenz ungsüuchc  den  Werth  y  hat,  wobei  ^  die 

Entfernung  der  Begrenznngspunkte  vom  Punkte  0  bedeutet. 

2.  Eine  im  Innern  des  Raumes  T  harmonische  Function 
kaon  nach  Beihen  entwickelt  werdeui  deren  Go^flicienten  Kugel- 
lünctionen  sind.  Beschreibt  man  um  irgend  einen  Punkt  im 
lanem  von  T  als  Mittelpunkt  ein  System  von  coneentrisrhen 
Kugeln  mit  dem  Radius  (>,  wobei  ^  alle  Werthe  von  Null  bis  zu 
dem  Werlhe  /{  annehmen  kann,  den  die  kleinste  Entfernung 
des  gewühlten  Mittelpunktes  von  den  Punkten  der  begrenzenden 
Flüche  liefert,  so  gilt  fdr  jeden  Punkt  auf  diesen  Kugelflächen 
eine  Gleichung  von  der  Form : 


V  bedeutet  die  Werthe  der  Function  u  auf  der  Kugel  mit  dem 
Hadius  i{,  da  das  Flachenelement  dieser  Kugel,  F^\<co^  y)  io 
üblicher  Bezeichung  die  Kugelfunetion  Ordnung. 

Desgleichen  gilt  auch  eine  inlegialdarslellung  der  Fuuction 
tifUr  jeden  Punkt  im  Innern  der  Kugel  R:  es  ist 


oder  m  analoger  Beieichnung  wie  froher,  so  dass  (dii\g.  den 
Rramwinkel  angtebi,  unter  welchem  das  Flttcfaenelement  da 
m  Panki  x,  t/,  3  aus  erscheint: 


»«0 
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l  ist  die  Entfernung  des  betrachtelen  inneren  Punktes  von 

Element  da.  Da  der  Wertb  d&r  Function  u  im  Mittelpunkte  der 
Kugel 


wird,  so  L;ciangl  man  auch  hier  zu  Sätzen,  die  mit  den  früheren 
(§  1,  Nr.  3  und  4)  wörtlich  Übereinstimmen. 

3 .  Auch  gelten  unverändert  die  fttr  die  G  r  c  c  n  sehe  Function 
und  ihre  Ableitungen  im  §  3  angegebenen  Eigenschaften.  Der 
Beweis  der  ersteren  erforderti  wenn  man  ihn  in  der  Weise  for- 
muliren  will,  wie  es  dort  (§  3,  Nr.  I)  geschehen  ist,  den  Nadi- 
weis,  dass  man  tlber  jede  Niveauflaohe  ein  FIflchenintegral  er- 
strecken kann.  Da  die  Niveauflttche  im  Innern  des  Gebietes  eine 
analytische  Fläohe  ist,  d.  h.  in  der  Umgebung  jedes  ihrer  Punkte 
durch  eine  nach  Potenzen  der  drei  Yariabelen  geordnete  Reihe 
definirbar  ist,  so  Ittsst  sich  dieser  Nachweis  in  der  That  führen. 
Man  kann  indessen  den  Beweis  auch  ganz  unabhängig  davon 
machen,  wonii  i\u\n  auf  die  Knlslehung  der  betreffendon  (Ireen- 
scheu  InlegralforriK^I  /.iirückuolil :  denn  diese  basirt  auf  der  In- 
tegration über  ein  l  amnliehes  (l(^l)iet,  und  es  lässl sich  ohne  Be- 
nutzung eines  Uber  eine  Flache  ausgedohntea  integrales  die 
GleichuMi;  beweisen: 


Das  auf  der  linken  Seite  stehende  dreifache  Integral  ist  datiei 
als  der  Grenzwerth  eines  dreifachen  Integrales  zu  deflnfren, 
das  zunächst  ttber  einen  innerhalb  T  gelegenen  Baum  erstreckt 
ist,  und  dessen  Integrationsgcbiot  sodann  in  den  ganzen  Raum 
T  übergeht. 

4.  Sonach  sind,  wie  früher,  die  Beweise  für  die  folgenden 
Theoreme  zu  führen. 

Erstens:  Ist  ein  einfach  zusammenhangender,  von  einer 
beliebigen  Flache  F  umschlossener,  endlicher  Raum  T  gegeben, 
und  oonstruirt  man  im  Innern  dieses  Raumes  eine  unbegrenzt 
forlsetzbare  Reihe  von  Polyedern,  von  denen  jedes  ausserhalb 


^  u  hu' 
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des  vorliergelieMleii  flieh  beiodet,  mnd  die  Bieh  der  Fläche  F 
belMig  ntfierii,  so  eonvergirt  die  Reüw  der  auf  diese  Polyeder 
besttglichen  Greeii*soheii  Punotionen: 

welche  zu  einem  Punkte  0  im  Innern  des  Raumes  T  gehören, 
nach  einer  bestimrnlon  harmonischen  Function  g.  Diese  Fun^ 
tion  ist  (die  sum  Punkte  O  i^eiiorige  Green'sche  Function  in 
Eesug  auf  den  von  der  Fitfohe  P  eingeschlossenen  Raum  T, 
Zu^eäsiM:  Das  Integral 

gehilHct  UluT  alle  l'^lcmento  der  Flache  F,  Hie  nnn  als  Flüche 
mit  iiilegrirharen  Elementen  ohne  Kanten  und  Hcken  angenom- 
men wird  (oder  mit  einzelnen  Kaulen  und  Ecken),  stellt  eine 
im  Innern  von  T  harmonische  Function  dar,  die  an  dvv  Hegren- 
zungsflüche  gloiühmässig  (bis  auf  die  kaulcu-  uud  l:<ckpuuk,ie) 
in  den  Werth 

übergeht.  Construirl  man  im  Innern  von  7' eine  Parallelfläche 
F'  zu  F,  deren  Elemente  mit  do'  bezeichnet  sind,  und  wird  die 
zu  jedem  inncrn  Punkt  gehörige  Green'sche  Function  y  des 
Raumes  Tin  den  Punkten  dieser  ParallclflHche  nach  der  innereu 
Normalen  n'  dillerculiirt,  ao  stellt  das  integral 

*      hnj  d»' 

eine  harmonische  Function  'dar.  Dieselbe  eonvergirt,  wenn  F 
mit  F  BusanuneBrttekt,  nach  einer  harmonisohen  Funetlon  ti^, 
deren  Warthe  bei  Annäherung  an  die  Flilohe  F  gleichmüssig  in 
den  Werth 

ttbergehen.  Sonaeh  ist 

die  harmonische  Function  ftlr  den  Raum  T,  welche  an  der  Be- 
grensung  F  die  vorgeschriebenen  Werthe  V  l)esitst. 
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5.  Wenn  es  heim  ersten  Anblick  unbefriedigend  erscheint, 
dass  die  Potential funclion  nicht  direct  durch  ein  bestimmtes 
Integral,  sondern  als  Grc^nzwerth  eines  solchen  definirt  ist,  und 
erst  bei  weiteren  Bedingungen,  aus  denen  die  Stetigkeit  der 
Ableitung  von  g  auch  beim  Uebergang  in  die  Begrenzung  her- 
vorgeht, durch  ein  bestimmtes,  auf  die  Grenzfläche  bezügliches 
Integral  darstellbar  wird,  so  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die 
Fundamentalsätze  der  Polentialtheorie  fast  insgesammt  einen 
ähnlichen  Charakter  tragen. 

So  ist  z.  B.  der  SalJE,  dass  die  Diebtiglteit  x  der  nacbenlie- 
legung  in  jedem  Punkt  der  Flache  durch  Differentiation  der  Po- 
tentialfunetion  nach  der  inneren  und  der  äusseren  Normalen  n^ 
und    erhalten  wird,  und  der  Gleichung 

ön,  Ofi, 

penllgl,  unter  der  Annahme,  dass  x  bloss  eine  inlegrirbare 
Funclion  ist.  selbst  wenn  sie  stetig  ist,  nicht  erwieseUj  sondern 
durch  die  Integralgleichung  zu  ersetzen: 

wobei  ^1  und  zwei  FlüchenstUrkc  bezeichnen,  die  zusammen 
einen  beliebigen  Theil  ü  der  belegten  Fläche  umschliessen.  M 
bedeutet  alsdann  die  zu  diesem  Theil  gehörige  Masse  der  Be- 
legung, und  die  einschliessenden  Flächen  ktfnnen  der  einge- 
schlossenen beliebig  nahe  gebracht  werden. 

Ebenso  ist  fttr  eine  Massenvertheilung  in  einem  Räume  die 
Gleichung 

J*u  es  —  4^x 

nicht  bewiesen,  wenn  tiber  x  nicht  besondere  Annahmen,  sei  es 
Aber  die  Differentilrbarkeit  oder,  wie  Herr  Httlder  neuerdings 
bewiesen,  allgemeiner  tiber  die  Art  der  Btetigkeitsconvergenz 
gemacht  werden.  Auch  hier  tritt  mit  gans  allgemeiner  Geltung 
die  Integralgleichung  ein,  die  den  mittleren  Werth  der  Dichtig- 
keit innerhalb  jedes  beliebig  kleinen,  aber  endlichen  Ranm- 
elementes  su  bestimmen  gestattet,  und  die  man  als  eine  Grens- 
relation  ftlr  zweite  Differenzenquotienten  aussprechen  kann: 
nitmllch  die  Gauss 'sehe  Gleichung: 
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Letzteres  hat  aohon  Herr  Kronecker  iu  seiner  AbhandiuDg : 
»Ueber  Systeme  von  Functionen  niehreiw  Variabelen«  (Mooals- 
berichte  der  Berl.  Akad.  März  1869)  hcrvorgohoben. 

Im  Ansdiluss  an  diese  Abhandlung  bemerke  ich  noch,  dass 
fiian  die  vorstehenden  Unierauchungen  auf  beliebig  viele  Va- 
riabele  ausdehnen  könnte. 


E.  Drechsel,  Ueher  die  Elektrolyse  der  normalen  Caprtm- 
säure  mit  Wechselströmen, 

Vor  etwa  zwoi  Jahren  theiite  ich  in  einer  Abhandlung  Üher 
Elektrolysen  und  EieklrosyDlhescn  mit,  dass  l>ei  der  ElekUo- 
lyse  einer  wUssrigen  Lösung  von  Phenol ,  sohwefelsaurer  und 
doppeltkohlensaurer  Magnesia  mit  Wechselströmen  und  Platio- 
elektroden  neben  der  erwarteten  PhenolUtherachwefelstfure  auch 
noeh  eine  Anzahl  anderer  Sabstanzen  entsteht»  namlioh  Hydro- 
chinon,  Brenzoateohin,  ^^-Diphenol  und  eine  Reihe  ein-  und 
zweibasiseher  Stturen  mit  abnehmendem  Kohlenstoffgehalte. 
Ich  sprach  dabei  die  Vermuthung  aus,  dass  alle  diese  Säuren 
aus  einer  einzigen,  aus  dem  Phenol  unmittelbar  entstandenen, 
ein-  oder  zweibasischen  Saure  mit  6  Atomen  Kohlenstoff  im 
Molekül  {(\ffii(\  oder  (\,U^^0^)  durch  stufenweise  Verbren- 
nung hervorgelioii  könnleu.  War  diese  Annahme  richtig,  so 
stand  zu  erwarten,  d.iss  durch  Elektrolyse  mit  Wechselströmen 
aus  Normalcapronsiiure  Cß/Z^^O,  oder  Adipinsäure  C„//^„0^  die- 
selben SJiuren  hervorgehen  würden,  welche  icli  auch  aus  dem 
Phenol  erhalten  hatte,  nämlich  Valeriansiiurc,  nutlersiUire,  lUrn- 
steinsäure,  MnlonsUure,  Oxalsäure;  ich  habe  deshalb  diesen 
Versuch  angestellt  und  bin  dabei  von  der  (normalen)  (liihrungs- 
capronsäure  ausgegangen,  einerseits  weil  diese  leichter  in  grös- 
serer Menge  zu  beschaffen  war  als  Adipinsäure,  und  anderer- 
seits, weil  man  voraussetzen  konnte,  dass  sich  aus  derselben 
audi  Adipinsäure  bei  dem  Versuche  bilden  werde. 

Die  zu  den  unten  beschriebenen  Versuchen  benutzte  Stfore 
wurde  aus  käuflicher  Gahrungsoapronstture  nach  dem  Verfahren 
von  Lieben  abgeschieden,  indem  die  rohe  Stture  zunächst  frao- 
tionirt,  und  der  Uber  170^  übergehende  Antheii  durch  oftmal« 
wiederholtes  Ausschtttteln  mit  Wasser  von  Buttersäure  befreit 


I)  Joiim.  f.  prakt.  Ch.  (2)  rj,S.  339. 
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wurde.  Die  f^ewaschcnc  Sciure  winde  sodami  wiederholt  frac- 
tionirl  und  die  zw  ischen  202"  und  'iOV  siedende  Portion  geson- 
dert aufgefanfseu.  Zur  IVUfung  auf  iiiie  lleinheit  wurde  ein 
Theil  der  Saure  in  das  Kalisalz  vorwandeltj  und  dessen  Losung 
in  viel'  Fraclionen  mit  Silberlösung  i;ofall[,  wobei  in  der  .Mutter- 
lauia^e  nur  eine  Spur  organischer  Säure  zuiüekblieb ;  die  vier 
Silbersalze  zeigten  ganz  gleiche  Beschaffenheit  und  wurden  von 
Herrn  Dr.  F.  Hundes  ha  gen  auf  ihren  Silbergehalt  untersucht : 

I.  1.8642  g  SubsUnz  gaben  0.8078  g  Arj  (kleiner  Verlust)     =  48.16  g  Ag 
U.  4.7447  g      •         »     M225gyl^C/  =  ü.844808gyl^s48.42{ 
ni.  4.8594g      v         n     4.4974g^^C/»0.90448gil^  ^iSAHÄg 
IV.  4 .4964  g      »         »    0.7738  g  AgCl «  0.582378g     s  48.68t  Ag, 

Der  Silhergehalt  aller  vier  Kractionea  ist  demnach  gleich 
und  slirninl  mit  demjenigen  des  caproasauren  Silbers  (48.43  J) 
genügend  überein.  um  die  Abwesenheit  niederei-  l  etlsäuren  zu 
beweisen.  Will  mau  indessen  das  geringe  Plus  bei  Fraction  IV 
als  ausserhalb  der  Fehlergrenzen  liegend  betrachten,  so  würde 
man  allerdings  daraus  auf  die  Anwesenheit  einer  geringen 
Menge  niederer  Fetlsiiuren  (z.  B.  ca.  1^  Valeriansäure  im  Gan- 
ren) schliessen  müssen;  allein  da,  wie  weiter  unten  noch  ge- 
zeigt werden  wird,  aus  der  benutzten  Capronsilure  nach  dem 
Versuche  nicht  immer  niedere  Fettsäuren  abgeschieden  werden 
konnten,  wahrend  dies  im  Hauptversuche  leicht  gelang,  so  halte 
ich  die  Annahme,  dass  die  zu  meinen  Versuchen  benutzte 
Capronsüure  fr©!  von  niederen  Homologen  war,  für  völlig  ge- 
rechtfertigt, und  dies  um  so  mehr,  als  zu  dem  zweiten  Vor- 
soche,  welcher  am  weitesten  durchgeführt  wurde,  die  vom 
ersten  Versuche  wiedergewonnene  und  von  den  ontst^mdenen 
Producten  möglichst  befreite  Säure  benutzt  wurde.  Ueberdies 
wird  man  sehen,  dass  die  etwaige  Gegenwart  von  Spuren  nie- 
derer FettsänreQ  ganz  ohne  Bedeutung  ftir  das  Uauptresullat 
meiner  Venaehe  ist. 

Der  Hauptversnch,  der  allein  auaftthrlich  beschrieben  wer- 
den soll,  wurde  folgendermaaflen  ausgeftlhrt.  Als  Stromquelle 
diente  dieselbe  Weehselstrommasehine  von  Siemens  &  Halske, 
welche  anoh  bei  den  früheren  Untersuchungen  benutst  werden 
war;  als  Elektroden  wurden  aber  nieht,  wie  frttheri  6  su  je 
dreien  gekuppelte  grosse  Platlnbleche  angewandt,  sondern  nur 
2,  well  sich  herausgestellt  hatte,  dass  unter  diesen  Umstanden 
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gerade  eine  schwache  Gasentwicklung  durch  die  Ströme  hervor- 
i;ebracht  wurde.  Die  elektroljsirle  Lösung  onthiolt  in  3  1  200  g 
Capronsüure  als  Mau;nesiasa]z  und  war  ausserdem  mit  doppoll- 
kohlonsaurcr  Malinesin  so  ziemlich  gosallitzt :  sie  wunle  in  \  icr 
Forlioiien  t^elliciil,  (leren  jede  ca.  80  Stunden  lanij;  clektroh sirt 
wurde.  Anfangs  entstand  eine  ziemlich  lehiiaflc  tiascntwick- 
hing,  die  aber  allmählich  schwächer  wurde  und  spiller  nur 
dann  noch  henjerklich  war,  wenn  die  Flüssigkeit  sich  in  Folge 
mangelhafter  Ktlhlung  stark  erwilrmte.  Das  cnlhielt  nur 
kühlensiiure  und  WasserstofT,  aber  weder  SauerstolV  noch  Koh- 
len wasserstofle,  auch  konnte  wahrend  der  ganzen  Dauer  der 
Elektrolyse  weder  die  Entstehung  öliger,  noch  riechender  Sub- 
stanzen beobachtet  werden;  diese  Thatsache  ist  um  so  bemer- 
kcnswerther,  als  bei  der  gewöhDlichen  Elektrolyse  einer  Lösung 
von  capronsaurer  und  doppeltkohlensaurer  Magnesia  sofort  ein 
stark  riecheiides  Oel  In  beträchtlicher  Menge  sich  ausscheidet. 
Die  Temperatur  der  Utoung  betrug  etwa  30  — 40*,  und  stieg 
nur  selten  bis  auf  etwa  50 — 60*  an.  Nacb  Beendigung  der 
Elektrolyse  wurde  die  erhaltene  Losung  \on  tAnet  sehr  geringen 
Menge  Platinmohr  abfiltrirt,  und  im  Sefaeidetriobter  vorslobtig 
mit  verdünnter  SehwefelsttureTersetzl,  bis  keine  Trttbnng  mehr 
entstand;  die  abgesefaiedene  Oapronsaure  wurde  sweimal  mit 
Waaser  tttehtig  durchgesehttttelti  und  sodann  die  WasehwSsser 
mit  der  Mutterlauge  vereinigt.  In  dieser  Flttssigkeit  musslen 
alle  durch  die  Elektrolyse  gebildeten  flOchtigen  und  nieht  fluch- 
tigen Siluren  nebst  Gapronsflure  (welche  in  Wasser  durchaus 
nicht  gans  unlöslich  Ist)  enthalten  sein ;  um  die  ersteren  absu- 
trennen,  wurde  sunllchst  das  Ganze  Im  Wasserdampfslrome 
desttllirt,  bis  das  Deetillat  nicht  mehr  sauer  reagirte. 

A)  Unlertuchung  dei  DesiÜhtes  aufßikhiige  Siluren,  Das^ 
selbe  wurde  sunflchst  mit  Soda  alkalisoh  gemacht  und  ein- 
gedampft ;  der  Rttckstand  wurde  sodann  in  wenig  Wasser  ge- 
lost, mit  verdünnter  Schwefelsflure  sersettt,  die  abgeschiedene 
Gapronsflure  einmal  tüchtig  mit  Wasser  ausgesohflttelt,  das 
Waschwasser  mit.der  Mutterlauge  vereinigt  und  auf  \  abdestil- 
lirt.  Das  Destillat  wurde  hierauf  mit  Borytwasser  neutralisiri, 
mit  Kohlensflure  behandelti  gekocht,  filtrirt  und  fraotionirt  mit 
Silberlosung  geCHllt.  Die  1.  Fraction  wurde  sehr  geringlttgig  ge- 
macht, da  sich  dieeelbe  in  der  Hitse  schnell  sehwflnte  (Amelaen- 
sflure?) ;  die  folgenden  Niedersdilflge  aelgten  dieses  Yerhalten 
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Dicht.  Dieselben  waren  kryslallioisch,  wurden  sorgfültif^  aus- 
gewaschen und  Baob  dem  TrockDen  auf  ihren  SilbergehaU 
untersucht. 

Pvaction  IL  0.2252  g  wurden  nach  dem  Erhitzen  auf 
HO  —  H5*  (wobei  oberniicli liehe  Bräunung  eintrat)  mit  etwas 
Alkohol  nnd  Wasser  befeuchtet,  dann  durch  verdünnte  Salz- 
sSore  larsfllzt,  auf  dem  Wasserbade  sur  Trockne  gebracht,  Rück- 
stand nochmals  mü  etwas  Konigiswasser  erhititi  getroeknet  und 
gosehmolien;  erhallen  wurden :  0.4453  g  il^ 0(9  0.4094309  ily 
»  48.59f 

Ftmetitm  tu,  0.3396  g  hinterliessea  bei  vorsiehUgem  Glühen 
0.4745  50.50  f. 

PracHtm  IV.  0.3350  g  hinlerllessen  0.4755  g  yl^  »  52.39f . 

FracHon  F.  0.2640g  hinlerliessen  0.1405  g  yl«;  »  53.83  J. 

Fraction  Vf.  0.2015  g  hinlerliessen  0.1105  g  Ag  ^  54.84 

Aus  der  Mullerlauge  konnte  keine  zur  Analyse  ausreichende 
Menge  Silhersaiz  mehr  erhalten  werden  ;  die  in  Freiheil  gesel/.le 
Säure  roch  nach  BullersHure,  war  in  Wasser  löslich  und  konnte 
aus  dieser  Losung  durch  Cd  Cl^  nicht  abgeschieden  werden.  Aus 
den  iil)eu  ntitgetheillen  Silberbestinirnungen  ergiebl  sich,  dass 
ausser  Capronsäure  noch  Valeriansüure  und  BuUersüure  vor- 
handen waren,  deren  Silberaalze  51.07^,  bes.  55.38^  Ag  enl- 
hslten. 

Bj  Untersuchung  des  Rückstatides  auf  mit  Wasserdämpfen 
melU  ßüchtige  Süwren.  Die  von  den  Fetlsüuren  befreite  Lösung 
wnrde  zunächsl  auf  elwa  das  halbe  Volum  abdestiUirt,  der 
ROekstand  nach  dem  Erkalten  8  Mal  mit  Aether  ausgeschüttelt, 
die  Xtherisehen  Aussttge  vereinigt  und  der  Aether  abdestillirt. 
Oer  wfissrige  Rttckstand  wurde  weiter  auf  dem  Wasserbade 
elDgedampft,  wobei  schliesslich  ein  Syrup  surttckblieb,  welcher 
nur  theilweise  nach  und  nach  krystallisirte  und  sieh  in  Wasser 
mit  Hinterlassung  eines  Oeles  loste.  Dieses  Verhalten  deutete 
daraufhin,  dass  in  der  Flttssigkeit  ursprttnglieh  eine  Oxysäure 
foriianden  war,  welche  sich  beim  Erhilien  auf  dem  Wasserbade 
In  ihr  Laeton  verwandelte.  Für  diese  Auffassung  sprach  auch 
noch  der  Umstand,  dass  das  erwühnle  Oel  sich  heim  Kochen  mit 
viel  Wasser  am  RUckflusskUhler  fast  völlig  löste  und  bei  nach- 
folgender Destillalion  unter  Zusatz  eines  SlUckchens  Mannor 
mit  den  Wasserdiinipfen  in  geringer  Menge  flüchtig  war;  die 
kochende  Lösung  wurde  von  etwas  Harz  abfillrirl,  kochend  mit 
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Baryiwasser  schwaeh  alkaliseh  gemaobt,  mit  Rohienstture  naii- 
tralisirl,  wieder  gekocht  und  von  dem  Niederaohlage  ali6ltrirl. 

a)  Der  Niederschlag  wurde  ausgewaaeheii,  längere  Zeit  mit 
einer  Losung  von  Kupferclilorid  gekoolil  (um  Kalk-  und  Baryt- 
ozalatiu  tersetzen),  sodann  wieder  ausgewaschen,  in  verdünnter 
Salistture  gelöst,  dieLtfsuDgmitSoliwefelwaBserstoffentkupfMrty 
flltrirt,  eingedampft ;  auf  Znsats  vonessigsaurem  Ammon  und  CaCl^ 
zu  der  kodienden  Utsung  entstand  ein  krystalliniseher,  in  Essig- 
sllure  unlltolieher  Niederschlug,  der  sich  leicht  in  wanner  ver- 
dünnter Salssäure  ItfstCi  mithin  aus  oxcUiaurem  Kalk  bestand. 

b)  Die  iMmg  wurde  auf  dem  Wasserbade  eingeilntnpft; 
dabei  schied  sich  ein  kryslallinisehes  Sali  unlöslich  aus,  wah- 
rend ein  amorphes  Sals  in  der  syrupdicken  Mutterlauge  gelost 
blieb.  Das  Gemenge  wurde  sunKcbst  mit  kaltem  Waaser  be- 
handelt, wobei  sich  das  amorphe  und  auch  ein  Theil  des  krystal- 
I  inisehen  Saltos  leicht  lOste« 

I)  herunloHkhe  2%stl  wurde  mit  kaltem  und  heissem  Was- 
ser ausgewaschen,  dann  in  verdOnnler  Salssüure  gelost,  mit 
verdttnnler  SchwefelsOure  genau  ausgefülllt  und  das  Filtrat  auf 
dem  Wasserbade  zur  Trockne  verdampft.  Die  rttckstlindige 
gelbliche  Krystallmasse  wurde  in  Wasser  gelost,  heiss  durch 
einen  Tropfen  Chlorbarynm  von  einer  Spur  SchwefelsMure  be- 
freit, ßltrirt,  mit  Ammoniak  neutralisirt  und  dann  mit  Chlor- 
baryumlosung  auf  dem  Wasserbade  eingedampft.  Daiiei  schied 
sich  ein  sehr  schwer  losliches  Barytsalt  krystallinisch  ab,  wel- 
ches mit  kaltem  Wasser  so  lange  gewaschen  wurde,  bis  die  ab- 
laufende FlOssigkeit  mit  Silberlosung  nur  noch  einen  geringen, 
in  Salpetersüure  völlig  loslichen  Niederschlag  gab,  dessen  Menge 
beim  weiteren  Auswaschen  sich  nicht  mehr  verringerte.  Da 
der  bemsteinsaure  Baryt  in  Wasser  nicht  völlig  unlöslich  ist 
und  die  Menge  des  Salses  nur  noch  sehr  gering  war,  wurde  das 
Auswaschen  unterbrochen  und  das  Salt  auf  seinen  Barytgehalt 
untersucht.  0.3S08g  bei  440 — 445*  getrocknet  hinterliessen 
beim  vorsichtigen  Gltthen  O.SS63g  ilo  CO,  a  0.478289  g 
Ba^  53.46 f. 

fiemsteinsaurer  Baryt  entholt  54.45f  An,  das  untersuchte 
Salz  war  demnach  noch  nicht  völlig  rein  gewesen,  hatte  viel- 
mehr noch  etwas  adipinsaures  Salt  (s.  u.)  enthalten. 

Die  von  b4)  abßltrirten  Lösungen  wurden  eingedampft, 
wobei  sich  nach  einiger  Zeit  wieder  ein  kryttallmitchet  Salt  (a) 
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in  beirtfchd icher  Menge  abschied,  welches  nach  dem  Erkalten 
abgehängt,  mit  wenig  kaltem  Wasser  gewasohen,  abgepreast 
und  an  der  Luft  getrocknet  wurde.  Die  Gesnmmtmenge  des- 
selben betrug  4.5350g,  und  verlor  bei  420*"  0.0985g  an  Ge- 
wicht («  6.49f);  der  Rttekstand  wurde  in  Wasser  gelost,  mit 
etwas  Salssllnre  angesKnert  und  mit  Sohwefelslture  gelillt, 
wobei  4.4596g  RaSO^  »  0.684895 g  Ba  »  47.46 j(  Ba  (ftlr 
troeknes  Salt)  eriialten  wurden.  Das  Filtrat  vom  BaSO^  wurde 
lar  KrystalHsation  verdampft,  die  Krystalle  in  kaltem  Aether 
gelSst,  die  atherfsehe  Losung  verdunstet,  der  Rückstand  in 
Wasser  gelöst,  mit  Barytwasser  neutralisirt  und  die  I^Osung  auf 
dem  Wasserbade  eingedampft.  Dabei  schied  sich  das  Barytsalz 
wiederum  krystallinisch  aus:  es  wurde  dann  durch  Zusalx  von 
iLaltem  Wasser  gelöst,  tiltrirt  und  mit  absolutem  Alkohol  gefüllt; 
der  anfangs  ainoi  phe  Niederschlag  wurde  bald  krysliillinisch, 
wurde  dann  abliltrirl,  mit  Alkohol  gewaschen  und  an  der  [,uft 
«elrocknet.  Kr  wog  4.0030  g,  verlor  aber  beim  Krhitzen  auf 
\W  nur  0.0t 30  g  =  t,29}{  an  (iewichl;  der  HUeksland  in  kal- 
tem Wasser  gelüst  und  heiss  wie  oben  mit  Schwelelsiiure  ye- 
fällt,  lieferte  0.8053  g  .SO,  =  0.4735  g  /?r/  =  47.83  }>  Ha  (für 
trockoe  Substans).  Da  auch  dieses  Salz  otlonbar  noch  nicht 
rein  gewesen  war,  so  wurde  die  vom  BaSO^  abhltrirte  Lösung 
*lurch  Erwärmen  mit  etwas  Ül>erscbttS8iger  SilberlOamig  vom 
Chlor  befreit,  und  das  Filtrat  mit  Ammoniak  fast  ganz  neutra- 
liiirt;  dabei  entstand  ein  krystaliiniseher  Niedersehlag  (4),  aus 
dessen  Mutterlauge  durob  Zusata  von  mebr  Silberlosung  ein  gans 
dinlieber  Niederseblag  (9)  geftillt  wurde;  aus  dem  Filtrat  wurde 
Bodieine  geringe  Menge  eines  ebensolehen  Niederaoklags  erbal- 
lea.  Die  Silbefbestimmungen  fklbrten  au  folgenden  Beaultaten: 

(t)  0.4956 g  verloren  bei  4 49--490*  unter  sohwaeher  Gelb* 
IMrang  nur  0.0699  g  (0.58})  an  Gewicht;  derRttckatand  mit 
Terdttnnter  SalssOure  zersetzt  lieferte  0.3880  g  AgCl  und 
(».(»049  g  Afj,  in  Summa  also  0.290352  g  /i^a=  58.93  «  (für 
Trockensubstanz). 

(^jO.iilOg  verloren  bei  H 0  —  1 20 "  nur  0.0005  g  an  Ge- 
wicht, und  lieferten,  wie  (4)  behandelt,  0.3655g  AgCl  und 
0.0024  g  ^ry,  in  Summa  also  0.27767g  =  59.02^  (für 
Trockensubstanz! . 

Beide  Salze  sind  demnach  als  identisch  zu  betrachten.  Die 
Filtrate  von  den  Chiorsilberuiederscbiägen  wurdeu  nun  auf 
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dem  Waaserbade  völlig  von  SalisHure  befreit,  der  kryatalllniaehe 
Bückstand  vorsiehtig  In  einem  ProbirrOhrohen  gesdimolien  und 
Daeh  dem  Erkalten  mit  kaltem  Aether  exlratkirl,  wobei  eine 
Spur  einer  braunen  Schmiere  ungeUfat  blieb.  Die  Aelherltfsung 
hinter liess  beim  Verdunsten  eine  sebtfn  in  BUlttem  krystalli- 
sIrende  Süure,  welche  mit  elwus  Aether  gewaschen  und  dann 
bei  ISO**  getrocknet  wurde;  dieselbe  war  fast  ganz  rein  weiss. 
Sie  schmoll  bei  H8  — 149"  und  erstarrte  wieder  bei  ca.  445 
die  Analyse  eingab  folgende  Wertbe : 

0J005  g  im  Schiffchen  verbrannt  lieferten:  0.0623  g 
//,O  =  0.0069S8..^»6.89f,  und  0.4866g  CO, » 0.05089094 
C«  50.64«. 

Die  Kiaenscliaflen  der  freien  Sütii  e  und  ihres  Barstsaizcs 
stimmen  mit  denjenigen  der  Adipinsäure  überein,  welche  bei 
148  —  149"  schmilzt  und  deren  Uarytsalz  nach  Üielerle  und 
Hell ')  in  heissem  Wasser  schwerer  löslich  ist,  als  iu  kaltem: 
dagegen  weichen  die  von  mir  erhaltenen  analytischen  Daten 
von  den  für  Adipinsiinic  und  deren  Salze  berechneten  etwas  ab. 
Diese  Silure  enthält  49.:il  |{  C  und  //;  das  Barytsah  enl- 

hidt  48.75^  Äa,  und  das  Silbersalz  60.00  g  Ag.  Da  meine  Ana- 
lysen zu  wenig  Ba  und  Ag,  aber  zuviel  C  ergeben  hab«Mi,  so 
scheint  es,  als  ob  meiner  Süure  eine  kleine  Ment^e  einer  kohien- 
stoflreicheren  Säure  beigemengt  gewesen  sei,  welche  durch  die 
Reinigungsversuche  nicht  abgeschieden  werden  konnte.  Trotz- 
dem kann  es  wohl  keinem  Zweifel  untej  liegen,  dass  die  von 
mir  erhaltene  Säure  wirklich  Adipinsäure  war. 

ß)  Die  von  a)  abfillrirte  Lösung  wurde  mit  den  NVasch- 
flfissigkeiten  zusammen  abgedampft,  wobei  sich  noch  etwas 
adipinsaurer  Baryt  ausschied,  von  diesem  abhllrirt  und  zur 
Troekne  gebracht.  Dieser  Bttekftand  wurde  fein  serrieben  und 
sweimal  mit  absolutem  Alkohol  ausgekocht;  da  dieser  aber  nur 
sehr  wenig  aufnahm,  so  wurde  das  Sah  in  4  0  com  Wasser  gelost, 
mit  90  com  absololem  Alkohol  versetat,  gekocht,  ßltrirt  und  diese 
Procedur  wiederholt,  bis  der  Alkohol  fast  nichts  mehr  aufnahm. 

Die  alkoholischen  LBsungen  hinterliessen  beim  Eindampfen 
auf  dem  Wasserbade  einen  amorphen,  glasigen  Blleksland, 
welcher  sich  leicht  in  absolutem  Alkohol  Mtste  und  aus  dieser 
Losung  durch  Aether  harsartig  gefüllt  wurde.    Da  ein  Vor<- 


I)  B«r.  d.  d.  cbem.  Ges.  47,  8.  tMi. 
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(Vgl.  aiK'li  K  I  0  i  n  :  Neue  Heiti üL^e  zur  Ri  e m u n  n'schdQ  Fudc- 
iioueutbeorie.  Math.  Anualen  Bd.  21,  S.  155  ff. 

Wird  irn  Innern  des  Polygones  ein  Punkt  0  augonounnen, 
und  werden  die  Entfernungen  der  Randpunkle  vom  Punkte  ü 
miiQ  bezeichnet,  so  ist  also  aueh  die  harmonische  Function  con- 

stniirber,  welehe  an  Rande  die  Weribe  l^^^  besilit.  Diese 

Panelion  soU  die  tum  Punkte  0  gehörige  Green'sche  Function 
heissen.  Ist  m  der  kleinste  Werth  unter  den  positiven  Grossen 

^,  und  M  der  grösste,  so  sind  und  bezUglicb  die 

algebraisch  kleinsten  und  grOssten  Wertbe,  welche  die  Green- 
sehe  Function  des  Punktes  O  überliaupt  im  lonem  und  am 
Rande  des  Polygones  annimmt.  Umgiebt  man  den  Punkt  0  mit 
einem  beliebig  kleinen  Kreise,  so  ist  die  Differenz  zwischen  der 

G  reen'scben  Function  g  und  der  Function  /      ausserhalb  des 

Kreises  und  im  Imiern  des  Polygones  (iberall  liarfnonisch.  Da 
diese  Differenz  auf  dem  Rande  des  Polygones  Liieich  iNiill.  und 
auf  der  Peripherie  des  beliebig  kleinen  Kreises  negativ  beliebig 

gvQ&s  wird,  so  ist  ^  —  ^       im  Innera  des  Polygones  Überall 

negativ,  also  i;  <  /  . 

2.  Jede  im  Innern  einer  Fläche  /•'  harmonische  Function  u 
liisst  sich  in  eine  Fourier'sche  Ueihe  entwickeln.  (Math.  Annal. 
Bd.  21,  S.  305.)  Wühlt  man  den  Punkt  0  zum  Mittelpunkt  von 
kreisen,  so  gilt  auf  jedem  Kreis  um  0,  dessen  Radius  kleiner 
i>t  als  »1,  iler  also  im  Innern  tier  Fliiclu'  F  liegl.  solch  eine  Knl- 
wiekelung,  und  es  wird,  vwenn  ^  den  Kadius,  ^  den  Ceutri- 
winkei  bedeutet: 

+  T  fr  = «  +^ 

=  ^j^'^^  ^  It  ^  |^j^[sia/»^yi;  sin  ki^äi^ 

+  TT 

+  COS     Ju  cosÄ^<ij6^j. 
—  « 

U  bedeutet  die  Werthe,  welche  die  Function  u  auf  dem  Kreise 
mit  dem  Radius  m  besitzt.  Ueber  diesen  Kreis  hinaus  Uisst  sich 
die  Function  u  und  zwar  für  das  ganze  Innere  der  Flüche 
durch  analoge  Reibonenlwickelungen  fortseien. 
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Desgleichen  besieht  für  jede  liarmonische  Function  eine 
InteL'rnIdarstelluns  von  folgender  Art.  Sind  die  Werlhe  der 
Funclion  u  auf  der  Peripherie  eines  itn  laoem  der  Fläche  ge- 
legenen Kreises  mit  U  bezeichnet,  so  ist 

Hier  bedeutet  da^  ^dd'  das  Bogenelemenl  des  Kreises,  /die 
positiv  genommene  Entfernung  des  Elementes  da  von  dem  be- 
trachteten, im  Innern  des  Kreises  gelegenen  Punict  (a?,  y),  für 
welchen  der  Werth  u  ermittelt  werden  soll,  und  e  denWinkel. 
weichen  der  nach  innen  gerichtete  Radius  des  l^lementes  dü 
mit  der  Geraden  /  luldet  (diese  genommen  in  der  Richtuni;  von 
do  nach  dem  Punkt  {Xj  y)].  Für  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ist 

3.  Besitzt  eine  harmonische  Function  am  Rände  einer  be-  > 
liebigen  FlHche  F  nur  positive  (oder  nur  negative)  Wertbe 
und  ist  der  Werth  der  Function  u  in  irgend  einem  innem  Punkt 
gleich  dem  Product  einer  bestimmten  endliehen  Grosse  6  mit 
einer  endlichen  Grosse  so  ist  auch  fttr  jeden  anderen  Punkt 
im  Innern  der  Flache  der  Werth  der  Function  u  darstellbar 
durch  das  Product  von  Ö  mit  einer  endlichen  Grtfsse  E'.  Diese 
Grosse  B*  h&ngt  ausser  von  E  Hn  Wesentlichen  (d.  h.  hinsicht- 
lich der  Grenzen,  welche  man  ein  fttr  allemal  für  ihren  Betrag 
angeben  kann),  nur  von  der  Laiic  des  betrelVenden  Punktes  ah, 

Macht  man  nllmlich  den  Punkt,  in  welchem  die  Functiofi 
den  Werth  Ed  hat,  zum  Mittelpunkt  eines  Kreises,  so  ist  für 
den  Mittelpunkt  desselben :  * 

^.=  ^fud(k^Ed, 

und  für  jeden  anderen  Punkt  im  Innern  des  Kreises : 

u  =  ^fu^  Qd^^EÖ. 

Da  die  GrOsse  U  ihr  Zeichen  nicht  wechseln  soll ,  so  wird  nach  | 
dem  ersten  Mittelwerthsats  der  Integralrechnung* 

u^  i-[i  '^]  fud9  -Bi  =  E[i  ,  [-'P]  -i\ö.  I 
wenn  man  mit  einen  mittleren  Werth  von        bei  alleo 
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möglichen  Werlhen  von  ^  beieiebnet.  Dieser  Werth  ist  immer 
positiv  and  endlich,  so  lange  der  Punkt  im  Innern  des  Kreises 
liegt.  Also  ist 

II  =  iTd ,    wobei    F  =  £|2  Q  [^-^j  - 

Dl  nun  auf  (irund  dieser  rileichuiii;  jeder  l'unkt  im  Innern  des 
Kreises  zum  Millelpiinkt  einer  neuen  Integraldarslellung  ge- 
macht werden  kanDi  so  gilt  der  SuU  für  alle  Funkle  im  Innern 
der  Fläche  F. 

Dieser  einfache  Salz  ist  für  das  Folgende  deslialb  von  Be- 
(Icutunii,  weil  er  lehrt,  d.jss  die  Function  ii,  falls  sie  itherali 
dasselbe  Zeichen  hat,  iileiehmässig  für  alle  Funkte  im  Innern 
der  Flüche  nach  Null  convergirt,  sobald  sie  in  einem  einzigen 
Punkte  mit  6  beliebig  klein  wird.  Denn  die  Grenzen,  innerhalb 
welcher  E  variiren  kann,  bleiben,  unabbüngig  von  d,  stets  nur 
endlich. 

Dasselbe  gilt  auch  für  alle  Ableitungen  der  Function  it. 
Denn  im  Innern  des  Kreises  mit  dem  Radius  r  bestehen  für 
jeden  Punkt  mit  den  Coordinaten  ^,    die  Gleichungen: 

*  =  <  —ff  — /r 

=     ^  k    j  [^cos     /if  sin  k^dd^  -  sin     füeos  *^d^J  . 

Üa  nun  die  Integrale 

+  n  +71 

-JUsmk^dS^   und  IJ'ucoBk^dS' 
ihrem  Betrage  nach  nicht  grösser  sind  als  der  Betrag  von 

—  » 

weil  ü  aberall  nur  positiv  oder  nur  negativ  sein  sollte,  so  sind 

auch  die  Beträge  von  und  an  jeder  Stelle  im  kreise  gleich 
dem  Producte  von  6  mit  endlichen  Grössen.   Sie  oonvergiren 
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UA^Uih  ü\*em\i  wi  Innern  vom  F  ^K  iehmässig  nach  Null,  wenn 
6  beiiebif  kleia  wird*  Ebenso  yerbaiien  sich  alle  bilberen  Ab- 
leituiigeD. 

4.  Isi  Air  eine  beliebige,  endlidie  Fläche  P  eine  UDbe- 
grmte  Reibe  ven  hamioniscbeD  FnnctieneD 


I  •   *  •  • 


f     I  •  •  •  •  - 
gef^beo ,  deren  Randwertbe  mit 

^tt   f  •  •  •  • 

bpzeichnel  werden  sollen,  und  consergirl  die  Summe  derRand- 
.Kfi  Jlii-  I  \  ■+■  fj\  H-  l\  +  •  •  •  -f-  i.„  +  •  •  •  ultMcInnasisig  nach  einer 
l>ej>liiitiiiit;ii  I'uuclion  L\  so  slelil  die  uueudliche  Reihe 

tl  SS       -|>       +  Wj  4-  •  •  •  •  +  ll„  +  •  •  •  • 

r  ini*  I  tHKlion  dar,  welche  im  Innern  der  Mache  f  burmo- 
niwli 

i)enn  die  Tuni^liun  u  ist  erstlich  in  der  Flüche  stelig.  weil 
die  unendlicbe  lieibe  i^eicbmüssig  convergirl.  Da  nämlicb  die 
Hümme 

znfdl^c  der  Voi  aii.ssclzung  f(ir  alle  R.iiHlpiinkle  zugleich,  ledig- 
lich «liiii'h  Wahl  \on  n  und  unabhängig  von  ;//,  ihrem  Bolniue 
nach  kleiner  als  eine  beliebige  ürosse  ö  gemacht  werden  kann, 
DO  wird  aucb  die  Summe 

diMu  Ih'irage  nach  für  aUo  Punkte  im  ioDem  vou  /•  kleiner  als 
Setzt  man  ferner 


u  ^  ä„     r„,    5^  a  f#,  -H  t#,  +     -I-  •  •  •  •  H-  1/ 


II  -  i  • 


SU  ist  für  jeden  Punkt  int  Innern  eines  innerbalb  gelegenen 
Kreises  mit  dem  Aadius  r: 

wenn  man  niil  N,,  ilcii  \\  orlh  der  Summe  .s,,  in  den  l'iinkleii 
<ler  Peripherie  lies  kieises  bezeichnet.  Neiinl  in;in  ferner  l 
unti  H„  <lie  Werihe  von  u  und  r„  auf  der  IVriplu  i  ie  des  Kreises, 
HU  kann  man  diese  Gleiobung  aucb  in  der  Form  scbreibeu : 
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Da  nun  r„  und  /i„  durch  Wahl  \uü  n  ^leichmässig  bclicbi^^  klein 
werdcu,  so  tsl 

d.  h.  /*  isl  eine  hnrmonischc  Function  für  dns  gnnzc  Innere 
von  F.  Aus  diesem  und  dein  früliercn  Satz  Nr.  'V]  UAiil : 

Ist  für  fific  ln'lichiyc  endliche  Fläche  F  eine  nithciii  enzlc  Hrihc 
von  harmonischen  Functionen       u^.  .  .  .        . ..  (jci/chen,  die  alle 

innerhalb  F  einerlei  /eichen  habeUj  und  conceryirl  die  ^umme 

+  -4-  «  n  +  •  •  •  • 

an  irtfend  einer  Stelle  im  Innern  der  Plädie^  so  convergirt  sie 
auch  für  alle  inneren  Punkte  der  Flüche,  und  ist  in  derselben  eine 
harmonische  Function,  *) 

Denn  wenn  die  Boibe  an  einer  SieUe  convorgirt|  so  Itfsst 
sieb  fttr  diese  Stelle  ein  Werth  n  angeben,  sodass 

«n  +      +  4   +  »^.^Mi 

hei  jedem  Werth  von  m  kleiner  hleihl  als  eine  vor  tresehriehcne 
heliebi^  kleine  (Irössc  d.  Dann  aber  isl  diese  Summe  im  In- 
nern von  F  ailenthaihen  {gleich  dem  Producl  von  d  mit  einer 
endlich  bleibenden  Grösse. 

§s. 

Die  CoBstnietta  dar  Oraan'selien  Tvaetioii. 

4.  In  der  ;ry-Fbene  sei  eine  einfach  zusarnnienhävigeilde, 
ganz  im  Endlichen  liegende  Flüeho  f  obne  W'indungspunkle 
gegeben,  lieber  den  Rand  C  derselben  machen  wir  keine  andere 
Voraussetzung,  als  dass  er  ans  einer  stetigen,  sich  selbst  nicht 
durchschneidenden  Curve  bestehen  soll.  (Die  Curve  kann 
ttnendlicb  viele  Ecken  besitzen,  ja  Überhaupt  keine  bestiminlen 
Tangenten  oder  Bogenelemente  haben.]   Im  Innern  der  Flttche 


tj  Aucti  bei  der  MoIIkuIp  des  arithmolisclien  Mitlels,  snwio  bei  den 
eiogangs  erwähnten  CombinationMucthodcn  isl  dieser  5alz  dienlicli. 
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werde  ein  Punkt  0  beliebig  angenommen.  Es  soll  dio  Existenz 
derGreen'schen  Function  bewiesen  werden,  welclie  zum  Punkt 
0  gebtfrt. 

Man  construire  innerhalb  der  Gurve  C  eine  unondliche 
Bcihe  von  Polygonen:  P^,  l\,  P,,  ...  Pn  ...  mit  folgenden  Eigen- 
schaften. Arstens:  Jedes  Polyjion  liegt  ganz  innerhalb  der  Curve 
C|  das  heisst  sein  Umfang  bat  keinen  Punkt  mit  derselt)en  ge- 
mein. Zweitens :  Jedes  Polygon  liegt  ganz  ausserhalb  des  vor- 
hergehenden. Drittens:  Das  Polygon  P„  soll  sich  bei  wachsen- 
den Werthen  von  n  der  Curve  C  beliebig  niihern.  Dies  wird 
der  Fall  sein,  wenn  jeder  Punkt  auf  dem  Polygon  P„  so  liegt, 
dass  die  untere  Grenze  seiner  Entfernungen  von  den  Punkten 
der  Curve  C  unterhalb  einer  (irösse  S  sieh  befindet,  die  mit 
wachsenden  Werthen  von  a  nach  Null  convergirt. 

Zu  jedem  Polygon  lilsst  sich  die  Green 'sehe  Function, 
welche  zum  Punkt  0  gehört,  conslruiren.  Bezeichnet  man  die 
fUr  P„  geltende  Function  mit  so  erhiill  man  eine  uncndiiche 
Folge  von  Functionen : 

^1»  9t  >  99  i  •  •  •  9»i  •  •  • 

Von  diesen  Functionen  seil  liewiesen  werden,  dass  sie  nach 
einer  ganz  bestimmten  harmonischen  Funetion  g  oonvergiren, 
und  dass  diese  Function  ^,  welche  durch  die  unendliche  Summe 

^  =  ^1  +  l^t  -  tft)  +  iy»  -        •  -  i^n-i)  • 

darstellbar  ist,  fttr  die  von  der  Curve  C  umschlossene  Flache  F 
diejenige  Green'sche  Function  ist,  welche  zum  Punkt  0  ge- 
hört. *) 

8.  Man  vergleiche  zunächst  zwei  aufeinander  folgende  Func- 
tionen, z.  B.  (j^  und  g^,  deren  Uandwerthe  mit  /  und  i  ^J^j  be- 
zeichnet seien.  Weil  die  Green 'sehe  Function  im  Innern  eines 


1  Mittels  des  Verfahrens  der  h'inschliessung  einer  Fläche  durch  Poly- 
gODc  hat  Herr  Schwarz  die  Mogiiehkeit  der  confonuen  Abbildung  einer 
ebenen  Flttche,  deren  Begrenzung  überall  convex  nach  Aussen  ist,  auf  etneo 
Kreis  bewiesen  (Prgr.  der  eldgen.  polytechn.  Schule  ISS9/7S)  und  dem  Stu- 
dium dieser  Abhandlung  verdanke  ich  die  Anregung  zu  der  vorliegenden 
Untersuchung.  Im  L'ehrigen  unterscheiden  sich  die  Formulirungeii.  welche 
Herr  Sch>%  arz  angiebl,  von  den  hier  angewandten.  Jene  lassen  sich  nicht 
auf  eine  beliebig  berandete  ebene  Figur  und  nicht  fttr  die  LOsung  des  ana- 
logen Problemes  Im  Räume  fibertragen. 
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Folygiooes  all«Dlhalbeii  kleiner  ist  als  /  und  weil  das  Polygon 
Pi  ganz  im  Innern  des  Polygones  P,  liegt ,  so  sind  die  Werthe, 

welche  auf  dem  Pol\i;oii  l\  besitzt,  kleiner  als  )>  also 
iüeiner  als  g^.  Mitbin  ist  Überall  im  Innern  von 

9t<9if 

d.  b.  die  Reihe  der  Functionen  g^,  ....  bildet  eine  Reihe 

von  abnehmenden  GrCIssen ;  es  ist 

Ol  >  9i>       >  "'•  >  yn>  On  +  i  > 
Diese  Ungleichungen  gelten  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Flache 
F  von  einer  bestimmten  Stelle  ab,  weil  jeder  innere  Punkt 
schliesslich  innerhalb  eines  Polygones  und  aller  darauffolgenden 
zu  liegen  kommt. 

Da  nun  jede  der  Functionen      in  jedem  Punkt  innerhalb 

P  grösser  bleibt  als  der  Werth  ^      >  wenn  M  das  Maximum  der 

Entieniung  der  Punkte  des  Randes  C  vom  Punkte  0  bedeutet, 
so  folgt,  daas  die  Functionen  in  jedem  Punkt  Innerhalb  f  nach 
einer  bestimmten  Grenie  convergiren. 

Beachtet  man  nun  weiter,  dass  die  Differensen 

{9i  —      •  (^3  -  9i)^  iOn  "  9n-.i)j  

alle  einerlei  Zeichen  haben,  nilmlich  negativ  sind,  so  folgt  nach 
dem  am  Scbluss  des  §  1  erhaltenen  Satz,  dass  die  Function : 

^  —  ^4  +  tot  +  teii-^ii-J  + 

eine  Im  Innern  von  F  harmonisohe  Function  ist. 

3.  Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  diese  Function  g  bei 
Annäherung  an  den  Rand  gleichmassig  stetig  in  die  Wcrtho 

Zur  Vereinfachung  der  Discuasion  führe  ich  an  Stelle  der 
Functionen  g^^  und  g  die  Functionen  und  s  sein,  welche  durch 
die  Gleichungen 

S^  sar  ge^i,        =  QC^*,  . .  .  .  Ä„  =   Und  *  =  QC^ 

delinirl  sind.  Je<le  der  Functionen  .s„  l»esilzt  am  Hnnde  des  zu- 
gehörigen Polygones  den  const.uilen  Werth  1,  und  im  Punkt 
0  den  Werth  Null.  Ferner  sind  die  Functionen  /  {s„)  harmonische 
Functionen  nach  Ausschluss  des  Puuktes  0,  in  welchem  sie  ue- 
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i;aliv  unendlich  werden.  Du  die  Reihe  der  Fimotioiien  eioe 
abnetnucndc  isl,  so  isl  auch  die  Reibe  der  FuncUoneD  eine 
abnehmende,  d.  h.  es  ist  fUr  jeden  Punkt  fnnerbalb  der  FIttcbe 

«»  >  i",  >  ^3  >  Sn  >  > 

Bozeichnct  rr  einen  bcslininilen  positiven  Werth  kleiner  als  1, 
so  bilden  die  Punkte,  in  denen  .v,,  den  consl.mlon  Werth  a  hat, 
eine  einfach  geschlossene  Curve,  welche  den  Punkt*  0  umgiebl. 
Suchir  man  also  die  Gurven  auf,  fUr  welche 

X|     (Xf  •  •  •  •  Sji^     ttj  ■  • « • 

ist,  so  folglaus  den  obigen  Unglekbungen,  dass  jede  dieser  Gurven 
ausserhalb  der  vorhergehenden  liegt.  Es  wird  also  auch  der 
Ort  aller  der  Punkte,  in  denen  «  a  er  iat|  ausserhalb  aller  vor- 
hergehenden Gurven  sich  befinden. 

Man  mufls  daher  suvörderst  naohweisen,  dass  solche  Punkte 
Oberhaupt  Im  Innern  von  F  vorhanden  sind.  Zu  dem  Zwecke 
denke  man  sich  ein  Polygon  Q  construirt,  dessen  Flache  die 
Flache  Fganz  einschliesst,  dessen  Umfong  aber  einen  oder  mehrere 
Punkte  mit  der  Gurve  C  gemein  hat.  Construirt  man  für  dieses 
Polygon  Q  die  zum  Punkte  0  gehön|:c  Green 'sehe  Function  y, 
so  isl  der  Werth  von  y  im  Innern  der  Fläche  F  kleiner  als  jede 
der  Functionen  g^t  also  auch  nicht  grösser  als  die  Function  g, 
Re/.cichnel  man  mit  a  den  Werth  ü  s  ^e/,  seist  in  den  Punkten 
der  Flüche  F 

S  ^  (7. 

Da  nun  die  Curve  ff  ss  er  jedenfalls  in  das  Innere  der  Flüche  F 
eintreten  niuss,  w  eil  sie  die  Punkte  ausschliessl ,  welche  das 
Poljgon  Q  mit  dem  Ranilc  r  j^emcin  hat,  und  in  denen  a  =  1 
isl,  so  sind  aiK'h  im  Innern  von  F  Funkle  vorhanden,  in  denen  s 
gleich  odei  urosscr  ;ils  a  ist. 

DcrOi  t  jillor  der  Punkte,  in  denen  s  =  a  isl,  kann  nicht  eine 
geschlossene  (lurve  sein,  fnlls  sie  niclit  den  Punkt  0  einschliesst ; 
denn  sonst  würe  aliculhallicu  in  /  eonslant,  was  Eufolge  der 
üleieliuni:  /  f.v^  =  r/  -h  /  [^)  unnioglich  ist. 

Kbensüwenitj  können  die  Punkte,  in  denen  .v  =  a  ist,  im 
Innern  von  gelegene,  nielil  geschlossene  (lurven  bilden; 
denn  hei  einer  harmonischen  Function  isl  dieses  überhaupt  un- 
möglich. 

Sonach  isl  nur  zu  zeigen,  dass  der  Ort  der  Tunkte  s  =  « 
beliebig  nahe  au  den  liaud  C  heranrUckl,  weun  a  beliebig  nahe 
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an  den  Werth  \  lückt,  dass  al>er  die  Punkte  «  ae  a  den  Band  C 
niemals  erreichen,  ao  lange  a  kleiner  als  \  ist. 

Construirt  man  das  Polygon  P„  im  Innern  der  Curvc  C, 
welches  derselben  beliebig  nahe  gebracht  wird  dadurch;  dass 
man  n  beliebig  gross  annimmt,  so  hat  auf  demselben  diol'iiiiotion 
Sf^  den  Werth  1,  und  jede  der  folgenden  Functionen  einen  Werth, 
der  kleiner  ist  als  i .  Bestimmt  man  den  grössten  Werth,  welchen 
die  Function  s  auf  diesem  Polygon  annimmt,  und  nennt  man 
denselben  a,  so  ist  für  alle  Werthe  im  Innern  dieses  Polygones 
der  Werth  von  s  kleiner  als  a;  alle  Punkte,  in  denen  s  >  a  ist, 
lieiion  niso  /wischen  doiii  Polygon  P„  und  derCurve  C,  d.  b.  sie 
kommen  der  letzteren  belieblü  nahe. 

Die  Curve  s  =  a  kann  dabei  den  Rand  niemals  orreichen. 
Denn  wird  wie  vorhin  d;is  Polygon  (J  construirt,  welches  nnn- 
destens  einen  Punkt  mit  der  Curve  C  uenicin  hat,  im  lebrigen 
aber  lianz  ausserhalb  derselben  liegt,  so  ist  s  jedenfalls  nicht 
kleiner  als  a.  Deumach  liegt  die  Curve  s  =  a  nicht  nusscrhalb 
der  Curve  a  =  a.  Die  Curve  a  =  a  kann  nun  zwar  den  Hand 
C  an  mehreren  Stellen  durchschneiden,  sie  muss  aber  alle  die 
Punkte  des  Itandes,  welche  zugleich  auf  dem  Polygon  licu^n. 
in  bestimmter  endlicher  Entfernung  ausschlicsscn ;  denn  in  diesen 
Punkten  ist  t;  =  I .  Mithin  muss  auch  die  Curve  a  =  a  von 
diesen  Randpunklen  eine  endliche  Entfernung  haben.  Da  nun 
jeder  Punkt  des  Randes  willktlrlich  zu  einen  Eckpunkt  von 
gemacht  werden  kann,  so  hat  die, Curve  s  =  a  von  allen  Hand- 
punkten eine  endliche  Entfernung,  solange  a  <  4  ist. 

4.  Milder  Existenz  der  /um  i'unkt  0  gehörigen  G  rcen'schen 
Function  ist  bekanntlich  nun  auch  der  folgende  Salz  bewiesen: 

Jede  endliche,  einfach  zusammenhangende,  von  einer  be- 
liebigen stetigen  Bandounre  begrenzte ,  ebene  Fläche  F  kann 
derarl  oonform  auf  das  Innere  eines  Kreises  abgebildet  werden, 
dass  einem  beliebig  zu  wählenden  Punkte  0  der  H ittelpunict  des 
Kreises,  und  jedem  anderen  Punkt  im  Innern  von  F  umkehrbar 
eindeulig  ein  Punkt  im  Innern  des  Kreises  entspricht.  Den 
Punkten,  welohein  beliebiger  NühedesRandes  liegen,  entsprechen 
Punkte,  die  an  die  Kreisperipherie  rttcken.  Diese  Abbildung  ist 
bis  auf  eine  Drehung  des  Kreises  um  seinen  Mittelpunkt  fixirt. 

Ob  nun  auch  den  Punkten  des  Randes  eindeutig  bestimmte 
Punkte  der  Kreisperipherie  entsprechen,  hängt  von  den  Werthen 
ab,  welche  die  Ableitung  der  Gre  e  n  'sehen  Function,  gebildet  nach 
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den  inneren  Normalen,  in  den  Punkten  des  Bandes  besiUl.  Diese 
Frage  wird  bei  einer  beliebigen  Randeurve,  die  keine  Tan- 
genten und  keine  Normalen  su  besitien  braucht,  wohl  kaum  tu 
entscheiden  sein.  Nur  bei  einem  Rand,  der  aus  einer  anily- 
tisohen  Gurve,  oder  aus  Stücken  solcher  Gurven  besteht,  ist  sie 
bisher  und  zwar  in  bejahendem  Sinne  beantwortet  worden. 

.  §3. 

Die  Haaptoigenschaftan  der  Oreen'schen  Fanetion. 

Die  Function  r/  besitzt  zwei  wesenllit  he  Eigenschaflen, 
deren  Beweis  ich  Iiier  anführen  möchte,  um  keinerlei  Zweifel 
über  die  AllgemeiugUiligkeil  derselben  bestehen  zu  lassen  j  deoD 
dieselben  werden  im  folgenden  §  benutzt. 

4 .  Ist  in  Bezug  auf  eine  beliebige  ebene  Fläche  die  la 
einem  Punkt  o  gehörige  Green 'sehe  Function,  und  ist^^,  die  zu 
einem  andern  Punkt  o'  gehörige  G  reen'sohe  Function,  so  ist  der 
Werth,  welchen  die  erste  Function  im  Punkte  o'  besitst,  gleicb 
dem  Werth,  welchen  die  sweite  Function  im  Punkt  o  hat;  also 
in  Formeln 

9o  ' «']  9o'  (o)  • 
Der  Beweis  ist  am  einfachsten  nach  dem  Verfahren,  welches  in 
den  Vorlesuniien  von  Riemann  {Schwere.  Klectricilül  und 
Magnetismus,  bearbeitet  von  llatlendorff  fiu*  dasselbe  Problem 
im  Raum  mitgetheilt  ist.  Nur  eine  kleine  Modificatiou  scheint 
mir  dabei  nothwendiLi  zu  sein. 

Man  umschliesse  die  innerhalb  F  gelegenen  Punkte  o  und 
o'  mit  beliebig  kleinen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  o  und  o'  sind, 
und  deren  Radien  q  und  q'  heissen  mögen.  Nach  Ausschluss 
dieser  Kreise  soll  die  Fläche  F  mit  beseichnet  werden.  Führt 
man  die  Functionen 

«  =  9o  -  ^(7),     =  yc  -  '(7) 

ein,  wobei  r  und  die  Entfernungen  der  Punkte  von  bezüglich 
von  0  und  0'  angeben,  so  sind  u  und  u'  im  Innern  von  F'  har- 
monische Functionen.  Nach  bekannten  Sütsen  bestehen  die 
Gleichungen : 

wenn  diese  Integrale  Uber  sammtliche  Randcurven  von  f  er- 
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sireckl  werden.  Dabei  sind  die  AblciUingcn  nach  den  inneren 
Normalen  zu  bilden.  Um  aberkeine  Voraussetzungen  einzuführen 

hu 

Ober  die  Existenz  und  Integrirbarkeit  der  Ableitungen  ^  und 

hu' 

^  am  Hände  von     dessen  Bogenelemente  Überdies  nicht  inte- 

grirbar  su  sein  brauchen,  ersetze  ich  die  Randcurve  von  P  durch 
eioe  andere  innere  Curve  mit  integrirbarem  Bogenelement, 
welche  in  beliebiger  Nahe  der  eigentKchen  Randcurve  verlauft, 
und  welche  ebenfalls  die  um  o  und  o'  construirten  Kreise  ein- 

schliesst.  Als  solch  eine  Curve  wühle  ich  diejenige,  auf  welcher 

u  den  constanlen  Werth  «  hat.  Es  ist  dies  eine  analytische 
Curve.  so  dass  eine  Integration  lüngs  dieser  Curve  immer  aus- 
geführt vverdeii  kann.')  Wird  das  Bogenelement  derselben  mit 
rfa'bezeiciniel,  so  zerlegt  sich  das  obige  erste  Integral  in  Integrale 
Diit  dem  Element  do\  und  in  zwei  Integrale,  welche  sich  auf 
die  Kreise  uui  o  und  o'  beziehen.  £s  wird  also 

rn- -Iii)  ^'^'^ 

Das  erste  Integral  ist,  weil     auf  der  neuen  Kandcurve  Uberall 

nq^tiv  ist  (höchstens  gleich  Null  wird),  nach  dem  ersten  Mlltel- 
werthsatz  gleich 

da' 


\\enn  u  einen  mittleren  Werth  von  u'  bezeichnet;  und  zufolge 
der  Gleichung 


da  B  0, 


welche  sidi  auf  sämmtlicheRandcurven  besieht,  wird  das  vorher- 
(Sehende  Integral  gleich 


I)  Auf  den  Nivoanllaien  im  Innani  einer  aucli  mehrfiich  zusammen- 
hingenden  FUtebe  können  niemals  Spitzen  vorkomroenp  sondern  nor  viel- 
hebe  Pankle  (Glelchgewichtspuakte),  in  denen  sich  »  Zweige  unter  Winkeln 

TO»  der  Grifflse-^  schneiden.  Für  eine  einfscb  xasammenhängende  FISche 
die  Curven  g  —  /  (— )  «  a  aueh  keine  vielfachen  Punkte. 
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Da  nun  auf  der  Peripherie  der  kreibc  ()  und  q'  die  Gleichungen 
gelten : 

5n  a«  ^" 

so  sind  diese  beiden  Integrale  bezüglich  gleich  —  Stt  [u'\  und 
8  TT  er,  sie  convergiren  also  nach  Null,  wenn  a  und  folglich  auch 
der  MHtelwerth  von  u'  beliebig  klein  gemacht  werden,  dadurch 
dass  man  die  Gurve  a  in  beliebiger  Nähe  der  Randcurve  a  an- 
nimmt. Dass  in  der  That  bei  diesem  Processe  auch  der  Mitlel- 
werth  von  tt' beliebig  klein  wird,  folgtdaraus,  dassdie6reen*scbe 
Function  gleichmttasig  in  ihre  Randweithe  übergeht,  wie  ioi 
vorigen  Paragraphen,  wenigstens  fttr  einfach  susammenhängende 
Flachen,  auf  die  es  im  Folgenden  allein  ankommt,  bewiesen 
wurde.  Ferner  wird 

!;:'„/("' 5^  -       = + i) 

-  limß^  (j,  -  /  (D)  v</*  =  ia^i«)  +  <(o<.'))  8« 

-  +  j)  eä»  =  -  (9.  K)  +  <(oo'))8«. 

Demnach  isi,  da  die  Summe  dieser  Integrale  beliebig  klein  wird, 

90^  (0)  =  9o  ^0')  • 

2.  FUi-  das  Problem  in  der  Ebene  kann  man  den  Beweis 
auch  inillels  dor  confomien  Abbildung  durch  den  sehr  einfachen 
Nacliwois  des  Salzes  erledigen:  Wird  ein  Kreis  conform  auf 
sicli  selbst  abgebildet,  so  dass  irgend  ein  Punkt  desselben, 
der  den  Abstand  d  vom  Mittelpunkt  hat,  nunmehr  Mittelpunkt 
wird,  so  entspricht  bei  dieser  Abbildung  dem  Mittelpunkt  ein 
Punkt,  der  wiederum  im  Abstanded  von  der  Milte  sich  befindet. 

3.  Auf  (irund  der  angewandten  einTacheD  Principien  und 
des  vorigen  Satzes  erhält  man  auch  den  Beweis  für  die  zweite 
Eigenschaft  der  Green*schen  Function:  Rückt  der  Punkt 0'  auf 
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den  Rand  der  Flache  F  in  einen  Pnnkt  p,  so  geht  die  cum  Punkte 

o'  ^chöv'i^e  Green  sehe  Function  in  die  Funclion  '|^.J  üljer, 

wobei  r'  die  KlntfernuDgen  der  Puukte  in  der  Flüche  F  vom 
Punkte  /;  bedeutet.  Dieser  Uebergang  erfolgt,  nach  Ausschluss 
des  Punktes  p  durch  ein  beliebig  kleines  Gebiet,  gleiebmässig 
stetig. 

Man  bolrachto  gleichzeitig  einen  losten  Punkt  o  und  den 
variabeln  Punkt  o'.  Um  den  Punkt  o  constniire  man  die  Gurven, 

auf  welchen  die  Green 'sehe  Function     gleich  / 1 1.  j  +  a  oder 

9o     ^l^rj  conslant  gleich  a  ist,  wobei  a  einen  negativen  Werth 

mit  beliebig  kleinem  Betrag  bedeutet.  Rückt  der  Punkt  o'  auf 
diese  Gurve,  so  hat  die  zu  o'  gehörige  Gr e en'sche  Function 

im  Punkte  o  den  Werth  / er.  Umgiebt  man  den  Rand- 
punkt p,  in  welchen  n  hineinrücken  S(»1I,  mit  einem  beliebifi 
kleinen  ins  Innere  von  F  eindriniienden  Gebiet,  welches  den 
Punkt  r/  einschliesst,  und  nennt  man  /•'  nach  Ausschluss  dieses 

Gebiets  F,  so  ist     ~  /      eine  in  f  ttberall  harmonische 

Panction;  r'  beieiehnet  die  variable  Entfernung  jedes  Punktes 
im  Innern  oder  am  Bande  der  Fliehe  F  vom  Punkte  o\  Diese 
harmonisohe  Function  ist  im  Punkte  o  gleich     am  Rande  von 

F  Uberall  negativ  oder  Null,  und  folglich  ist^^,,  —  / j  Überall 

im  Innern  von  F'  gleich  dem  Product  von  a  mit  endlichen 
Grossen.  (§  4 .  Nr.  3.)  Gonvergirt  a  nach  Null,  so  geht  innei^ 

halb  F  gleichmSssig  in  den  Werth  /  Uber. 

Man  kann  diesen  Salz  auch  folgendermassen  aussprechen : 
Wird  iriiend  eine  Curve  hctrachtet,  die  ganz  im  Innern  der 
Flciche  /'  liciil,  so  convei>;lren  die  Wcrlhe,  welche  die  I  unclion 
(j^,.  auf  der  Peripherie  und  im  Innern  dieser  Curve  besitzt,  gleich- 
müssig  nach  den  Werlhen  /  |pj  ,  wenn  o'  auf  den  llaud  der 

Flache  F  rUckt.  Ebenso  oonvergiren  auch  die  Ableitungen  der 
Function  g  gldefam&ssig  nacb  den  Werthen  der  entsprechenden 

Ableitungen  von  /  1.  iNr.  3.) 
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Hachwais  der  Existenz  einer  harmonischen  Fonctioii  mit 
beliebigen  itetigea  &andwerthen. 

4,  Von  der  Uandcurve  C,  welche  eine  einfach  zusamnwn- 
hUnq«nde  FUlrlic  /•  iM  uronzl,  wird  im  Kokenden  vorausgesetzt, 
dass  ilir  Bogeneleinenl  da  iulegrirbar  ist,  und  dass  sie  nicht 
unendlich  viele  Wendungen  besitzt.  Ueberdies  werde  der  Ein- 
t;K-lilieii  wegen  angenommen,  dass  keine  Eckpunkte  oder  Spitzen 
auf  dem  Rande  vorbanden  sind^  sodass  es  also  in  jedem  Rand- 
punkte eine  iiestimmte,  sich  stetig  ändernde  Tangente  gieht. 
Sind  alsdann  längs  des  Randes  die  Werthe  einer  eindeutigen 
und  stetigen  Function  ü  gegeben,  so  soll  für  das  Innere  der 
Flache  Fdie  harmonisdie  Function  ti  bestimmt  werden,  welche 
gleiohmässig  stetig  in  die  Randwertbe  ü  tibergeht.  Unter  dem 
gleicbmassig  stetigen  Debergang  in  die  Randwertbe  verstehe 
ich  folgende  Eigensohaft:  Bei  jeder  vorgeschriebenen,  beliebig 
kleinen  GHfsse  d  muss  sich  zu  jedem  Randpunkt  9  ein  Gebiet 
von  endlicher  Ausdehnung  angeben  lassen,  welches  in  das 
Innere  von  F  eintritt,  und  sum  Theil  von  einem  Bogenstück  der 
Randourve,  in  welohem  s  liegt,  begrenst  ist,  sodass  die  Werthe 
der  Funetion  t/,  welche  xu  den  Punkten  dieses  Gebietes  und 
seiner  Grenzlinien  gehttren,  unter  einander  um  weniger  als  d 
difieriren. 

Es  ist  lirknnnt,  dass  diese  Function»,  wenn  Überhaupt, 
so  jedenfalls  eindeutig  bestinunt  ist. 

Die  von  Green  (Joum.  f.  Math.  Bd.  44)  angegebene  Formel 
lautet : 


Dabei  bedeutet  q  die  Entfernung  des  Punktes  y  von  den 
Punkten  des  Randes,  g  die  zum  Punkt  äc,  y  gehörige  Green'sche 

Function,  und  ^  die  Ableitung  der  betreffenden  Function,  ge- 
bildet in  den  Punkten  des  Randes  nach  der  inneren  iNormulen. 
Ä  log  fi-) 

Die  Grösse  — ist  gleich  wobei  €  den  Winkel  be- 
zeichnet, den  die  nach  innen  gerichtete  Normale  mit  der  Rieh- 
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lang  Q  (von  da  nach  dem  Paukte  Xj  y)  einsohliessi.  Die  Grttsse 

da  giebt  den  Winkel  an,  unter  welchem  das  Bogenelemont 

da  vom  Punkte  .r,  y  aus  gesehen  wird,  wobei  jedoch  diosor 
Winkel  positiv  oder  negnliv  ist,  je  nach  dorn  Vorzeichen  von 
cos  f.  Derselbe  wird  von  Herrn  C.  Neuniann  mit  be- 
zeichnet, sodass  die  vorstehende  Integralformel  geschrieben 
werden  kann: 

Heine  nennt  in  seiner  Theorie  der  Kugeifunctionen  (2,  Aull. 
Bd.  2,  S.  93)  diese  Formel  mit  Hecht  nur  eine  heiirislische : 
»indem  manche  Punkte  in  der  Ableitung  einen  genauen  Beweis 
vernussen  lassen.  Es  ist  z.  H.  noch  niclit  bewiesen,  dass  y  sich 
cnntinuirlich  ändert,  wenn  der  Pol  bis  in  die  Begrenzung  fort- 
rückt.« 

Der  Beweis  dieser  letzteren  Eigenschaft  ist  in  dem  vorigen 
§.  in  voller  Strenge  erl)rncht,  dagegen  ist  über  die  Ableitung 
der  Function  y  nach  der  innci-en  Normalen  nichts  bekannt,  also 
weder  über  ihre  Stcligkcil  l)ei  Annäherung  der  Function  nicht 
ihres  Poles)  an  licti  H.iiid,  noch  über  ihre  Inlogrirbarkeit  lilngs 
des  Bandes.  Ohne  auf  diese  letzteren  Fragen  näher  einzugehen, 
kann  man  indessen  die  Gültigkeit  der  obigen  Formel,  sobald 
man  den  eigentlichen  Inhalt  derselben  genauer  präcisirt,  voll- 
kommen beweisen. 

2.  Behandelt  man  die  beiden  Integrale  gesondert,  so  er- 
geben sich  zunächst  für  das  erste  die  folgenden  Eigenschaften, 
für  deren  Beweis  ich  mich  auf  frühere  Arbeiten  berufen  kann 
Das  Integral 

Stellt  eine  im  Innern  von  F  harmonisehe  Function  dar,  welche 
bei  Annttherung  an  den  Rand,  d.  h.  wenn  der  Punkt  o?,  y  in 
einen  Randpunkt  s  rOokt,  gleichmassig  nach  dem  Werth 

convergirt,  wobei     den  Werth  der  Function  U  im  Punkte  s 

<)  Neumann,  üntcrsochungen  über  das  I-ogHrilhmisohft  undNew- 
ton'sche  Potential  (Leipzig  1877;,  sowie  meine  Mitlheiiung:  .  >Zur  Theorie 
des  Ctuchy'schen  Integrales«  in  diesen  Berichten,  Jahrgang  488S. 
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bedeulel,  und  die  »zugeordnete«  tuuclion  P,  in  jedem  Punkte  s 
des  Randes  durch  dus  Integral 

definirt  ist. 

3.  Das  iweite  Integral  bedarf  einer  neuen  Definition.  An 
Steile  derRandcurve  C  betraclite  man  eine  andere  innere  Curve 
die  in  beliebiger  Nälie  des  Randes  verläuft.  Auf  dieser  neuen 
Curve  (j  vertheile  man  in  bestimmter  Weise  die  Werthe  der 
stetigen  Funotion  U, 

Um  eine  bequeme  Vorstellung  und  eine  eintaclie  analytische 
Porroulining  vor  Augen  zu  haben,  nehme  man  C  als  Parnllel- 
eurve  zu  C  an.  Die  Paralleicurvo  C  besitzt,  wenn  sie  in  be- 
liebiger Nühe  von  C  verlauft,  keine  Doppelpunkte,  Kcken  oder 
Spitzen,  wenn  C  keine  derartigen  singulären  Punkte  hat.  Die 
Punkte  von  C  sind  den  Punkten  von  C  eindeutig  zugeordnet. 
Iltlekt  die  Paralleleurvo  durch  Verkleinerung  ihres  Ahstandes 
helit  big  nahe  an  die  Curve  C,  so  rtlcken  auch  die  zugeordneten 
Punkte  einander  beliebig  nahe.  Auf  der  Curve  C  vertheile  man 
die  Function  derart,  dass  in  den  zugeordneten  Punkten  von 
C  und  C  die  Werthe  von  U  Übereinstimmen.  Das  Bogeaeiement 
der  Curve  C  heisse  da'. 

Man  bilde  die  harnionische  Function  u,',  welche  in  jedem 
Funkle  0  der  FlUche  durch  das  integral 


*      %nj  dl»' 


definirt  ist.  Dabei  soll  g  die  zum  Punkte  0  gehörige  Green'sche 
Function  für  die  von  der  Curve  C  umschlossene  Fläche  F  sein ; 

aber  die  Ableitung  dieser  Function,  gebildet  liinffS  der  Curve 

f"  n.ich  der  inneren  Nonnalen.  Kbenso  erstreckt  sich  die  In- 
legraiiou  nicht  Uber  die  Handcurve  6\  sondern  Uber  die  Curve  C 

Es  ist  ifings  dieser  inneren  Curve  eine  dnrehaos  reguläre 
Function. 

Nun  ist  SU  untersuchen  I  welche  Grenzwerthe  U^'  diese 
Function  in  den  Pnnliten  des  Randes  C  besitci.  Lässt  man  den 
Punkt  0  in  einen  Randpunkt  —  er  heisse  s  —  rUcken,  so  geht 
die  Green*sche  Function,  sowie  ihre  Ableitung  in  den  Punkten 

der  iuueren  Curve  C"  gleichniüssig  stelig  in  den  Werth  i|^J 
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versuch  gezeigt  hatte,  dass  das  eDtq^recbende  SübereaU  in 
beissem  Wasser  leicht  löslich  war,  bo  wurde  die  Gesammtmenge 
des  Barytaalies  in  heissem  Wasser  gelöst  und  mit  Silbernitratr- 
Hfsong  vmelii;  leider  färbte  sich  der  Niedersolilag  alsbald 
bnum  und  löste  sieh  Hiebt  OMbr  völlig  ia  verdttmitBr  Selpetef^ 
sitan  anf  *  Das  Filtnt  wonU  mH  AmnioDiak  iaat  ^bbi  neolra» 
fuki  ood  selBle  baim  Erballen  ein  BefaniiiliigweiBMB  kryslalli«- 
nisebes  Sals  ab,  welehis  abilirirt  und  dann  ans  wenig  koeban« 
dam  Waasar  nmkrystaHMrt  wnrda.  So  garainigi  war  dieses 
Silbenalx  weiss,  kryslailiniseh,  und  naeb  dem  Troekneii  im 
Exsieeator  dnrcb  Wasser  nur  sebr  sdiwer  benelsbar.  Sine 
SilbefiiestinunaDg  ergdbe 

0.4588  g  im  Exsieeator  bis  zu  constanlem  Gewicht  getrock- 
netes Salz  wurden  auf  dem  Wasserbade  mH  verdünnter  Salz- 
säure zersetzt  und  lieferten:  0.0909  g  AyCl  und  0.00354  g 
Ag  =  0.07197  g  Ag  =  45.32)}. 

Ftlr  oxycapronsaures  Silber  iieieclinet  sich  der  Silber- 
gehalt zu  45.19^-;  da  der  gefundene  Silbergehalt  mit  diesem 
sehr  gut  Ubereinstimmt,  so  ist  die  Annahme,  dass  die  Säure 
des  analysirten  Silbersalzes  eine  Oxycapromilure  (und  zwar 
vermiithlieh  f-Ox yraproosuure)  gewesen,  wohl  völlifi  gerecht- 
lerligt.  Die  Mutterlauge  des  soeben  beschriebenen  Sill>ersnlzes 
eDtbielt  noch  organische  Säuren,  doch  konnten  dieselben,  ihrer 
iieringen  Menge  wegen,  nicht  mehr  isoltrt  werden.  Aus  den  letz- 
ten alkoholischen  Auszügen  des  Gemenges  der  Barytsalze  wurde 
eine  kleine  Menge  (0.0540  g)  eines  Silbersalzes  erhalten,  dessen 
»kve  krystallisirte  und  weiches  0.0345  g  A(jCl  «  0.0^5965  g 
i49as48.08f  lieferte;  dieser  Silbergebalt  stimmt  genau  mit 
dem  für  oxyYaleriaasaures  6UI>er  lierechneten  (48.00  ^  Ag) 
Uberein,  docb  darf  man  diesem  Befunde  wegen  da*  so  geringen 
Menge  der  analysirten  Sulwtans  keine  albnigfosse  Bedeutung 
beiBMssen. 

y)  Ber  nach  der  Bebandlung  mit  Alkobol  verbHebene  litidk- 
sUmd  löste  sich  sehr  leicht  in  Wasser;  die  Lösung  sehied  beim 
Erhitaen  necb  xiemlicbe  Mengen  von  a  ab^  bebufe  deren  Ent- 
fenuag  dieselbe  zunächst  mit  Wasser  verdOnnt  und  dann  so 

läDge  mit  kleinen  Mengen  absoluten  Alkohols  rersetit  wurde, 

als  der  an  der  OberQilchc  entstehende  dicke  klebrige  Nieder- 
schlag sich  beim  l luseliütleln  noch  loste  und  bis  die  geschUtlelle 
Flüssigkeit  plötzlich  fast  klar  erschien;  hierzu  war  ca.  ^  Vol. 
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Alkohol  errorderliüb  gewesen.  Die  klare  LtfsoDg  hinterliess 
beim  Eindampfen  einen  theils  krystalliDischen,  theils  amorphen, 
gummiartiiipn  KUckstand;  derselbe  wurde  in  Wasser  geltet, 
die  Losung  kochend  mit  einem  möglichst  geringen  Ueberschusse 
von  schwefelsaurem  Zinkoxyd  gefüllt,  fiitrirt  und  eingedampft. 
Dabei  schied  sich  eine  ziemliohe  Menge  eines  krystaUiniseben, 
schwer  Idslichen  Zinksalzes  aus;  dasselbe  wer  wasserfrei  ond 
gab  bei  der  Verbrennung  folgende  Resultate  : 

0.1345  g  wurden  Im  offenen  Rohre  im  Schiflehen  sehr 
langsam  verkohlt,  dann  im  Sauerslotislrom  verbrannt,  und  lie- 
ferten: 0.0448  g  //,(;  =  0.0049778  g  H  =  3.70g;  0.1545  g 
CO,  =  0.0424 36-4 g  0  =  31.33^,  und  0.0530  g  i^nO» 0.042534  g 
Zn  =  31.62f 

Aus  diesen  Zahlen  Id.sst  sich  keine  einfache  Formel  berech- 
nen, sie  deuten  aber  (unter  der  Voraussetzung,  dass  etwas  Zink 
verloren  gegangen)  auf  ein  Gemenge  von  adipinsaurem  (i  Th.) 
und  glutarsaureni  5.57  Th.  Zinkoxyd  hin,  welches  31.36^  (7, 
3.20^  // und  32.97  ^  Z/i  enthalten  würde.  Das  noch  vorhandene 
Zinksalz  wurde  daher  \^ieder  ins  Barytsalz  verwandeil,  die  mit 
S.ilzsiiure  angesäuerte  Losung  desselben  im  Schwar ze  sc  hen 
Apparate  mit  Aether  extrahirt  und  die  AetherlOsung  verdunstet. 
Die  rückständige  Säure  kryslallisirte,  aber  das  aus  derselben 
dargestellte  Barytsais  trocknete  wieder  nvr  snm  Gummi  ein, 
in  welebem  sich  errt  nach  längerem  Stehen  einige  Kryslall* 
wänohen  seigten.  Dasselbe  wurde  wieder  in  Wasser  gelost 
und  in  swe!  Fractionen  mit  Siiberltlsung  gefMlt;  der  I.  Nieder^ 
sehlag  liess  unter  dem  Mikroskope  Wärschen,  grossere  Nadeln 
und  runde  Tifelcben  erkennen  und  wurde  nicht  weiter  unter- 
sucht, der  sweite  Niederschlag  bildete  ebenfalls  Nadein  und 
hatte  ein  homogenes  Aussehen.  Die  Analyse,  des  im  Ezsiccater 
getrockneten  Salses  ergab  folgende  Zahlen: 

0.4389  g  Salz  im  Schiffchen  verbrannt  gaben:  0.0953  g 
CO,  —  0.0i599l  g  Ci«  48.74  0.0945  g  H^O  «i  0.009799  g 
ffs  1.96j),  und  0.0838g  i4^B60.33{(. 

Diese  Zahlen  stimmen  fast  ganz  genau  auf  ein  Gemenge 
gleicher  Moleküle  adipinsauren  und  glufarsauren  Silbers,  für 
welches  sich  berechnet:  48.69 J  C,  4.98f  H  und  64.49}  Ag. 
Diese  Uebereinstimniung  ist  jedenfalls  genügend  gross,  um  die 
Anwesenheit  der  (]lutarsüure  in  dem  analysirten  Salsa  als 
nachgewiesen  betrachten  zu  können. 
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Die  JHulterlauge  des  bescbriebenen  Zinksalzes  schied  beitn 
weitereo  Eindampfen  noch  eine  kleine  Menge  desselben  ab;  das 
Filtrat  von  demselben  wurde  mit  Alkoiiol  versetzt,  wodorefa  ein 
Niederschlag  entstand.  Dieser  Idsle  sieh  nicht  mehr  völlig  in 
Wasser;  die  flltrlrte  Lösung  hinterliess  beim  Eindampfen  einen 
leiehllnslieben  Sy  rup  und  ein  in  Wasser  sehr  schwer  Idsllehes,  in 
eeohsseltigen  Tufelchen  krystallisirendes  Sals  (glutarsaures  Zink^, 
daneben  auoh  noch  Nadelchen.  Die  alkehollsobe  Lösung  dagegen 
hinterliess  einen  kleinen,  krystallinisohenRfldtstand,  in  welchem 
sieh  unter  dem  Mikroskope  Kömer  und  rhombische  BiHtter  er» 
kennen  Hessen.  Die  Menge  aller  dieser  RttcksUlnde  war  fOr  eine 
weitere  Untersuchung  viel  zu  gering,  wie  denn  überhaupt  die 
Gesammtmenge  aller  bei  dem  Versuche  gewonnenen  Säuren 
nur  ein  paar  Gramm  betragen  hntte.  Dieser  Umstand  im  Vereine 
mit  dem  anderen,  dass  scharfe  Trennungsmethoden  für  die  ge- 
fundenen Sauren  Uberhaupt  noch  nicht  bekannt  sind,  erklärt 
auch,  warum  bei  den  angestellten  Analysen  keine  besser  stim- 
menden Resultate  erhalten  werden  konnten. 

Wendet  man  zur  Elektrolyse  nicht  eirie  Lösung  des  Mngnesia- 
salzes.  soiulern  eine  solche  des  Kalisalzes  an,  so  scheinen  die  be- 
schriebenen Sauren  in  noch  viel  geringerer  Menge  zu  entstehen  ; 
Herr  Dr.  F.  Hundeshygen  konnte  wenigstens  in  einem  der- 
artigen Versuche  (50  g  Capronsüure  als  Kalisalz  in  ca.  700  ccm 
Wasser  gelöst  und  60*  lang  zwischen  6  Platinplallen  elektrolysirt) 
gar  keine  niederen  Fettsauren*)  und  nur  Spuren  nicht  flüchtiger 
Sauren  nachweisen. 

Aus  den  im  Vorstehenden  mitgetheilten  Thatsachen  ergiebt 
sich  also,  dass,  ebenso  wie  in  meinen  frühereu  Versuchen,  auch 
bei  der  Elektrolyse  der  capronsauren  Magnesia  mit  Wechsel- 
strönien  nicht  dieselben  Producte  enislehen,  wie  bei  der  l.lek- 
Iroiyse  mit  gleichgerichteten  Slromeu ;  an  deren  Stelle  treten 
vielmehr  \]  niedere  Fettsauren  (Valeriansäure,  Buttersiiure] , 
2)  Oxyfettstturen  (Oxycapronsäure) ,  und  3J  zweibasische  SSuren 
(Adipinsäure,  Glutarsüure ,  Bemstelnsliure »  OxalMure)  auf. 
Ausser  den  genannten  sind  sieher  auch  noch  andere  Säuren  vor^ 
banden,  welche  aber  wegen  ihrer  geringen  Menge  und  des  Mangels 


Die  letzten  Silberfractionen,  welche  die  niedere  Fettsäure d  hiittea 
enthalten  inüssen,  zeigten  einen  Silbergebalt  von  48.49  §  und  48.31  ^;  ca- 
pronsaores  SUber  entbllt  48. 4S  %  Ag, 
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HQ  gvteaTreniMiDgfliDelhodMi  oicbt  lailSiclierheH  erlunmt  werden 
iLonnleo ;  immerUn  durfte  die  Annahme  nicht  su  gewagl  wiO| 
dass  dieselben  den  Dümlichen  Reihen  angetlOren,  und  awar  deren 
JiohlenstoStonstc  Glieder  sind. 

Die  Frage,  wiediese  Säuren  aus  derCapronstture*)enielebeD, 
ist  leicht  zu  beantworten ;  schwieriger  die  andere,  warum  die 
Elektrolyse  mit  Wechselslrömen  so  ganz  anders  wirkt,  aia  di« 
gewtfhnJicbe  Elektrolyse.  Die  BilcUing  der  oben  genannten 
Sauren  aus  CapronsHure  erfolgt  einfach  auf  dem  Wege  der  forir> 
schreitenden  Oxydnlion,  ein  Vorgang,  der  aioh  durch  foigenda 
Gleichungen  veransobaulichen  lasst : 

1)  cir, .  (c//,) ^  .co.oH  -h  0  =  c//,  [OH  .  ch; ^.co.oh 

Aus  der  einbasischen  Fettsäure  entsteht  zunächst  die  entsprech- 
ende Oxystture,  und  aus  dieser  die  zweibasisehe  Saure  mit  der- 
selben Anzahl  von  Kohlenstoffatomen.  Wird  diese  weiter  oxydirt, 
so  zerfUtlt  sie  in  Kohlensaure  und  eine  Oxysaure,  welche  ein 
Atom  Kohlenstoff  weniger  enthalt: 

3)  CO . OH, {CHX ,CO,OH-hOw^ CO^A-CH^iOH) . (C//J, .  CO. OH, 

Durch  mehrmalige  Wiederholung  desselben  Vorgangs  eni^ 

stehen  kolilenslollainiere  Saureu: 

4)  cnjnH).{cn^\.C().()H-hO^=co.ou.  cii^  ,.co.  on+iKO 

IS)  CO.  Olf .        ^.CO.OH-¥-0==  n\  +  CH^ [OH ) . {CH^\ .  O) .  6n 

6)  CH^.{OH).{CH^),.CO.OH+0^  =  CO.  OH .{CH^),.CO .  OH-hH^O 

7)  CO .  OH .  (CT/,  , .  CO .  0H+0=  CO^  4-  C//,  {OH).  CH, .  CO .  OH 

8)  CH^  OH)  .CH^.CO.OH+0^=  CO.OH.CH^.CO.OH  //,0 

9)  CO.  OH.  CH^.  CO. OH  -H  0  =  CO^  +  CH^[OH.COJ)H 
1 0)  C//,  0//)  .CO.  OH  +  0,      =  CO .  OH .  CO  .OH  H^O 
W)  CO.  OH.  CO.  OH  +  0         =  S  CO,  +  //,0. 

Nur  die  Hilduni;  der  niederen  Feltsüuren  wird  als  eine  Ke- 

duetion  der  OvystUn-en  aufzufassen  sein: 

\%)CUJS>H),(CHX.CO.OH^H^^CH^\CH^,CO.OU'¥Ufi\k,iw,, 

und  die  so  entstandenen  Sauren  werden  dann  jedenfalls  anoh 
wieder  nach  Analogie  der  Capronsanre  sersetst.  Im  Grossen  und 

I)  Die  BUdungi-  und  ZenetsuogsgleichungeD  tlod  im  Foleeodeo  der 
^rosMreo  EiafMhbeU  and  UebeniditUelikeil  halber  fttr  CaproBiSurehydret 
statt  für  capronsanre  Magnesia  gegeben. 
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GMiän  faaiiiklt  m  sidb  alsa  hier  nm  eine  fofrUehreUMide  Oxf- 
diiioii,  und  diose  ist  deshalb  von  betoDderem  IntareSM,  als  «la 
gani  allnBhKofa  und  stufaiwelaa  erfolg  <^  ein  Kahlaiisttoffatoiti 
nach  dam  anderen  wird  aas  der  arBprangUohen  Substans  her- 
aaagenoiniDen  und  «a  KeUensavre  verbrannt,  ond  ebenso-  der 
Wasserstoff  sn  Waaaer. 

Bai  Beantwortung  der  sweitan  Präge  s  warum  nitmlioh  die 
Elektrolyse  der  Gaproäallbre  mit  Weclwalstromen  ^ans  andere 
Producte  liefertals  die  gewt^hnUebe Elektrolyse,  zeigen  sich  einige 
SchwierigkeiteD.  Eineraeita  niuss  mao  jedenfalls  annehmen, 
dasader  galvanische  Strom  auf  den  Elektrolyten  stets  in  derselben 
Art  nnd  Weise  einwirkt,  gleichgtlllig  in  welcher  Richtung  er 
diesen  durchfliesst :  nher  anderseits  stehen  die  durch  Wechsel- 
ströme erzeugten  Produkte  in  keiner  Beziehung  zu  den  Produclen 
der  gewöhnlichen  I-Ilektrolyse,  sie  lassen  sich  aus  letzteren  nicht 
unmittelbar  abloiton,  und  niüsstMi  besonderen  Vorgilngen  ent- 
springen. Um  zu  einer  annehinlMren  Vorstellung  über  die  Natur 
dieser  Vorgänge  zu  gelangen  genügt  es,  gewisse  Voraussetzungen 
zumachen,  welche  auch  schon  früher  gemacht  worden  sind,  niim- 
lich  der,  dass  die  durch  den  Strom  erzeugten  .Ionen  nicht  sofort 
weiter  zerfallen,  sondern  erst  naeh  Ablauf  einer  gewissen  Zeit, 
ferner  dass  die  Jonen  Polarität  besitzen  und  infolge  dessen  durch 
den  Strom  gerichtet  werden,  ähnlich  wie  ein  Magnet,  und  endlich, 
dass  diese  Richtung  durch  den  Strom  nicht  momentan  erfolgt, 
sondern  eine  gewisse,  wenn  ancli  kloine  Zeit  beanspi*ucht.  l  nler 
diesen  Voraussetzungen  korunil  man  zu  folgenden  Vorstellungen  : 
Zunilchst  erfolgt  die  Zersetzung  der  Capronsäure  ibez.  ihres 
M;)gnesiasalzes)  ganz  wie  gewObnlioh  in  die  Jonen  //  (bez.  Mg) 
und  O.CO,{CH^^.CU^\  letsteres  ist  negativ  |K>lar/  nnd  iwar 
ist  die  Atamgmppe  O.CO' der  Sita  das  Fbles.  LBssI  man  nim 
die  allgemein 'ttblicbe  Annahme,  dass  die  einzelnen  Atome  im 
Molektlider  normalen  FottBttnren  eine  kettenförmige  Anordnung; 
die  Moleküle  selbst  alao  eine  Ulnglloiie  Gestalt  besitsen,  gelten, 
a6  weidan  aieb  unter  dem  Einfluflse  des  Stromes  alle  diese  Jonen 
mit  dem  O.CO* Cnde  senkreeht  auf  die  Fliehe  der  Anode  steUen : 


Behalt  der  Strom  seine  Richtung  bei,  so  kommen  alle  Joneu 
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in  dieser  Stellung  an,  und  nach  Ablauf  einer  gewissen  Zeil  zer- 
setzen sich  je  zwei  nach  der  Gleichung:  ^0 ,C0 .(CH^\ ^.CH^  ss 
2  CO,  -H  C^jj  man  erhalt  also  die  Producle  der  gewöhnlieheD 
Elektrolyse.  Kehrl  aber  der  Strom,  bevor  diese  Zerselzunsz  ein- 
tritt, seine  Richtung  um  (und  ich  will  hier  darauf  hinweisen,  dass 
in  meinem  Versurhe  der  Polweclisel  c;i.  70  Mal  in  einer  Secunde 
erfolgte  ,  so  erfahren  die  Jonen  eine  Drehung  um  480%  und  die 
Wirkung  des  ersteo  Stromes  wird  aufgehoben : 


Hiernach  wäre  also  das  Resultat  der  Einwirkung  eines 
SVechselstrompaares  =  0  ,  und  damit  slinunt  die  Beobachtung 
überoin,  dass  der  allergrösste  1  heil  der  Capronsäure  nach  Be- 
endigung des  Versuchs  unverändert  vorgefunden  wurde.  Man 
sieht  leicht  eiUi  dass  an  diesem  Ergebnisse  auch  nichts  geädert 
werden  kann,  wenn  gleichzeitig  Wasser  durch  den  Strom  zer- 
setzt wird.  Die  Sachlage  ändert  sich  jedoch  ganz  wesentlich, 
wenn  einmal  ein  Jon  Ci/,.(Ci/f), .  CO.  0  infolge  irgendwelcher 
Behinderung  die  Drehung  um  1 80  *  nicht  schnell  genug  ausftthrea 
konnte,  wtthrend  gleiohzeitig  Wasser  zersettt  wird;  dann  würde 
sich  nämlich  im  unmittelbaren  Anschlüsse  an  das  letzte  Schema 
das  folgende  ergeben : 


d.  h.  ein  Atom  0  würde  sich  in  unmittelbarer  Nähe  des  Melfiyls 
im  Jon  C//j.  (Cf/,)^.  CO.  0  befinden,  und  mit  demselben  sich  zuMe- 
,  thoxyl  C//j(0//)  vcreiniiTPn.  wodurch  die  Umwandlung  der  Capron- 
säure in  f - Oxycapronsäure  bewirkt  wäre;  selbstverständlich 
müsste  dabei  an  der  Kathode  eine  dem  verbrauchten  Sauerstofl 
äquivalente  Menge  Wasserstoff  frei  werden.  Auf  gaus  tthnliohe 
Art  und  Weise  würde  dann  dieOxydation  der  Oxycaproiisttareitt 
Adipinsäure  etc.  nach  den  oben  angeführten  Gleichungen  weiter- 
schreiten. Dass  man  als  oxydirendes  Agens  anstatt  0  auch  OH 
oder  ein  Jon  0X0. R'  annehmen  kann,  bedarf  keiner  Jsesonderea 
Erläuterung. 

Man  konnte  gegen  die  soeben  entwickelte  Hypothese  viel- 
leicht einwenden,  dass  dieselbe  zu  complicirt  sei,  allein  ohne 
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dieselbe  ist*¥orlitaifig  nicht  einsusehen,  waram  die  beobachteten 
Qiydationen  nur  unter  dem  Elnfluase  von  Weobeelf trOoMn  er- 
folgen. Herr  Or.  F.  Handeshagen  hat  auf  meine  Veranlassung 
85  p  GapronsKure  als  Magneaiasalz  in  einer  Lttsnng  von  doppelt** 
kohlensaurer  Magnesia  gelöst  der  gewöhnlichen  Elektrolyse  unter- 
worfen; dabei  schied  sich  sofort  eine  obige  durchdringend  rie- 
chende Flnssigkeit  (Diamyl?)  und  (besonders  auf  denSlektroden) 
kohlensaure  Magnesia  ab,  aber  in  der  Flüssigkeit  konnten  weder 
niedere  Fettsäuren  noch  zweibasische  SHuren  aufgefunden  wer- 
den, eine  Oxydation  der  Gapronsäure  zu  Adipinsäure  etc.  hatte 
demnach  nicht  stattgefunden.  Diese  Beobachtung  beweist  zu- 
gleich, dass  die  häufig  gemachte  Annahme,  die  bei  der  gewöhn- 
lichen FJeklrolyse  auftretenden  Joneu  O.CO.R'  zersetzten  sich 
zunächst  mit  Wasser  in  Srinrehydrat  und  Sauerstoff,  welch' 
letzterer  dann  die  Süure  wieder  2U  Kohlensäure,  Wasser  und 
KohleinvasserstofT  oxydire : 

S  O .  CO .  A'     J^, 0  s  2  ifO .  CO .    4-  0  »  if,  0  -H  S  CO,  -4-  A', , 

nicht  richtig  sein  kann ;  denn  wäre  dem  so,  so  mttsste  man  er- 
warten,  dass  diese  Art  der  Zersetsung  und  Oxydation  auch  bei 
der  Elektrolyse  mit  Wecbselstrllmen  auftrete ,  was  eben  nicht 
der  Fall  ist.  Daher  bleibt  nur  die  andere  Annahme  bestehen, 
nach  welcher  die  fraglichen  Jonen  sich  unmittelbar,  ohne  Da- 
iwischenkunft  des  Wassers,  nach  einiger  Zeit  in  folgender  Weise 
zersetzen: 


Dass  bei  dieser  Art  der  Zersetsung  keine  Gelegenheit  tiir 
Entstehung  von  Oxystturen  und  zweibasisohen  Stiuren  gegeben 
ist,  leuchtet  unmittelbar  ein« 

Die  oben  beschriebenen  Versuche  zeigen  ebenso,  wie  meine 
frltberen,  dass  bei  der  Elektrolyse  mit  Wechselströmen  ganz 
andere  Prodaete  erhalten  werden,  als  mit  gleichgerichteten 
Strömen.  Hat  diese  Thatsache  sehen  an  und  Ittr  sich  Interesse, 
so  gewinnt  sie  dodi  noch  viel  mehr,  wenn  wir  dieselbe  mit  gewis- 
sen physiologischen  Thatsaohen  zusammen  halten.  Ohne  schoti 
jetzt  ntther  auf  diesen  Punkt  einzugehen,  will  ich  nur  darauf 
hinweisen,  dass  geradeso  wie  im  vorliegendem  Falle  auch  im 
Thierkörper  die  physiologische  Verbrennung  ganz  allmttblich  und 
stufenweise  erfolgt;  angesichts  solcher  Thatsaohen,  wie  s.  B. 
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dos  VorkiMDineDS  von  Glykuronsäure  im  Uarn,  sind  wir  zu  dieser 
ÄDoahme  berechtigt,  trotzdem,  dass  wir  noch  nicht  im  Stande 
aiad,  alle  mOglicheo  Zwiaohenproducte  der  fortseitreileiiden  Ver*  ^ 
brennung  im  Organ ismu  und  aeioMi  Secreten  nachzuweisen. 
Mit  der  Zeit  wird  dies  indessen  gelingeD,  ebenso  wie  es  hin« 
sichtlich  der  Glykuronsilure  schon  gelungen  ist,  und  die  An- 
nahme erscheint  daher  nicht  zu  küho,  dass  im  Thierkörper  die 
Verbrennung  der  Nahntngs-  und  iiewebsbestandt/ieile  in  derselben 
Art  und  Weise,  nach  denselben  besetzen  erfohjt  wie  in  dem  vor- 
liegenden Versuche.  Ob  dabei  im  Organismus  auch  Wechselströme 
wirksam  sind,  liisst  sich  vorderhand  nicht  entscheiden,  aber 
gerade  in  Bezug  hierauf  hat  die  Frage  ein  besonderes  Interesse, 
ob  nicht  unter  gew  issen  Bedingungen  gleichgerichtete  Ströme  die- 
selben Zersetzungen  hervorrufen  könnten,  wie  Wechselströme. 
Und  (lies  scheint  in  der  Thal  nicht  ausserhalb  des  Bereiches 
der  Möglichkeit  zu  lieijen.  Denkt  man  sich  nämlich  die  beiden 
Pole  in  möglichst  geringem  Absland  von  einander,  so  gewinnt 
es  den  Anschein,  als  ob  die  Bedintiungen  diinn  auch  bei  gleich- 
gerichteten Strömen  denen  bei  Wechselslrömen  yhnlich  sein 
mtlssten,  und  noch  mehr,  wenn  eine  sehr  grosse  Anzahl  Pole 
Auf  eloan  mOgliehst  kleinen  Raum  zusammengedrängt  würen. 
Die  techiitscbeii  Schwierigkeiten,  welche  «Ich  der' Ausführung 
eines  derartigen  Versuches. eDtgegenstelleo,  sind  ohne  Zweifel 
nicht  unbedeutend;  dass  sie  aber  nicht  unüberwindlich  sind, 
dorfte  aus  folgendem  Versuche  herveifehen.  ^lektrolysirt  man 
nilmlich  genügend  yenittnnte  Sebwefelsäure  mit  gleichgerich- 
teten Strömen  und  bringt  swischen  dlcPlatinelektroden,  aber 
iaolirt,  ein  Stock  MessiniBdnihtoelt,  so  wird  dieses  echaen  roth, 
indem  das  Ziok  darens  aufgelvet  wird.  Das  DffBhtMta  aimirit 
also  an  der  Elektrolyse  Theil,  troUdem,  dasS  es  mit  den  Poleb 
nicht  dired  verbunden  ist,  und  muss  daher  seihet  beide  Pole 
besitsen;  loh  gedenke  diese  Versuche  demnächst  weiter  fortzu- 
setsen,  namentlich  unter  Anwendung  von  Metalipulver.  Hier 
würden  dann  die  Pole  in  grOsster  Ansahl  und  Nahe  gegeben  sein 
—  aber  auch  der  Organismus  verfügt  über  Apparate,  deren 
Theile  in  unmessbar  kleinen  Absländen  von  einaBder  gelagert 
sind  und  ebenso  tiber  galvanische  Ströme,  sodass  hier  alle  Be^ 
dingUBgen  erfüllt  zu  sein  scheinen,  welche  soeben  für  das 
lingen  des  Versuches  als  nolhwendig  erachtet  wurden. 

Schliesslich  möchte  ich  auf  noch  einen  Punkt  hinweisen, 
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dessen  nähere  Untersuchung  interessante  Resultate  verspricht. 
Ist  nMmlich  die  Voraussetzung,  dass  ijei  conslanler  wie  ])ei 
allernirender  Stromrichtung  die  primäre  Zersetzung  gleich  ist, 
wie  nicht  zu  bezweifein,  richtig,  so  müssen  bei  einer  bestimm- 
ten Geschwindiakeil  des  Stromwechsels  (und  zwar  einer  ge- 
ringeren als  in  meinen  Versuchen)  dieselben  Producte,  also 
KobleDStture  und  Kohlenwasserstot!,  aus  den  Fettsäuren  erhal- 
len werden,  wie  bei  Anwendung  gleiebgeriehteter  Ströme.  Ist 
diese  Geschwindigkeit  aber  bekannt,  so  ergieht  sich  unmitleUMir 
daraus  die  Zeit,  welche  bis  zur  freiwilligen  Zersetzung  der 
Jonen  verfliesst,  oder,  mü  andetea  Warleo,  di*  Zeil^  wiihreDd 
weMMT  die  ionen  UDzersMt  bMlofaen  klhmeiu 

Benm  JOr.  F.  Hundesliag^n  aag«  kli  Ata*  die  warUnrellt 
flttlfei  di0  er  mir  bei  AiuMeUuiig  dar  mitgelheüton  Veräiuhe 
fklUtlsk ^ileistet  hat,  meiM  beaiao  Hank*. 
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KreUqflmäer. 

In  einer  Miltheiiung,  welche  ich  am  21.  .November  1885 
der  königl,  Gesellschaft  gemacht  habe,  die  in  den  Berichten 
des  veriinniiencn  Jahres  abgedruckt  ist,  beschäftige  ich  mich 
ii)it  oiru'iii  schweren  elastischen  homogenen  Kreiscylinder,  des- 
sen Endflächen  gezwungen  sind,  eben  zu  bleiben.  Durch  meine 
Bemühungen,  die  obere  Endflache  von  der  Bedingung  der  Eben- 
heit zu  befreien,  gelangte  ich  zu  einer  neuen  Schaar  von  In- 
tegralen der  partiellen  DilTerentialgleichung,  von  welcher  das 
Problem  abhängt,  und  es  siiul  diese  Integrale  mit  den  früher 
gefundenen  allgemein  genug,  jene  Befreiung  im  Princip  als 
möglich  erscheinen  zu  lassen.  Für  die  Bestimmung  der  Goq- 
stanteui  welche  zur  vlllligen  Lösung  nöthig  sind,  fehlt  mir 
jedoch  Doch  eine  expedite  Methode.  Es  mag  aber  bemerkt 
werden,  dass  lür  den  Fall,  in  welchem  die  Hohe  des  Gylinders 
seinen  Durchmesser  erheblich  ttbertriffi,  für  den  Fall,  dass 
jener  Grad  von  Genauigkeit  genügt,  welcher  beim  Venant- 
sehen  Problem  üblich  Ist,  die  Ufsung  unserer  Aufgabe  schon  in 
jener  Mittheilung  gegeben  ist.  Im  Yen  an  tischen  Problem 
werden  gewisse  Zustande  im  Innern  einer  elastischen  Silule 
angenommen  und  es  wird  gefragt,  welche  Kmlie  an  den  Enden 
derselben  angebracht  werden  mttssen,  damit  jene  Zustünde 
eintreten.  Alsdann  glaubt  man  eine  hinreichende  Annäherung 
an  wirkliche  Zustande  gefunden  zu  haben,  wenn  man  an  den 
Endflüchen  statt  der  Kriifte.  wie  sie  in  bestimmter  Vertheilung 
das  Venant'scbe  Problem  fordert,  andere  anbringt,  welche 
jene  am  starj-en  Körper  ersetzen  könnten.  Nun  wurde  aber  der 
Gesammtdi  ui  k  auf  die  obere  Endflache  eines  nur  der  Schwere 
als  wirkender  Kraft  ausgesetzten,  auf  fester  Grundlage  ruhenden 
Cyiinders  gleich  Null  gefunden.  Ist  demnach  die  Höhe  des 
Cy linders  eine  solche,  dass  die  Voraussetzungen  des  Yenant- 
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sehen  Probleines  als  zulässig  erscheinen,  so  ist  die  Annahme, 
dass  die  Endflächen  eben  bleihon,  annähernd  von  selbst  erfüllt, 
und  es  ist  die  äussere  Gestaltsveränderung,  sowie  der  Zustand 
im  Innern  des  Körpers  in  meiner  früheren  Miltheiluog  in  dem 
eben  besprochenen  Grade  der  Annäherung  bereits  gefunden. 

Zu  jener  Millheilung  will  ich  nun  hier  fortsetzend  Einiges 
hinzufügen,  deshalb  die  dort  gebrauchte  Bezeichnung  im  All- 
gemeinen beibehalten  und  in  der  iNuiiierirüii.n  der  Artikel 
(nicht  aber  der  Formeln)  die  jetzigen  Bemerkungen  den  fruhe- 
reo  uomittelbar  anscblieflsen. 

Wie  sdion  abeii  bemerkt  -wurde,  giebt  es  «u^ser  den 
frttber  gefündeneD  Lttsungeo  der  Gleichgewiofato- Differential-^ 
gieiobuDgen  eines  elastischen  Gylinders,  in  welchem  alle  Ver» 
sehiebnngen  vom  Asimnth  unabhängig  sind,  noch,  eine  sweite 
Klasse  von  Integralen.  Ein  Individuum  dieser  KLnsse  enthält 
nur  ganse  rationale  Functionen  der  unabhMngigen  Variabebi, 
und  wird'  im  Art.  V.  gefunden  und  disoutirt.  Es  entspricht 
dieeer  Losung  ein  liemlich  einfacher.  Zustand  des  schweren 
elastischen  Gylinders,  nümlich  der  Zustand,  in  welchem  der 
Gyiinder  sich  befindet,  wenn  er  in  ein  gewisseSy  nur  von  den 
ElasticitHtsco^fficienten  und  der  Dichte  abhSngendes  Rotations- 
paraboloid  gestellt  wird,  und  wenn  sonst  ausser  der  Schwere 
keine  Krflfie  auf  ihn  wirken.  Alle  ursprtlnglich  horizontalen 
El)enen  gehen  in  ähnliche  P.unhnloide  über,  und  der  Mantel 
des  Cylindera  verwandelt  sich  in  den  Mantel  eines  abgestumpf- 
ten geraden  Kegels.  Da  das  in  Rede  stehende  Paraboloid  sehr  . 
flach  ist,  so  unterscheidet  sich,  namentlich  wenn  der  Radius 
des  Gylinders  nicht  beträchtlich  ist,  der  Zustand  eines  auf  fester 
Grundebene  stehenden  nur  wenig  von  dem  besprochenen,  so^ 
dass  dieser  nMheningsweise  den  Zustand  jenes  angiebt. 

Im  Art.  VI  wird  sodann  eine  neue  Schaar  ganzer  transcen- 
denter  Lüsuiiizen  der  elastischen  DifTerentinlgleichungen  den 
früher  gefundenen  hinzugefügt.  Dieselbe  enthält  ihren  Para- 
meter in  transcendenter  Form ;  da  sich  aber  für  ein  und  den- 
selben Wertii  des  i'arameters  vier  verschiedene  Lösungen  vor- 
finden, so  können  wir  als  eine  particulüre  Lösung  eine  solche 
ansehen,  weiche  einem  bestimmten  Werthe  des  transcendent 
vorkommenden  Parameters  eutsi)richt,  aber  ausserdem  vier  will- 
kürliclie  Constanten  linear  enthält.  Sodann  wird  uUcrsiicht, 
welche  Oberflächenbedingungen  sich  durch  passende  Wahl  der 
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noch  ein  willkürlicher  Factor  bleibt. 

Die  Bedingung,  dass  auf  die  Mantelflache  nur  normale 
Kräfte  wirken  sollen,  lUsst  sich  durcli  pnssendo  Wahl  des  trans- 
rcndontcn  Piir.iiriPlcrs  ;iuf  unendlich  viele  vorschiedcne  Weisen 
erfüllen,  derselbe  niuss  hierzu  die  Wurzol  einer  transcendenten 
Gleichung  sein,  von  der  es  bekaont  ist,  dass  sie  uneiidUoh  viele 
Losungen  zulusst. 

Es  liegt  nun  Tinhe.  durch  Zusamnienfüguni:  dieser  parlicu- 
liSren  I.ösuni^en  zu  einer  allgemeineren  zu  gelangen,  und  diese 
noch  mit  den  im  Art.  IV  gefundenen  zu  verbinden.  Dies  habe 
ich  auch  wirklich  gethan,  ich  unterdrücke  aber  zur  Zeit  diese 
UntersuchungeD,  weil  die  erhaltenen  Formeln  wenig  durch- 
sichtig sind. 

Beachten  wir,  dass  den  particulai  «  n  Integralen  auch  dann 
reelle  Wcrthe  zukommen,  wenn  man  dem  Parameter  einen  rein 
imaginären  Werth  zuertheilt,  SO  wird  dadurch  die  Menge  der 
r^OsaiigeD  so  vermehrt,  dass  dieselben  Wohl  als  die  allgemehH 
sten  angesehen  werden  dürften,  es  wird  destolb  am  ^blusse 
«ine  Zosammenstelhmg  aller  erlsngten  Ktounsen  obne  Batok^ 
iBtdit  anf  Nebenbedingungen  gegeben^). 

4)  Einige  Druck- oder  Schreibfehler,  welche  ich  in  meiner  Mitthei- 
long  in  d«o  Bericbtea  von  488ft  iiemerktbabe,  mugeo  hier  corrigirt  werdMi. 

Auf  MI«  4«a,  Kalls  S  wm  waUm  Itaa  /;        statt  /;  Saite 

r         t  . 

^Olelcbmog  (7)  lies/ statt /.  Seite  40«,  Zeile»  von otea  Uea  a*-^ atalt 

0  0 

^  il.    In  Gleichung  (40».}  lies  ^  statt  $.  Auf  Seite  415  ist  in  (tS.)  vor 

dem  Zeichen  I  dei  Factor  7  s^nztibriagen.  In  fl8a.)  lies  zweimal  fi  statt  « 
im  Index.  Seite  4  16,  Zeile  5  von  unten  ist  der  Divisor  l  vor  dem  Zeichen  S 
anzubringen,  äeitu  4 '18,  Zeile  1  lies  C'x  stall  Cz'.  Die  Gleichung  für  s 
ebeodort  Ist 

Ä>'(a     y)      8  SvtA  +  r)  • 

und  'iie  bedeutet,  das"«  wenn  k-  f  vf rnachlHssiet  werden  darr,  derCylinder 
in  einen  geraden  abgestumpften  Kegel  übergeht,  dessen  obere  Endtlächc 
ihre  Grösse  nicht  geändert  hal,  während  der  Radius  k  der  unleren  Eod- 
fllche  nm  kXggl :  Sy[X  +  y)  gewachsen  ist.  —  lo  der  Glelcbang  für  *o 
ebendort  lies  X  +  iy  statt  X  +  y,  und  vor  dem  Zeichen  S  Im  Zahler  lies 
st  n  1 1 ; .  Auf  Seite  410  ist  in  der  Gleichung  fOr  Tor  tf^  der  Factor  r*  ta 
streichen. 
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Art.  y.  Qmio  zvttMial»  lAmgUk  cler  IHftirtttfalgitiitttnfttt 

dir  Slftittditil. 

Die  Achse  des  Gylioders  falle  wie  früher  mit  der  x-Acbse 
zusammen,  fUr  seine  untere  Endfläche  sei  2  =  0,  für  seine  obere 
3  =  /,  Die  Entfernung  von  der  Achse  sei  ?'  und  für  den  Mantel 
sei  r  —  k,  ic  sei  die  verticale  und  n  die  radiale  Verschiebimgi 
Q  die  Dichte  uud  zur  AbkUrzuog 

80  sind  die  elastischen  Dififercntialgleichungen  fürs  Gleich- 
gewicht (vergl.  F.  Neu  mann,  Vorlesungen  Über  die  Theprie 
der  Elasticitat  Seite  337.  Gl.  (2)) 

(4)  (iL  H-  2y)  i  +    1^  +  (A     1/)  ii)  =  0  , 

oder,  wenn  die  Schwere  ansaer  Spiel  bleibt: 

Durch  Eliiiiination  folgt  aus  (4)  und  (2)  oder  auch  aus  (4)  und  (8*) : 

Die  Bedingungen  an  den  bndflliehen,  wenn  dort  nur  normale 
Krttfte  wirMn  soUeo,  aiild 

worin  das  negative  Zeicht  n  lUr  z  =  0,  das  positive  ftlr  s  —  l 
statt  hat,  und  /  eine  Function  von  ;*  allein  sein  muss,  wenn 
die  Unterdrückung  des  Azimulhs  gerechtfertigt  sein  soll.  Für 
die  Mantelfläche  r  ^  k  aber,  wenn  dort  ebenfalls  nur  normale 
und  nur  von  j  abhängende  Kräfte  wirken  sollen,  gelten  die 
Bedingungen : 

(5)  [l  +  iy)  [U  +  ^)+i.^  =  11(31 ] 
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Die  Dilferentialgleichung  (3)  kann  nach  der  Fourier'schen 
Methode  intesjrirt  werden,  und  es  wurden  auf  diesem  Wege 
bereits  die  inlegrale  /  cos  fr,  t  sin  £r  (.^efundeo,  worin 

i  ^  Af,{»r)  +  Jif,{er] , 
m  —  Qc 

/ilM  «  ^   ;gi'^Jic nTfacm  -¥  if 
m  ««  0 

zu  setzen  ist.  Auch  der  Fall  €  =  0  wurde  untersucht.  Ich  habe 
jedocli  weiter  gefunden,  dass  man  (3)  auch  durch  die  Anuahnu- 
s=s  zte^^  befriedij^en  kann,  wenn  t  nur  von  r  abhiingt,  woraus 
sich,  da  €  willkürlich  ist,  eine  neue  Schaar  von  Integralen  ergiebt. 
In  diesem  Art.  will  ich  jedoch  zunächst  den  Fall  e  =  0  unter- 
suchen, oder  ich  will,  etwas  allgemeiner,  s  =  t[a  +  bz)  voraus- 
setzen. Die  DifferenyaigleichuDg  (3)  liefert  dann  für  l  die  Be- 
dingung 

woraus  folgt,  wenn  man  nur  die  fttr  r  ae  0  nkht  singuläre  Lo- 
sung der  Differantialgleiclittng  in  Betraeht  lieht,  /  »  a'H-  6V, 
sodass' nun  s  die  Gestalt  erhalt: 

worin  ttbrigens  die  Constanten  alle  vier  willkflrlioh  sind.  Zur 
Bestimmung  von  w  erhalt  man  aus  (1 ) : 

?i7ig7  -  -  ttV  *  -  -  nrrr^  **  + ' 
»  -  -  — A^v^  («y*  +     +  ®M  +  *W . 

und  es  sind  <D  und  ^  insoweit  willkürliche  Functionen,  als  sie 
nicht  durch  die  Gleichungen  (2)  beschränkt  werden.  Selzen 
wir  die  gefundenen  Ausdrücke  in  (2J  ein,  so  erhalten  wir: 

+  2^)  ^      2  i;t  4-  j')  (/^  +  2  () r«)  =  . 

Mithin  kann  wenn  diese  Function  im  Punkte  Null  nicht  sio- 
gulflr  sein  ' soll  I  nur  vom  vierten  Grade  sein  und  nur  gerade 
Potenzen  von  r  enthalten,  und  V  kann  ebenfalls  nur  vom  vier- 
ten Grade  sein,  sodass  wir  setsen  kennen: 
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Dies  in  ^ij  ein^eseixl,  liefert  die  BeilehuDgeo: 

V«  r;  » 

und  M  ergiebt  sidi  ftlr  (4)  und  (2)  die  LlSsung 

(7)  K;  =  a  +  b3-+- C3*4-^s — i  j^j; — ^  r 

Sollen  auf  die  EndflSchen  nur  normale  Kräfte  wirken,  so  werden 
die  GoDstanten  durch  die  Bedingungen  (4)  beschrankt,  und  es 
miiss  für  s  s  0  und  z^l 

^  +  dr»  +  5  ^  • 

sein.  Setzt  man  den  Factor  von  r*  gleich  Null,  so  folgt  d  =  0, 
ond3  =  0  giebt  qq  =  "ilß -¥-^[1+^p)  und  js  =  / giebt  /  0, 
und  (6)  und  (7)  reduciren  sich  auf 

[f)  ,  =  «•  +  /»a ,      (7»)  «  -     +  -^f^^  »•  -  kßr\ 

worin  a  fortgelassen  ist,  damit  der  Coordinatenanfang  keine 
Verschiebung  erleide.  Der  Bedingung  (5»^  gentigt  dieser  Aus- 
druck von  selbst.  Die  normalen  Kräfte,  welche  an  der  unteren 
Endfljlehe  ansubringen  wttren,  damit  Gleichgewicht  hergestellt 
werde,  sind : 

QQd  an  der  oberen : 

Aa  der  Mantelfläche  aber  mttssten  die  Krflfte  angebracht  werdeo : 

Die  letzteren  können  zum  Verschwinden  gebracht  werden, 
weno 
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gemacht  wird.  £s  ist  alsdann 


S  =  a  — 

tö  =  — 


8»'(i  +  ' 

worin  nur  noch  a  willkürlich  ist.  Sollen  auf  die  obere  End*- 
fläche  keine  Krtfffce  wirken,  so  nuss  noch 

sein,  lind  es  wirkt  unter  dieser  Voraussetzung  auf  die  untere 
Endfläche  die  Kraft 

'  i       "  f9t, 

d.  h.  nur  die  Schwere  der  Uber  einem  Element  stehenden  Faser 
des  Cylinders.  —  Soll  also  der  Mantel  des  Cylinders  blos  durch 
die  Schwere  desselben  in  einen  Kegelmantel  UbergefUhrt  wer- 
den, so  muss  derselbe  in  ein  Rotationsparaboloid,  dessen  Glei- 
chuDg 

z  sa  (fgXr*  :  H-  v) 

ist,  und  welches  daher  nur  schwach  gekrümmt  ist,  gestellt 
werden,  sodass  die  Mitte  der  Cylindergrundflache  in  den  Schei- 
tel des  Pnraboloids  talll.  Alle  Ebenen  des  Cylinders,  weiche 
ursprüiii^iich  horizontal  waren,  werden  in  raraboloide  verwan- 
delt, welche  den  obigen  parallel  sind.  Ftlr  s  und  w  ergiebt  sich 

In  der  oberen  luidflache  ist  demnach  die  radiale  Ausdehnung 
Null,  der  Radius  der  unteren  Endflache  ist 


Ä  +  äA*  =s  A-  H- 


kggl 


Ist  der  Radius  des  Cylinders  klein,  so  kann  das  Paraboloid  in 
dem  kleinen  in  Betracht  kommenden  Theile  als  eben  angesehen 
werden,  und  die  obigen  Formeln  stellen  den  Zustand  annähernd 
auch  dann  dar,  wenn  4er  Cylinder  au(  eine  feste  Ebeae  gestellt 
wird. 
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Art.  VI.  Eine  neae  Schaar  transcendenter  particulärer 

Integrale. 

Zu  neuen  pariicuUtren  Integralen  der  DifferenlialgleichuDg 

(3.)  gelangen  wir,  wenn  wir,  *  =  zte^'"  setzen,  wodurch  jene 

GleichuDg  nach  Unterdrückung  des  Faktors  e^^*  die  Form  ge- 
winnt: 

'  ij^^^  +  8         +  « »-I      ±  8.)  +     « ±  4«')  = 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  ^  4-  »  0  wird,  oder 
wenn 

wird,  welche  Differentialgleichung  das  im  Punkte  Null  nicht 
singulare  Integral  besitzt 

n»  =  00  .  . 

m  0  0 

Die  Bezeichnung  für  fjf  (ix),  welche  Function  im  Art.  I 

definirt  ist,  soll  hier  in  Anwendung  gebracht  werden,  damit 
nicht  anscheinend  imaginäre  Formen  auftreten,  wo  Alles  reell 
ist.  Mit  denBessel'schen  Functionen,  wie  dieseltien  meist  be- 
zeichnet werden,  hSngt  k  durch  die  Gleichung  zusammen 

fieachten  wir,  dass  nach  den  Untersuchungen  der  früheren 

Artikelauch  die  Annahme  5  =  /c— "dieOleichung  befriedigt, 
wenn  t  =s  h^  (er)  ist,  so  erhalten  wir  ein  particulüres  Integral, 
welches  neben  dem  Parameter  e  noch  vier  willkttrlicbe  Gonstan- 
len  enthält^  nämlich 

s  ^  h^  (er)  S  {ek, , 
S{€k,2)  ^Axe*»  +  Bjze-**  +  i4's"  +  Ä'«"«». 

Hieraus  folgt 

s  SS  —        (£3)  S(eA?,  a), 
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und  durch  Inlegrution 

to  =  -      (er)  W[ek,  z)^0(r]  -^W  [») , 

Die  Functionen  f/>  und  'Fsind  noch  durch  die  Gleichung  [2)  oder 
(2*)  zu  hesclwiinkcii.  SoUon  die  (lieichungcn  [1)  und  (2i  durch 
eine  Sunnne  von  parliculiiren  Inicpndon  befriedigt  werden, 
so  müssen,  wenn  ein  Glied  der  Summe  [\)  und  (2]  befriedigt, 
die  übrigen  (1)  und  (2*)  bcfricdiizen  ,  wir  wollen  deshalb  die 
Functionen  Ö>  und  *F  durch  2*  näher  l)estininipn.  Selzen  w  ir  die 
für  s  und  tc  gefundenen  Ausdrücke  in  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

welche  von  f  unabhängig  ist.  Wir  brauchen  daher,  ohne  dass 
wir  der  AllgemeiDheit  Eintrag  tbun,  den  Functionen  O  und  ^ 
nur  für  ein  specielles  c,  etwa  für  €  =  0,  welcher  Fall  im  vorigen 
Artikel  behandelt  wurde,  von  Null  verschiedene  Werthe  zu  geben, 
im  Allgemeinen  aber  (für  andere  Werthe  von  e]  dttrfen  wir 
0  =  0,  =  0  annehmen,  so  dass  wir  die  neue  Lösung  von  (1) 
und  (2^)  schreiben  können 

«  »     Ur)  S{ek,  s)  ,    to  =  -  S/f^  'er)  W{€h\  z)  . 

Wir  fragen  nun,  welche  Oberflachenbedingungen  wir  mit  einem 
solchen  partioulttreu  integrale  erfüllen  können.   Setzen  wir 

B  SS  ^  A  und  ff  SS  A'j  soisiw  —  0  und     »0  für  2  »  0, 

die  untere  Endfläche  bleibt  eben,  und  die  Spannungen  sind 
normal.  Führen  wir  die  auch  sonst  üblichen  Abkürzungen  eio 

und  setzen  jA,  jA'  für  AfA\  so  gewinnt  unsere  Lösung  die 
Form 

(8)     s  «  Ä,(€r)  S(€k,  z),   IC?  =  —  2/,^  [er]  W{ek,  z)  , 
S  («A-,  z)  =  zA  Sin  ez     A'  coS  ez  , 

W{6h'j  Z)  SS   - —  -  . 

Die  Derivirten  von  <S  und  Wnach^  undCombinationen  derselbeo, 
weiche  mehrfach  vorkommen,  haben  folgende  Werthe 
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(9)     S'iekf  z)  =  A      ez     uz  A'  cod  ex  ■+■  i4'€  Sin  €5  , 

ir %)^%A  Sin  €s  +  il'  cod «j»  -  Z^";  ^i£i£i» 
—  äi'  L4w  »ui      -I-  i4  coä  €5  —       -  — j — , 

Die  Conslanten  /l  und  i4'  des  particuliiron  Integrales  lassen  sich 
Weiler  so  einrichten,  dass  auch  am  oberen  Ende  des  Cylinders 
nar  normale  Kräfte  wirkeD,  dass  also  dort  fUr  jedes  r 

h  S  1  Ö  IV  ^ 
X —  — '  X          =  0 

0  9      r*  digr 

ist.  Hierzu  muss 

c/  ^  co^  el  -4-  €i4'  Sin     —  t/  =  0 

sein.  Die  normalen  Kräfte  aber,  welche  lur  Herstellung  des 
Gleicbgewichts  an  der  obem  Endfläche  angebracht  werden 
massen,  sind  in  der  Form  enthalten 

^(^  +  SirJ  -  2A,(«r)  A5(€*,/)-(A+8i.)  /) 

und  wenn  wir  dies  gleich  —  4^«/A,  (ef)  setzen,  so  erhalten  wir 
für  A  und  A'  die  Wertbe 

Ist  also  J  eine  gegebene  Grösse,  so  sind  A  und  Ä  durch  sie  be- 
stimmt. Der  Druck  auf  die  Unterlage  ist 

sl  cod  «I  +    ^  r  öin«* 

(H)  - 4yA,  («r)  (/l' -      ^  1  wA.(.r)— ^^;±ly-. 

Dieser  Druck  istsehr  klein,  wenn  $  sehr  gross  und  J  von  massiger 
Grosse  ist,  und  er  wechselt  um  so  Öfter  ein  Zeichen,  je  grosser 
<  ist.  Es  wttrde  für  diesen  Fall  nicht  auareichen,  den  Gylinder 
auf  eine  feste  Unterlage  au  stellen,  sondern  es  rottasten  am  un<^ 

4  8» 
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leren  Ende  des  Cyliuders  tlieils  Zuii-,  llieils  Driickkrafle  zurl>- 
laiJi^ung  des  Gleichgewichts  anjzebrnchl  werden.  Um  den  Ge- 
sammtdruck  zu  erhahen,  niullipliciron  wir  [M]  mit  r'dlgrdd, 
integriren  Uber  die  Kreisflache  uod  erhalten 

X 

Dieser  Ausdruck  verschwindet,  wenn  [ek)  Null  wird.  Dies 
findet  dann  statt,  wenn  auch  an  der  Mantelfläche  nur  normale 
Kräfte  wirken  soUen.  Es  muss  dann  dort 

dä      k-'  Tig7 
und  mitbin  für  jedes  9 

K  («^1  (S'  {ek,  z)  +  t*  W{€k,  z]]  =  0 , 

und  somit  endlich 

(Bk)  »  0 

sein.  Die  Gleichung  h  [e]  s  0  hat  unendlich  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  nur  die  positiven  in  Betracht  kommen. 

Ist  e  eine  unter  ihnen,  so  sind  jetzt  unsere  particulüren  lutegrüle 

s  «  h,  (i^j  6^  {e,  zl    u;  «  -  2A,  (^)  W{e,  z], 

d.  h.  es  ist  in  den  Formeln  (8),  (9)  und  [\ 0)  eik  für  s  su  schreiben. 
Die  Krüfte,  die  an  der  Mantelfläche  anzubringen  sind,  damit 
Gleichgewicht  bestehe,  sind 

(13)n=(i+2»')(2s+J-i)+/J';=2/<.{rj((/.+2^)i,(<.,^)-ir(e,5)) 
-  ».A.  (e)  [a.  m  0  +  Arn  (3  +  8in  • 

Die  Grösse  (ej  ist  flir  ungerade  n  negativ,  für  gerade  n  positiv, 
und  es  kann  ffir  [e]  auch  ^  [^')  geschrieben  werden 
wegen  der  Relation  [r]  —  Ä,  (r)  «  —  ^  r*Ä,  (r) .  Fflr  «  »  0 
ist  JI  s  0,  für  j     /  ist 

Der  Gylindermantel  lindert  seine  Gestalt  nicht,  d.  h.  der  Radius 
bleibt  Überall  ungefindert,  weil  s  (ft)     0  ist.  * 
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Durch  Addition  der  hier  gefundoDeo  Lösungen  für  alle 
mOgiiehen  Wertbe  von  e  ist  man  im  Stande,  den  Gleiebgewidite- 
instand  xu  bestimmen,  wenn  die  normalen  Kmfle  an  der  oberen 
EndflfiJie  eine  beliebig  gegebene  Fonotion  von  r  sind,  und  für 
den  Fall  eines  sehr  niedrigen  Cylinders  (einer  Scheibe) ,  bei 
welehem  von  der  Schwere  abzusehen  sein  würde,  und  der 
Drock  auf  die  Mantelfläche  als  constant  an  gesehen  werden  dürfte, 
ISflst  sieh  durch  die  in  den  Artikeln  V  und  VI  gefundenen 
Lösungen  der  Zustand  vollständig  darstellen,  wenn  auf  die 
beiden  Endflächen  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  wirken, 
die  nur  Functionen  von  r  sind.  Ich  unterdrücke  aber  fUr  jetzt 
meine  ResulUite,  weil  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  complicir- 
len  Fonneln  physikalisch  einfach  zu  inlerpreliren.  Hingegen 
scheint  es  nicht  unwichtig,  alle  reellen  Integrale  der  Difl'eren- 
tialgleichungen,  welche  wir  gefunden  haben,  zusammenzuslol- 
len,  ohne  Rtlcksicht  auf  Nebenbedingungen,  weil  dieselben 
principiell  allgemein  genug  zu  sein  scheinen,  alle  auf  den  Voll- 
cylinder  bezüglichen  Aufgaben  zu  lösen,  in  denen  die  Verschie- 
bungen vom  Azimuth  unabhängig  sind.  Für  den  Uoblcylinder 
mttästen  auch  noch  die  im  Punkte  r  s  0  singulären  Losun- 
gen (die  Besse Tschen  Functionen  zweiter  Art)  herangesogen 
werden. 

Die  DiflTerentialgleichungen  (4)  und  (8)  des  Art.  V  werden 
durch  folgenden  Ausdruck  fttr  s  befirledigt: 

s^a  +  (iz  +  '/ r*  -h  d  3  cos  t  z    [e ij  •+■  ^%  coi  esh^{e r) 

+  sin  [ir]  -h  .^iÖ  öin  f  -  /?o  [er] 
^-  3C  cos  «Jj/i  (er)  -f-  ^(I  coä  6Z  (er) 
-h  SDz  cos  B%f^  (er)  -i-         M  e»  (er) 

SE sin  es f^(er)      SüfAn  ezf^(er] 
-h  SGs  sin  ex  l\  [t  r)     5®*  «ttt  ez  li^  [er]  , 

aus  welchem  w  sich  durch  die  Gleichung 

-j-^  =  -     +  iv)rH  -  vr- 

ergiebt,  wenn  noch  die  willkürlichen  additiven  Functionen  0(r) 
und  W{z)^  welche  die  Integration  mit  sich  bringt,  durch  die 
Gleichung  ^2)  des  Art.  V  beschränkt  werden.  Die  Zeichen  2" 
hedeulen,  dass  dem  Parameter  f  beliebige  Werthe  gegeben,  die 
CoDslanien  A^%, , ,  ,G^(S>  fUr  jedeu  Parameter  beliebig  gewählt, 


108         h  Tbovab,  Wutbu  UHTiisucHuirGiir  bto. 


und  aus  diesen  Grtfssen  (unabbllngig  von  einander)  Summen 
gebildet  werden  sollen.  Nimmt  man  die  Anzebi  der  Glieder 

dieser  Summen  unendlich  gross,  sodass  entweder  unendliche 
Reihen  oder  Integrale  entstehen,  so  müssen  natürlich  die  Con- 
stanten Ay  , . .  so  bestimmt  werden,  dass  die  fieiben  bes.  In- 
tegrale einen  Sinn  haben. 
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Stande,  Ueber  VercUlgmeinerungen  des  Graves*schen  Tkeo' 
rms  in  der  analytischen  Mechanik,  Vorgelegt  von  Neumann,  *} 

§1. 

Allgemeine  Qeslchtspimkte  zar  Weiterführang  des  öraves'schen 

Theoremi. 

Die  TorüegeDde  MiUbetlimg  koflpfit  an  die  Sxtze  Aber  die 
Fadeneenstroction  der  Ellipse  aus  einer  confocalen  Ellipse*) 
und  des  EMIpsoides  aus  swei  confocalen  Flttchen  Grades ') 
an  uDd  will  darauf  hinweisen,  dass  jene  Sitze  nur  die  einfach- 

Sien  Reprjisentanten  einer  Gruppe  von  Sätzen  sind,  die  ihrem 
analvtischeii  Ausdrucke  und  ihrer  ceomelrisch  -  mechanischen 
Deutung  nach  eng  zusammengehören.  Die  Gesichtspunkte  zur 
Weiterfühnmg  der  SUtze  Uber  die  Fadenconstruclion  lassen  sich 
ID  wenig  Worten  bezeichnen. 

Dem  Theorem  von  Graves  liegt  die  Vorstellunu  der  Gleich- 
gewiehtsligur  eines  biopsanien  und  unausdehnbareu  geschlosse- 
nen Fadens  von  tl herall  glei- 
chem Oiicrschnitt  und  glei- 
cher Dichtigkeit  zu  Grunde, 
welcher  in  der  Ebene  um 
eine  Ellipse  geschlungen 
(vgl.  Fig.  \)  und  durch  einen 
l^lnkt  JP  gespannt,  übrigens 
aber  von  keinerlei  Kräften 
beeinflusst  wird.  Auch  bei 
der  beabsichtigten  Yerallge- 
meuierung  des  genannten 
Theorems  handelt  es  sich  um  Fig.  i, 

r  Zum  Druck  übergeben  in  der  Sltzang  vom  38.  Mai  1886. 

2)  Theorem  von  G  raves,  vgl.  Salm o  n-Fi edler,  Anal.  Geom.Jd. 
Kegelschnitte,  4.  Aull.,  Art.  260;  Hesse ,  Anal. Geom.  des  Raumes,  Vorl.ii. 
ij  Vgl.  diese  Berichte,  Jahrg.  1882,  i».  5. 
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die  Gleichgewicbtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens,  der  um  die 
Ellipse  geschlungen  und  von  einem  Punkte  P  gespannt  wird, 
der  aber  in  ntther  zu  bestimmender  Weise  der  Einwirkung  von 
Kräften  ausgesetzt  und  von  ungleichförmiger  Dichtigkeit  genom- 
men werden  soll.  Wie  nun  in  dem  einfachen  Falle  des  Graves- 
schen  Theorems  die  Länge  der  geschlossenen  Gleichgewiebts- 
figur  des  Fadens  erhalten  bleibt,  wenn  man  den  spannenden 
Punkt  P  an  verschiedene  Stellen  einer  und  derselben  zu  der 
Ellipse  ii'jj  coiifocalen  lilliipse  /^'(vgl.  FiiZ.  1)  vei-le^l,  so  bleiben 
auch  in  den  allgemeineren  Fällen  bei  derselben  Verlesung 
des  Punktes  P  gewisse  metrische  Eleuieute  der  Fadencurve 
erhallen. 

L'm  hierauf  naher  einzugehen,  ist  es  vorlheilhafl,  die  von 
Möbius  *)  ausgeführten  Analogien  zwischen  der  Gieichgew iehts- 
ligur  eines  Fadens  und  der  Bahn  eines  bewegten  Punktes  zu 
benutzen  und  die  in  Bede  stehenden  Tiieoreme  zunächst  auf  die 
Bewegung  eines  materieiien  Punktes  zu  beziehen. 

§  2. 

Dentuip  des  Ontves'schen  Theorems  an  der  Bewegiag  mnm 

materiellen  Pnaktei. 

So  ist  schun  die  in  Fig.  I  dargestellte  fileichgewichtstigur 
eines  gescidossenen  Fadens  die  Bahn  der  Trägheitsbewegung 
eines  materiellen  Punktes,  der,  zuerst  in  der  FJ)ene  frei  beweg- 
lich, die  Richtung  von  P  gegen  Q^  hin  verfolgt,  der  dann  vod 
(J^  bis  gezwungen  wird,  auf  der  Ellipse  zu  bleiben,  im 
Punkte  a^^er  wieder  von  diesem  Zwange  befreit  wird  und 
nach  seinem  Ausgangspunkte  P  zurückkehrt.  Da  der  Punkt  bei 
der  Triigheitsbewegung  seine  Geschwindigkeit  in  unveränderter 
Grosse  beibehält^  so  Itfsst  sich  der  obige  Satz  fiber  die  Bogen- 
länge der  Gurve  PQ^Q^P  auch  mit  Bezug  auf  die  vorliegende 
Verbindung  der  freien  und  gezwungenen  Trägheitsbewegong 
in  folgender  Weise  aussprechen: 

I.  M(tn  neluiit'  zicei  confocale  Ellipsen  und  E  und  lasse 
von  einer  Stelle  P  der  äusseren  Ellipse  E  einen  materiellen  Punkt 


1 )  Möbius,  Lehrbach  der  SIetik,  {§  800—104 ,  Gee.  Werke,  Bd.  III 
(Leipzig  4S86),  S.  485—487. 
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mm  der  Richtung  einer  der  beiden  geradlinigen  Tangenten  y  die 
von  der  Stelle  P  an  die  BüipH  gesogen  werden  kmunen^  mä 
hutünnUer  Geschwindigkeit  e  amgthen.  SohM  der  Punkt  der 
ficft  ohne  Einwirkung  von  Kräften  bewegen  soUf  die  J^ipse 
OTNolt,  zwinge  man  ihn  tn  seiner  weiteren  Bmuegung  auf  die- 
m  Curve  jw  verbleiben,  so  langem  bis  seine  Bewegungsrichtung 
in  die  »weite  der  obigen  geradlinigen  Tangenten  eintritt  und  er, 
von  dem  Zwange  befreit,  nach  seinem  Ausganyspunkte  suriiek-' 
hdirt:  Die  Zeüdaxter  der  geschlossenen  Bewegung  des  Punktes  m 
ia  immer  die  nOmlidie,  wie  auch  die  Ausyangsstelle  auf  der 
Ellipse  E  gewählt  wird. 

Dieser  Salz  behält  nun  mit  entsprechenden  Modificalionen 
seine  Gültigkeit,  wenn  der  materielle  Punkt  m  sowohl  wahrend 
seiner  freien  Bewetjung  in  der  Khene  als  auch  während  seiner 
gebundenen  Bewegung  auf  der  Ellipse  der  Wirkung  gewisser 
Kräfte  ausgesetzt  wird,  sodass  seine  freie  Bewegung  aiilhüit, 
geradlinig  zu  sein,  und  die  Geschwindigkeit  seiner  freien  und 
gebundenen  Bewegung  veründerlich  wird.  Als  einfachstes  Bei- 
spiel hierfür  sei  im  Folgenden  der  Fall  besprochen,  wo  die  den 
Punkt  m  beschleunigende  Kraft  eine  vom  Mittelpunkte  0  der 
EUipse^Q  ausgehende  Anziehungskraft  ist.  Sie  soll  in  die  Rich- 
tung des  radius  vector  des  Punktes  m  fallen  und  ihrer  Starke 
nach  der  £nlferniuig  r  des  Punktes  m  von  0  proportional  sein 
(as  fry  unter  g  eine  Gonslante  verstanden). 

§  3. 

Das  Graves'sehe  Theorem  für  die  Centraibewegung  [^^  r). 

Unter  Einwirkung  der  Kraft  [g^r]  beschreibt  ein  in  der 
Ebene  frei  beweglicher  Punkt  m  bekanntlieh  eine  Ellipse  mit 

dem  Mittelpunkte  0,  deren  Lage  und  Gestalt  durch  die  Aus- 
izangsslelle,  die  Anfangsrichtung  und  Anfangsgeschwindigkeit 
des  1  Ulikies  in  besliiiiml  ist.  Aber  auch  nuL  Bezug  auf  das 
System  confocalcr  Kegelschnitte,  welchen  die  Ellipsen  1\  und 
f  der  Fig.  \  angehören,  lilsst  sich  die  Lage  und  (iestalt  jener 
elliptischen  Bahn  einlach  bezeichnen.  Dieselbe  berührt  nämlich 
iwei  Kegelschnitte  des  confocalen  Systems  je  in  zwei  diametral 
gelegenen  Punkten,  und  zwar  entw^eder  zwei  Ellipsen  des 
Systems,  wenn  sie  die  Brennpunkte  desselben  einschliesst,  oder 


Digitized  by  Google 


202 


Staude, 


eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  wenn  sie  die  Brennpnnkte  au»^ 
schliesst.  Man  beschi^nke  sieh  der  Einfachheit  wegen  auf  die 
Betrachtung  des  ersteren  Falles  und  gehe  von  swei  beliebigen 
Ellipsen  des  confocalen  Systems,  einer  inneren  und  einer 
Musseren  aus.  Durch  jeden  Punkt  P  des  ringfthrmigen  Ge- 
bietes zwischen  den  Ellipsen  und  E^  lassen  sich  dann  swei 
mit  ihnen  ooncen irische  Ellipsen  legen,  welche  die  Ellipsen  JE"^ 


Ellipsen  und  bprühron.  Dio  l>eiden  berührenden  Ellipsen 
mögen  kurz  die  cK/jitiachcn  Tanycutcn  der  Ellipsen  und  E^ 
(lureli  den  Punkt  P  lieissen,  und  zwar  niaiz  durch  die  Voraus- 
stelluni:  der  Ellipse  E^  angedeutet  sein,  dass  sie  von  P  aus 
zunächst  gegen  ihren  Berührungspunkt  mit  E^  hin  verfolgt 
werden  sollen. 

Die  freie  Bewegung  des  Punktes  m  unter  Efnfluss  der 
Centraikraft  r/^r)  verbinde  man  nun  mit  der  auf  die  Ellipse  E^ 
^gezwungenen  Bewegung  unter  Einfluss  derselben  Kraft.  Beide 
Beweyunyen  werden  sieii  an  einer  Stelle  (>,  (vgl.  Fig.  2  »6e- 
r Uhren <t ,  wenn  bei  der  Bertthrung  ihrer  Bahneurven  auch  ihre 
Geschwindigkeiten  in  gleicher  Grösse  zusammentreiTen.  Bei 
einer  solchen  Berührung  ist  ein  continuirlicher  Uebergang  der 
einen  Bewegung  in  die  andere  denkbar.  Mit  Besag  auf  diese 
Vorstellung  kann  nun  unmittelbar  der  folgende  Sati  mttgetheiH 
werden,  der  sich  neben  den  Satz  §  2,  I.  stellt: 

II.  Man  nehme  drei  confoeale  Eüipeen  E^^  E^  und  lasse 
von  einer  SUlle  P  der  mitüeren  Ellipse  E  einen  matmellen  Bmkt 
m  in  der  Riditung  einer  der  beiden  ellipUsehen  Tangentehf  die  wm 
der  SteUe  P  an  die  Ellipsen     und  E^  gebogen  werden  k&nnenf  mit 


und  E^  je  doppelt  berühren 
(vgl.  Fig.  %).  Bei  einer  be- 
stimmten, dem  Punkte  P  mit 
Bezug  auf  die  beiden  Ellipsen 
E^  und£!,  eigenthttmlicheÄn- 
fungsrichtung  und  Anfangs- 
geschwindigkeit wird  nun 


Flf.«. 


/  ein  von  P  ausgehender  frei 
beweglicher  Punkt  m  unter 
Einfluss  der  Centraikraft  {g*r) 
die  eine  oder  andere  der  bei- 
den Ellipsen  beschreiben, 
die  durch  P  szehen  und  die 
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der  der  Stelle  Pin  Bezuy  au/  die  letzteren  entsprechenden  Geschwin- 
diqkeit  nnsyehen.  Sobald  der  Pimkt  m,  der  sich  fortwährend  unter 
lüiiirirkung  der  Centralhraft  {(/ r)  bewegen  soll,  die  Ellipse 
erreicht,  zwinge  man  ihn  in  seiner  weiteren  Bewegung,  auf  dieser 
Curve  zu  verbleiben,  so  lange,  bis  seine  Bewegitngsrichlung  in  die 
zweite  der  obigen  elliptischen  TangefUen  eintritt  und  er,  von  dem 
Zumnge  befreit,  nacA  sekum  Äus^ngspimiktB  sturitokhehrt :  Die 
Zeitdauer  der  ^chlossenen  Bewegung  des  Punktes  m  ist  immer 
die  nämUchef  wie  auch  die 
AusgangssteÜe  auf  der  Ellipse 
E  pwähU  wird. 

In  Fig.  3  ist  die  ge- 
schlossene Bahn>des  Punktes 
m  und  die  Ellipse  ausge- 
zogen, während  die  drei  El- 
lipsen, denen  die  Bahn- 
stfldie  des  Punktes  angehö- 
ren, in  ihren  uDbenutsten 
Theilen  punktirt,  die  Ellipse 
£  aber  nicht  besonders  be- 
zeichnel  ist. 

Die  Ellipse  E  kann  man  im  Besoiuleren  mit  der  Ellipse  E^ 
zusammenfalleD  lassen,  wodurch  die  Ecke,  welche  die  ge- 
schlossene Bahncurve  im  Allgemeinen  an  der  Stelle  /'aufweist, 

in  Wegfall  kommt. 

Nimmt  die  Centraikraft  {g*r)  mit  der  Constanten  unbe- 
grenzt ab,  so  dehnt  die  Ellipse  E^  des  confocalen  Systems  sich 
unbeurenzt  aus  und  gehen  die  elliptischen  Bahncurven  der 
Cenlraibewoi-'ung  in  Pnnro  von  Paralleltangcnten  der  Ellipse  E^ 
über ;  der  vorstehende  Sats  U  kommt  dann  auf  den  Satz  §  2,  1 
zurück. 

§*• 

Die  «ntsprechende  Qleichgewichtaflgnr  eines  gesehleaa«DeB 

Fadens* 

Im  Allgemeinen  ist  nach  dem  Salze  §  3,  II  die  Zeildauer  der 
BeNseguni;  längs  der  ^geschlossenen  Curve  PQ^QiP  dasjenige 
metrische  Element,  welches  von  der  Lage  des  Punktes  P  auf  der 
Ellipse  £  unabhängig  ist.  Wegen  der  constanten  Geschwindigkeit 


Fig.  8. 
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derTrügbeitsbewegung  kaoD  (iaffir  in  dem  speciellen  Satze  §3,  l 
die  Bogenlänge  derCurve  eintreten.  Dem  entsprechend  kommt 
bei  der  Deutung  der  geschlossenen  Bahncurve  des  Satses  §  3,  II 
als  Gleichgewichtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens  nicht  die 
Lttnge  des  Fadens,  sondern  die  Gesammtmasse  desselben  als 
das  von  der  Verlegung  des  Punktes  P  auf  der  Ellipse  E  nnab- 
bfingige  Element  in  Betracht.  Der  betreffende  Sats  sei  hier  nur 
kurz  angegeben : 

III.  Die  geschlossene  Bahncurve  des  Punktes  m  «n  Sats  II  ist 

die  Gleichgetvichtsfiyu7'  eines  biegsamen  tmdunausddmbaren  Fadens, 
der  twi  die  Ellipse  £p  geschlungen  und  vom  Punkte  P  gespannt  icird 
und  dessen  einzelne  Massentheile  der  beschleunigenden  Centraikraft 
( — g^r)^)  ausgesetzt  sind,  vorausgesetzt  dass  man  bei  const<nitem 
Querschnitt  des  Fadens  (he  Dicliligkeit  desselben  an  jeder  Stelle  dn 
Fadencurve  gleich  drin  reciproken  Werthr  der  (leschu  indigheit  des 
Punktes  7n  an  derselben  Stelle  der  Bahncurve  und  die  Spannung 
im  Punkte  P  gleich  der  Anfangs-  {und  der  damit  gleichen  End-] 
Geschwindigkeit  des  Punktes  m  nimmt  [es  ist  dann  die  Spannung 
an  jeder  Stelle  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  an  der- 
selben Stelle) :  Bei  dieser  Anordnung  sind  die  Gesammfmassen  der 
geschlossenen  Fäden^  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P  auf 
der  Ellipse  E  entsprechenf  untereinander  gleich. 

Beim  Uebergang  von  diesem  Satze  zum  Graves^schen 
Theorem  kann  wegen  der  oonstanten  Dichtigkeit  des  Fadens 
statt  der  Gesammtmasse  wieder  die  Lange  des  Fadens  als  bleiben- 
des Element  bei  der  Verlegung  des  Punktes  P  auf  der  Ellipse  E 
betrachtet  werden. 

§•' 

Analoger  Sali  fOr  ien  Sftom. 

Neben  die  Fadenoonslr-uotion  der  I'^lli{>seiius  einer  confücalen 
Ellipse  fvgl.  §  1)  stellt  sich  die  1  adenconslruclion  des  KIlipsoides 
aus  zwei  confocalen  Flachen  2.  Grades.  Wie  dort  die  Fadenfigar 
sich  aus  geradlinigen  und  elliptischen  Stücken  zusaniraenseizt 
(vgl.  Fig.  4),  besteht  hier  die  entsprechende  Fadenügur  aus  drei 
Arten  von  Linien,  geraden  Linien  im  Räume,  geodätischen  Linien 
und  KrUmmungscurven  auf  dem.  Eilipsoid. 

V  Unter  r  ist,  wie  früher,  der  Abstand  des  Massentbeils  voo  dem 
Mittelpunkte  0  der  Ellipse  £9  verstanden. 
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Betrachtet  mao  nao  dieselbe  Centralbowegung  (^'r)  eines 
materieUen  Puokles  m,  wie  sie  im  §  3  für  die  Ebene  vorliegt, 
im  Räume  mit  Bezog  auf  ein  System  confocaier  Flachen  %,  Grades, 
so  erhält  man  einen  dem  Satze  §  3,  II  analogen  Satt.  Derselbe 
beliebt  sich,  wie  jener,  auf  den  Isochronismos  gewisser  ge** 
sehlossener  fiabncurven,  die  sich  ihrer  geometrischen  Natnr  nach, 
wie  dort  aus  stoet,  hier  ans  drei  Arten  von  Gnnren  zusammen- 
setzen.  Die  Garven  der  I .  Art  entsprechen  der  freien  Gentral«- 
bewegung  {g*r)  im  Baume;  es  sind  mit  den  Flachen  des  confocalen 
Systems  oonoentrische  Ellipsen,  welche  je  drei  Fltfeben  des  oonfo* 
eilen  Systems,  etwa  swet  Eliii)soide  E^^,  und  ein  einsebaliges 
Hyperboloid  H^,  je  doppelt  berühren.  Die  Gorven  der  2.  Art 
eotsprechen  der  auf  das  EllipsoitJ  gezwungenen  Centralbe- 
weizuni:;  es  sind  transcendente  von  jenen  Ellipsen  umhüllte 
Curven  auf  dem  Elli|)soid.  welciie  ganz  analoi;  (ion  uoodalischen 
Linien  durch  hyperelliptische  Functionen  1.  Ordnuny  darf^cslellt 
werden  können.  Die  Curven  der  3.  Art  entsprechen  der  auf 
die  Durehdringungscurve  des  Ellipsoidos  /f„  und  einschaligen 
Hyperboloides  //„  beschriinklen  Cenlralheweiiung  (r/*r,  ;  sie  sind 
mit  dieser  Üurchflringuniiscurvo  identisch  und  werden  von  den 
vorher  erwalinleu  transcendenlen  Curven  umhüllt. 

Dei-  liiei  niit  angedeutete  Satz  kann  wieder  ähnlich  wie  §4,  III 
an  der  Gleicbgewichtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens  gedeutet 
werden, 

§  6. 

Weitere  VeraUgemeinenmg  der  vorstehenden  Sätze. 

Der  Beweis  der  vorstehenden  Stttze  gründet  sich  auf  die 
Form*)  der  9.  Integralgleichungen  der  Differentialgleichungen 

der  Bewegung,  welche  sich  nach  J  a  c  o  b  i  aus  der  Hamilton  'sehen 
partiellen  DitTerentialgleichung  in  elliptischen  Coordinaten  her- 
leiten lassen,  wenn  der  anal)  tische  Ausdruck  der  i)esciileunigen- 
deu  Kräfte  einen  bestimmten  Typus  aufweist*].    Man  erhält 

1;  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  hrsg.  von  Clebsch,  SS. 
It4,  M4. 

f)  Bhend.  S.  SI9.  Vgl.  auch  C.  Neomann,  De  problemato qnodain 

mechanico,  quod  ad  primam  integralium  uKraelllpticarum  classem  revo- 
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damit  gleichzeitig  einen  Ueberblirk  (Iber  die  Gruppe  analoiier 
Sat/o,  bei  denen  die  oben  benutzte  Cenlralkraft  {g*r]  durch 
andere  Kräfte  von  weniger  einfarhem  Charakter  ersetzt  ist. 

Unter  den  bezüglichen  Salzen  darf  besonders  eine  Gruppe 
deshalb  einiges  Interesse  beanspruchen,  weil  die  dabei  auftreten- 
den freien  Bewegungen  des  materiellen  Punktes  m  auf  den  voU- 
stiindigen  (Jacobi-Rosen  ha i n'schen)  Ansatz  der  I  mkehr- 
problenie  für  die  1,2.  und  3.  Gattung  der  elliptischen  Inletirale 
und  der  hypereiliptiscbeD  Integrale  1 .  und  2.  Ordnung  fuhren, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Goordinaten  des  Punktes  als 
Fooctionen  der  Zeit  su  bestimmeD.  Die  ausfUhrlicbere  Darstellung 
dieser  Resultate  spare  ich  einer  anderen  Gelegenheit  auf. 
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Dr.  Erwin  Yoit.  IHb  SMtgsahl  dei  Herzens  m  ikrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Eeizung  des  Nervus  accelerans,  (Aus  dem 
pb^otof^sdieii  Institut  zu  Leipzig.)  Hit  7  tafeln. 

Bixileitimg. 

Wir  kennen  eine  Menge  von  Ttiatsachen  Uber  den  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Reizung  und  der  entsprechenden 
Wirkung.  Diese  Vorgänge  sind  aber  zumeist  nur  in  qualitatirer 
und  höchst  selten  auch  in  quantitativer  Beziehiintr  näher  unter- 
sucht worden,  obgleich  nur  dann  das  Oosotz,  nach  welchem  ein 
Vorgang  verläuft,  aufgestellt  werden  kann,  wenn  die  Abhängig- 
keit zwischen  Reiz  und  Wirkung  in  quantitativer  Beziehung 
l)ekannt  ist. 

Dass  sich  bis  jetzt  so  Wenige  mit  dieser  Frage  über  den 
quantitativen  Zusammenhang  zwischen  dem  Reiz  und  dessen 
Wirkung  beschäftigt  haben,  liegt  wohl  an  dem  Mangel  von  ge- 
eigneten Apparaten  in  dieser  Richtung. 

Die  Wirkung  einer  Reizung  hängt,  ausser  von  der  Natur 
des  nervüsen  Apparates  selbst,  ab: 

4)  von  der  Starke  des  Reizes, 

2)  von  der  Anzahl  der  Reize, 

3)  von  dem  Reizintervalle,  d.  h.  der  Zeit,  welche  zwischen 
iwei  anf  einander  folgenden  Reizen  verstreiohi. 

Um  die  BMrke  des  ftetiea  in  willkflrliefaer  Weise  zu  variS» 
ren,  giebt  es  Yeraohiedene  Vorriobrtungen.  Dagegen  waren  wir 
bis  verKunem  ausser  Stande,  die  Zahl  der  Reise  und  das  Reis- 
Intervall  naoii  Belielien  ^eoiiseln  sn  ktfnnen.  Erst  in  neuerer 
Zeil  luit  Professor  Ludwig  einen  geeigneten  Apparat  dalür  an- 
gegeben. 

Wahrend  meines  Aufenthaltes  am  Leipziger  physiologisehen 
Inslitole  in  den  Wintersemestern  1879  und  4880^4  hat  mieh 
Professor  Ludwig  Teranlassti  vermittelst  dieses  Apparates  spe- 
eiell  am  Nerms  aceelerans  oordis  die  Abhängigkeit  der  Wir- 
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kung  von  der  Reizung  zu  ermitteln.  Ich  hofl'e  mit  Hilfe  der 
gewonnenen  Resultate  über  die  Beziehung  zwischen  Reiz  und 
Wirkung  überhaupt  Einiges  mittheilen  zu  können.  Es  sei  mir 
gestattet,  Herrn  Professor  Ludwig  für  die  liebenswürdige  ünter- 
stülzuDg  hei  der  Ausführung  meiner  Arbeit  sowie  für  das  Ent- 
gegenkommen während  meines  Aufenthalts  im  Leipziger  Institat 
meinen  wärmsten  Dank  zu  sagen. 

Wenn  ich  erst  jetzt  dazu  komme,  meine  Resultate  zu  ver- 
öffentlichen, so  liegt  dieses  tbeilweise  in  der  Arbeit  selbst,  theüs 
aaoh  an  der  ganz  heterogenen  Natur  meiner  späteren  Unter- 
suchungen, die  mich  von  der  Ausarbeitung  meines  Themas 
immer  wieder  abhielten. 

Ehe  ich  jedoch  auf  meine  Versuche  specieli  eingehe,  mochte 
ich  noch  im  Allgemeinen  den  Zusammenhang  iwischen  Beii  und 
Wirkung  beq>rechen,  wie  er  sich  auf  Grund  von  Summatioiis- 
vorgangen  am  leichtesten  erklaren  lasst. 

I.  lieber  SammationsYorgänge  im  Allgeiuemeu. 

Jeder  Reiz,  welcher  einen  nervDsen  Apparat  trifft,  onus 

in  diesem  eine  chemische  Veränderung  hervorrufen.  Da  aber 
dieselbe  nicht  monientari  entstehen  und  plötzlich  wieder  ver- 
schwinden kann,  sondern  eine  bestiminte  Zeit  zu  ihrer  voll- 
slündigen  Ausbildung  und  zu  ihrem  Zurückgehen  bedarf,  so 
können  wir  diese  Zustandsünderung  uns  in  Form  einer  Cune 
dargestellt  denken,  deren  Abscisse  die  Zeit,  deren  Ordinale 
den  Grad  der  Veränderung  bezeichnet.  Hand  in  Hand  mit 
dem  Verlauf  dieser  chemischen  Aenderung  der  Substanz  muss 
der  sichtbare  Erfolg  der  Reizung  gehen.  L'nd  können  wir  letz- 
teren wahrheitsgetreu  aufschreiben  lassen,  so  werden  wir  da- 
durch ebenfalls  eine  Gurve  bekommen«  die  wenigstens  in  den 
meisten  Fällen  eine  der  chemischen  Aenderung  analoge  Gestalt 
haben  wird. 

Eine  solche  Curvc,  welche  den  Erfolg  eines  Reizes  dar- 
stellt, werde  ich  in  Folge  als  Gurve  des  Einzelreises  oder  kun- 
weg  als  Einzelcurve  bezeichnen. 

Selbstverständlich  wird  die  Einzelcurve  abhangen  von  der 
Natur  des  nervtfsen  Apparates,  dem  Zustande,  in  dem  sich  der- 
selbe gerade  befindet,  und  der  Starke  des  Reizes.  Wenn  nun 
mehrere  Reize  nach  einander  den  nervtfsen  Apparat  treflSon,  so 
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wird  sehr  wahnelMiiilleh  wegtfn  des  Temnderteii  Zustandes  in 
Folge  des  vorhergebendem  Reizes  der  sweite  Reis  Mne  andere 
Einsdoorve  bedingen.  Dieselbe  wird  aber,  da  ja  keine  Zustands- 
anderung  momentan,  sondern  nnr  allmttUg  in  gesetomassiger 
Weise  vor  sich  geht,  eine  der  ersteren  ähnliche  Form  besitaen. 

Ich  nehme  daher  zuerst  den  einfachsten  Fall  an,  dass  bei 
ein  und  demselben  nervösen  Apparate  durch  auf  einander  fol- 
gende Reize  von  gleich  bleibender  Stärke  die  gleichen  Einsel- 
eurven  hervorgerufen  werden. 

Es  seien  r^   ...     die  Reise,  welche  in  gleichem 

Intervalle  i  einander  folgen,  und : 

Of   a„  die  Ordinalen  der  Eiuzelcurve  in  Intervallen 

von  t  errichtet,  d.  h.  für  die  Abscissen  t\     . . .  •  ^. 

Wenn  also  in  i^  ein  Reis  den  nervOsen  Apparat  trifft,  er- 
halten wir  die  Etnzelourve : 

«1  «1  O3  • 

Koninil  in  i\  ein  zweiter  Reiz  hinzu,  welcher  den  gleichen  Er- 
folg, d.  h.  die  gleiche  Einzelcurve  hervorruft,  so  euUteht  fol- 
gende SummatioDscurve : 

«1  0»  0» 

Und  lassen  wir  auf  den  nervösen  Apparat  n  Reize  in  gleichen 
Zwischenräumen  =1  einwirken,  wovon  jedem  die  nämliche 
Einzelcurve  zukommt,  so  ist  die  Suoimationscurve,  ausgedrückt 
durch  ihre  Ordinalen: 

fl|  Ol  «1  

a  •  •  •  •  ■ 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  ■ 

a»      «4      a»  fln 

o,     a,     o^.....«^«,  a„ 

«4  0|  «n-i 

Die  senkrechten  Reihen  beseidmen  die  Ordinalen  der  SnmnuH 
tionseurve  für  die  Abseissen  t«  1;  i, . . . .  Vi,  und  sind  zusammen- 
gesetzt aus  den  entsprechenden  Ordinalen  der  Einzelcurven. 
Ich  habe  mit  Absicht  die  Snmmationscnrve  in  dieser  Weise 

14» 
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dargMtolH,  am  ku  gliMi6r  ZeH  «In  BOri  «ber  da»  ZuMand«^ 
kommen  d»r  ÖmmMliMi  selbM  m  geben. 

ÜMlelil  die  Reizung  aus  n  -h  de  Reisen  wieder  im  üttmlfchen 
imerralle  i,  und  bei  den  gleioben  YerrasittiimgMi  wie  ekMn, 
dann  ergiabi  ateh  ala  BummattonBennre: 


n 


fl|     «I     <»|  .  . .  Ö||-t  ^-1  ''n 


.  O,  Oj  o. 


a,  fl,  a,  .  .  a„_4 


Drücken  wir  also  die  Einzelcupven  in  Ordinalen  aus.  die 
in  Zwischenräumen  des  Rcizintervalles  errichtet  sind,  so  kön- 
nen wir  aus  den  Kinzeleurven  leicht  die  Summalionscurve  er- 
halten, indem  wir  sie  oder  vielmehr  ihre  ÜrdinaLen  in  der  Weise 
addiren,  wie  die  den  Kinzeleurven  entsprechenden  Reite  der 
Zeit  nach  auf  einander  folgen.  Eine  solche  Summatioßsottrve 
muss  den  £rfolg  der  ganzen  Reisung  darstallaB. 

Ana  dieaer  Summalionaanaehanung  laaaen  sieh  sofort  fol- 
gende Schluaafolgeningen  siehen : 

4)  Die  Summatlonacurve  ist  alibfingig  von  der  Zahl  der 
Reise.  Sie  muss  mit  letsterer  anateigen  solange,  bift  ein  neuer 
Reis  mit  dem  Ende  der  ersten  Efadseleorve  susammenfUit.  Jede 
weitere  Vermehrung  der  Reisansahl  erhöht  die  Gurve  niehi 
mehr.  Sie  bleibt  immer  gleich  der  Summe  der  su  den  Abadsaen 
fi  f,  •  •  t«  gehörigen Ordinaten  der  Einseleurve.  Diese  Hohe 
mag  deshalb  IfaximalhOhe  der  Summationscurve  heiasen.  Die 
Form  der  Cnrve  ist  in  ihrem  auliteigenden  Thefle  eine  andere, 
vAe  in  dem  absteigenden,  ausser  wenn  Anstieg  und  Abfall  der 
Einzeicurve  selbst  gleich  sind,  tfnd  ihre  Länge  muss  mit  jedem 
Reise  um  das  betreffende  Rebintenrall  i  sieh  TergrOasem. 
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2)  Die  SuiuDiationscurve  ist  abhängig  von  der  Grösse  des 
Inlervalles,  in  welchem  die  Reize  aufeinander  folgen.  Sie  steigl 
um  so  rüScher  und  höher  an,  je  kiei^ier  dafi  Uiterv^U  is^  Ulki 
aber  auch  wieder  um  so  rascher. 

Die  Maximalhöhe  der  Curve  hUngl  also  direct  von  dem 
Intervalle  ab.  Dagegen  ist  der  Punkt,  an  welchem  die  Curve 
diese  Maxiinaiböhe  erreicht^  aliein  abhtlngig  von  der  Länge  der 
Einzelcurve. 

3  Die  Gestalt  der  SummationsGurve  ändert  sieb  mit  der 
Forni  der  Einzelcurve. 

Wenn  die  Summationseurve  ihre  MaximalböJi«  erreicht  hat> 
giebl  uns  die  Gaecfawi^digkeil  Ibras  Anitie^  und  Ab&Us 
getrenes  Bild  der  Einzelcurve.  Beide  sind  identisebi  und  swsr 
dann,  wenn  man  den  Anfang  des  Anstiegs  und  Abfalls,  und  das 
Ende  beider  zusammenlegt.  Je  schneller  also  eine  Summations- 
eurve ansteigt,  desto  schneller  muss  sie  anfengs  fallen,  und  je 
langsamer  sie  In  ihre  Maximalhilfae  Übergebt,  desto  langsamer 
nähert  sich  die  Curve  wieder  der  Abscisse. 

4}  Der  Totaleffeet  der  Reizung  Ist  unabhüngig  vom  Inter- 
vall, älrect  proportional  der  Zahl  der  Reize  bei  gegebener  Einzel- 
curve. 

Diese  Satze  müssen  zutreffen,  wenn  wirklich  jeder  folgende 
Reiz  «mbhtaigig  vom  vorherg^nden  die  nilmllche  E^seleurve 
hervomifi.  Tollsiaadig  wird'  das  nicht  zatreffen,  da  ja  jeder 
wirksame  Reis  eine  Verfladerung  im  chemischen  Zustande  des 

nervösen  Apparates  nothwendlg  mit  sich  bringt,  weshalb  dem 
Meilfolgenden  Heize  auch  nicht  die  gleiche  Wirkung  zukommen 
kann.  Die  Betraehtung  der  Summationscurven  von  Seite  der 
Einaeicarven  aus  wird  aber  doch  ihr  Gutes  haben,  indem  wir 
dadurch  die  Einzelcurven  der  verschiedenen  nervösen  Apparate 
und  deren  gesetzmiissige  Aendening  durch  auf  einander  fol- 
gende Reize  kennen  lernen.  Es  wird  sich  daraus,  glaube  ich,  ein 
Schluss  machen  lassen  i\u(  die  Natur  der  VorgJlnpe,  und  wird 
sich  unterscheiden  lassen,  welche  von  ihnen  einander  näher 
stehen  und  welche  von  einander  zu  trennen  sind. 

Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  aus  einer 
durch  das  Experiment  gewonnenen  Summationseurve  die  Einzel- 
curve gefunden  werden  kann. 

Liegen  sümmtliche  Summationscurven  vom  ersten  bis  zum 
Reize,  oder  vielmehr  deren  in  dem  Ueizintervalle  er- 
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richteten  Ordinaten  vor,  so  lllsst  sidii  daraus  durch  einfache  Sub- 
traction  der  SummatioDscurven  von  r  und  (r-4-  4)  Heilen  die 
dem  (r  4-  4)^  Reiie  ingehtfrige  Binxeleorve  gewinnen. 
Stellen  s.  B. 

a,'  

die  in  gleichen  Zwischenräumen  errichteten  Ordinatea  der 
Einzeicurve  eines  Heizes  dar,  und 

6,  ö,  6,  6,^.1 

die  Ordinaten  der  Summationscurve  aus  zwei  in  demselben 

Zwischenräume  sich  folgenden  Reizen,  so  lassen  sich  daraus 
die  Ordinaten  der  dem  zweiten  lieize  zugehörigen  Einzeicurve 
direct  darstellen : 

-  -  O -  O  ^«4.4  I 

wobei  das  erste  Glied  (6^  —  a/]»  0  ist,  da  der  zweite  Eeis  erst 
Im  Punkte  der  Äbscisae,  welcher  der  Ordinate  entspricht, 
den  nervtfsen  Apparat  In  Erregung  versetzt. 

Beseidinen  wir  (6,  —  a^)  mit  a,". . . ,  6„^^  mit  On",  so 
erhalten  wir  als  Ausdruck  der  Einzeicurve  des  zweiten  Reises 
die  Ordinaten: 

«1         »3   • 

In  den  meisten  Fällen  wird  es  nicht  möglich  sein,  die  Summa- 
tionscurven  für  jede  Anzahl  der  Reize,  d.  h.  für  4,  2  oder  ;•  Reize 
zu  bestimmen ;  sondern  nur  fdr  eine  gewisse  Surnrno  (lerselbeo, 
z.  B.  von  s  zu  s^.  In  letzteren  Falle  ist  es  nicht  möglich,  die 
jedem  Reize  zukommende  Einzeicurve  zu  ermitteln.  Aber  doch 
Itfsst  sich  aus  dem  jeweiligen  Zuwachse  eine  mittlere  Gurve 
oonstruiren,  unter  der  Annahme,  dass  fttr  die  ihm  angehtfrige 
Anzahl  von  Reizen  die  Einzelourven  Identisch  seien. 

Es  liege  eine  Summationscurve  aus  fUnf  im  Intervall  i  sieb 
folgenden  Reizen  vor,  von  denen  jeder  die  glelebe  Einzeicurve 
giel>t,  deren  Ordinaten: 

«I  «3  «3  (ix    ^'5         «7  «8 

den  Abscissen     i\  i\  .  .  . .  entsprechen. 
Losen  wir  die  Summationscurve: 

^.       ^'3  ^  f'r,  

in  die  einzelnen  Ordinalen  im  Intervalle  von  i  auf,  so  erhalten 
wir: 
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Cl|  (l|  <l|  Ol       Cl(  Üj  tfg 
Gl      O)  <lf 

Oi  Ol  a,     dg  o, 

ff,  II,  a,     a,  o, 

o,  a,  o,     O5  o«  a,  ff,- 

Wie  leicht  ersichliicb,  lassen  sich  die  ersten  Ordinaten  der 
Einzelcurve  leicht  dadurch  gewinnen,  dass  man  die  eine  Sum- 
matioDsordinale  immer  von  der  folgenden  absiebt.  Wir  erhallen 
auf  diese  Weise: 

fli      «3     Oj . 

VoD  der  dem  letzten  Reize  folgenden  Ordinate  an  erhalten  wir 
durch  Subtraction  der  Summationsordinaten  6,  —  nicht 
mehr  die  Ordinale  der  Einzelcnrve  a,,  sondern  [a^  —  a^).  Um 
die  Ordinate  ff,  za  bekommen,  müssen  wir  also  nm  b^ 
vermehren,  ebenso  6,  nm  6,  und  von  der  so  vergrilsserten  Or- 
dinate die  vorhergehende  ebenfalls  schon  corrigirte  abziehen. 

Vennehren  wir  demnach  die  dem  letzten  Reize  r,  folgenden 
Summationsordinaten  6,  um  je  eine  Ordinate  von  Anfang  der 
Summationscurve  an  gezahlt,  so  geht  die  Summationscurve  in 
folgende  Reihe  über: 

"1         °4  "5  "6  ^7 

a,  ö,  «3  ^4  «5  a«  «8 
a,  a,  o,     fft  a, 

ff|  ffg  ff|  ff,  Cl,  <l|  Oy  0, 

a^  ff,  O3     o,  ff,  Q,  o, 

a,  a,  a,  a,      a,  a, 
a,  ff,  a,  Oß 

«I  «4  ^5 

ff,  a, 

«I  «'s  a« 
ff,  ff. 

Ans  dieser  Reihe  lässt  sich  nun  durch  Subtraction  der  einen 
Ordinate  von  der  ihr  folgenden  die  Ordinate  der  Einzelcurve: 

ffi  a,  a,  a,  a,  o,  a, 

erhalten . 

Vermehrt  man  also  die  dem  Schiuss  «1er  Reizunt;  naohfol- 
genden  Ordinaten  der  Summationscurve  in  obiger  Weise  um  je 
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eine  vorhergehende  von  Anfang  der  Summationscurve  an  geiühll, 
so  lässl  sich  aus  der  neu  erhaltenen  Reihe  die  Einzelcurve  durch 
ihre  Ordinalen  darstellen,  indem  man  jede  Ordinate  dieser  Reihe 
von  der  ihr  nachfolgenden  abzieht. 

lob  habe,  wie  erwSlbfii,  experimentell  den  Zasammenhaog 
iwiaehen  Eeis  nnd  Wirkung  an  dem  Einflüsse  verfolgt,  den  die 
Msnng  des  Nervus  aoeeleians  cordis  auf  die  Pnlsmenge  ausllbl, 
die  erlialieiie  Wirkung  als  SnmmaiHoiisvorgang  anfgeÜMSl,  mid 
in  eben  erwähnter  Weise  der  Analyse  unterworfen.  * 

Der  Nervus  accelerans  ist  insofern  dafür  ein  ungünstiges 
Objeot,  als  die  Yermehrang  der  Pulssahl  durefa  seine  Beisttog 
das  Resultat  sehr  complicirter  Vorgänge  ist.  Er  entschidigt  aber 
dadurch,  dass  die  Wirkung,  welche  er  ausübt,  xiemlicb  beda»- 
tend  ist,  und  Itfngere  Zeit  anhält. 

IL  VersaehBanordnong. 
• 

Um  die  Reiswirkung  rein  su  erhalten,  war  es  nOthig,  alle 
Factoren,  welche  auf  die  Schlagzahl  des  Herzens  von  EinfioM 
sind  wenn  auch  nicht  auszuschliessen ,  so  doch  unter  gleiche 

Bedingungen  zu  setzen.  Es  wurde  deshidb  lias  Thier  mit  Curare 
vergiftet,  und  durch  kleine  Nachinjectionen  Körperbewegungeo 
ausgeschlossen,  daneben  durch  künstliche  Ventilation  eine  voll- 
ständig gleichniüssige  Lüftung  der  Lunge  herbeigeführt.  Das 
Curare  erwies  sich  auf  die  Reizwirkung  der  Aecelerantes  nicht 
ganz  ohne  Einflnss.  Doch  ist  derselbe  nur  unl)e(leutend  und 
rasch  vorübergehend,  wenn  nur  immer  kleine  Mengen  injicirt 
werden.  Ein  weiteres  Erforderniss  ist,  die  Eigentemperatur  des 
Thieres  möiiliclist  izleich  zu  halten.  Dasselbe  wurde  deshalb 
mit  Decken  eini;ehülit,  und  so  die  Innentemperatur  nach  einem 
im  After  steckenden  Thermometer  regulirt.  Desgleichen  wurden 
die  Nervi  vagi  beiderseits  durchschnitten. 

Die  Versuche  sind  sämmtUoh  an  Uunden  ausgeführt. 

1.  Praparation  des  Verrus  aeeelefans. 

Unter  dem  Namen  N.  accelerans  fasst  man  die  Nervenäste 
zusammen,  welche  vom  Ganglion  stcllatum  zum  Ganglion  cervic. 
Inf.  gehen.  Es  sind  gewöhnlich  swei  Aeste,  welche  die  Arteria 
subclavia  swisohen  sich  nehmen. 
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Bei  der  Prajwealloi^  die  ao  dem  Thiere  iMicb  vorhergegan> 
gener  Curare  Vergiftung  ausgeführt  wurde,  sind  mit  Rücksicht 
auf  den  Zweck  der  DnlarBiichuiig  Unterbindungen  von  Blntge- 
fiMft  mSglichst  zu  veitneidoD.  Dieaclbe  ist  btqueiDer  auf 
der  rechten  Seile  des  ThiereB  «usufilhven,  und  swar  an  »Ittel- 
gnaien  mageren  Hunden. 

Nachdem  wm  Halse  durekeinen  ungeifehr  7  om  langen  Sehnitl 
etvras  Uber  der  Glavieula  beginnend  die  Haut  aeitlich  von  der 
Hittellinie  gespaHen  ist,  trennt  man,  mit  der  Pfaieelle  welter 
arbeitend,  das  Bindegewebe  und  die  Muskelpartien,  bis  man 
die  Süssere  Seite  der  Vena  jugularis  interua  erreicht.  Dabei  ist 
meistentheils  eine  kleine  Anastomose  der  beiden  Jugularvenen 
m  UBlerbinden.  Veraiebtig  längs  des  linaseim  Randes  der 
Vene  weiter  gebend,  triflt  man  auf  die  Arteria  aobolavia ;  halt 
man  sich  nun  an  deren  Lauf,  indm  man  sogleich  auch  in  die 
Tiefe  arbeitet,  so  w\rd  die  Arteria  vertebralis  sichtbar,  hinter 
deren  Ursprung  aus  der  Sul>clavia  das  Ganglion  stellatum  ge- 
wöhnlich liegt.  Man  ist  deshalb  häufig  genuthigi,  diese  Arterie 
zu  unterbinden  und  durchzuschneiden.  Dann  aber  ist  es  stets 
möglich,  die  Art.  subclavia  so  frei  zu  pröpariren,  dass  der  eine 
Ast  des  iN.  accelerans  deutlich  erkennbar  wird,  und  diesem  fol- 
gend das  Ganglion  seihst  isolirt  werden  kann. 

Während  der  ganzen  Operation  ist  also  höchstens  die  venöse 
Anastamose  und  die  Art.  vertebralis  zu  unterbinden.  Ein 
Haupterforderniss  bei  der  Operation  ist  auch,  jede  Blutung 
iingstlich  zu  vermeiden,  und  das  Operationsfeld  möglichst  rein 
zu  halten,  da  sonst  das  Ganglion  nur  schwer  von  dem  umgeben- 
den Fettgewebe  lu  unterscheiden  ist.  Nachdem  so  das  Ganglion 
TOD  dem  umliegenden  Fettgewebe  isolirt  ist,  wird  es  mit  einer 
Pincelte  gefasst  und  die  Verbindungsäste  mit  den  Hals-  und 
Brustnerven  durchsobnüten,  was  am  leiobteaken  durch  eine 
lange  Sobeere  mit  kurzen  schmalen  Branchen  ausgeführt  werden 

Zur  Belsung  verwendet  man  am  besten  die  Ludwig'aeben 
Hsrtgummi-Eleotroden,  die  man  naeb  Einlegung  der  Nerven 
4iireh  Zwiaebenscbleben  von  Guttapercha  vollständig  von  dem 
umliegenden  Gewebe  isolirt.  Ist  dies  geschehen,  so  nSbt  man  die 
Wunde,  um  dieVertrocknung  su  vermeiden,  wieder  su,  und  be- 
festigt  daran  mit  einigen  Stichen  die  Electroden,  damit  dieselben 
wahrend  des  Versuches  sich  nicht  verschieben. 
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8.  Die  Aaiteeiclmiing  der  Polscnrve. 

Um  die  PnUcurve  sa  eriiaUeDi  verband  ioli  die  Garaeüs  mit 
dem  Fiok'achen  SphygmegnpheiiTeniiittelat  einer  mit  geeXttifs- 
ter  SodaltfBung  gefttUten  Neirilhre.  Der mIIm  echrieb  seine  Curve 
auf  ein  Ludwig' aehes  Kymographioa  mit  endlosem  Papier. 
Die  Bleiröhre  war  fest  mit  dem  Apparate  verbunden,  um  bei 
zufalliger  Verschiebung  des  Thierea  jede  Aeudenug  in  der  Fe- 
dersteliong  des  Spbygmographen  tu  vermeiden. 

S.  IMeBeiiveiTlelituig, 

Die  Sun^mntionen  hängen,  wie  sehen  früher  besprochen 
wurde,  von  der  IntensiUit  des  Reizes,  von  der  Zahl  der  Beize, 
und  von  dem  Intervalle  swisehen  swei  aufeinander  folgenden 
Reizen  ab. 

Zur  Regulirung  der  Heizslärke  l)enutze  ich  bei  zwei  Gro- 
ye' scheu  Elementen  den  Inductionstrom  eines  Dubois' sehen 
Schlittens  mit  Ausschluss  des  Hammers,  dessen  Scale  nach  dem 
Krön  eck  er 'scheu  Verfahren  graduirt  war. 

Zur  Variirung  der  Zahl  der  Reize  und  des  Inlorvalles 
diente  mir  der  von  Ludwig  angegebene  Apparat.  Derselbe  ist 
nachdem  nämlichen  Principe,  wie  der  von  Bohr')  schon  be- 
schriebene gebaut.  Dennoch  muss  ich  etwas  näher  darauf  ein- 
gehen, da  der  von  Bohr  benutzte  schon  eine  vollendetere  Form 
angenommen  hatte. 

Auch  mein  Apparat  nuissle  zwei  Anforderungen  genügen, 
er  musstc  Reize  von  gleicher  Intensität  und  von  gleichem  Ver- 
laufe in  beliebiger  Anzahl  liefern  und  eine  Variation  des  Inter- 
valles  zwischen  zwei  Reizen  in  verschiedener  Weise  gestalten. 

Diese  Forderungen  werden  durch  folgende  Vorrichtung 
erfUlt: 

Ein  Uhrwerk,  welches  dnroh  ein  fallendes  Gewicht  in  Be- 
wegung erhalten  wird,  setst  vermitteist  eines  Sehnurlanfes 
eine  Friotionssebeibe  in  Mitbewegung  und  damit  auch  die  Axe 
C,  welche  die  Scheibe  a^  trügt.  Auf  dem  Rande  dieser  Scheibe 


1}  Christiaa  Bohr,  Ueber  den  Einfluss  der  tetanisirenden  Irrita- 
mente  auf  Form  und  Grosse  der  Tetanoscarve.  Archiv  für  Physiologie  von 
Do  Bois-Reymond  ISSt. 
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sind  vier  kleine  Sättel  /,  angebracht  mit  gegen  die  Scheibe 
hin  abgeschrägten  Enden.  An  dem  Hebel  c  befindet  sich  auf 
der  einen  Seite  die  Rolle  b,  welche  auf  dem  Rande  der  Scheibe 
a  schleift,  auf  der  andern  Seite  die  aus  Platin  verfertigte  Gabeid. 
Die  Zinken  dieser  Gabel  tauchen  nach  Art  des  Kronecker- 
schen  Capillaroontacles  in  mit  Quecksilber  gefüllte  Glnsröhr- 
chen  e,  so  dass  die  eine  Zinke  beständig  mit  dem  Quecksilber 
in  Berührung  bleibt,  während  die  andere  kürzere  nur  bei  tief- 
ster Uebelslellung  eintaucht. 

Die  Platinspitze  wird  gesenkt  oder  gehoben,  je  nachdem 
die  Rolle  6,  welche  an  dem  andern  Bode  des  Hebels  c  sieh  be- 
findet, auf  den  kleinen  SHtteln  /*,  oder  «of  dem  Rande  der 
Selieibe  selbst  lohlelfl;  und  sehliesst  eder  «ftset  dadnreh  den 
Stromkreie  der  primären  Rolle  eines  Du  bot  «'sehen  Schlittens. 
E>  lUsst  sieh  also  das  Reicintervall  d.  b.  die  Gesefawindigkeit, 
mit  weleher  die  einidnen  Stromnnterbrecfaiingen  auf  einander 
folgen,  varüren,  dorch  die  Stellung  der  Axe  C  auf  der  FrietioDs- 
sobeibe  A  oder  dnreb  die  Ansahl  der  Sattel,  welohe  dem  Rande 
der  Seheibe  a  aufsitsen. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  vollständig  lu  Ulsen,  gehttrt  aber 
noeh  dasn,  entweder  den  Oelhmng»-  oder  Sdülessungs-lndnc- 
tionsstrem  abblenden  su  können ,  da  beide  StrOme  nngleiolie 
Richtung  und  ungleichen  Verlauf  besitzen,  somit  auch  einen 
ungleichen  Reiz  darsteilen.  Zu  diesen  Zwecke  steht  die  secuiH 
dire  Rolle  nicht  allein  mit  dem  Nerven,  sondern  auch  mit  einem 
zweiten  Böhrchenpaare  in  Verbindung,  das  auf  dieselbe 
Weise  w  ie  das  erste  Paar  durch  die  Senkung  des  Hebels  c,  in 
leitende  Verbindung  gebracht  werden  kann.  Da  die  Scheibe 
a,,  auf  welcher  die  der  Rolle  b^  analoge  Rolle  schleift,  auf 
derselben  Axe  C  sich  befindet,  so  bewegen  sich  beide  Hebel  c^ 
und  r,  mit  gleicher  Geschwiiuligkeil.  Die  beiden  Vorrichtuiij^en 
unterscheiden  sich  nur  d;irin,  dass  die  Sattel  f  auf  den  Schei- 
ben a  nicht  mit  einander  correspondiren,  sondern  gegen  einan- 
der etwas  verschoben  sind,  so  dass  also  der  Hebel  c^  früher  ge- 
hoben wird,  und  früher  wieder  in  seine  Ruhelage  zurücksinkt, 
als  der  Hebel  r,.  Wenn  also  durch  die  Senkung  des  Hebels  c, 
die  Schliessung  des  primJSren  Stromes  erfolgl,  geht  der  Schlies- 
sungsinductionsschla^  durch  den  Nerven,  da  zu  der  Zeit  die 
Rolle  6,  noch  nicht  auf  dem  Sattel,  sondern  auf  dem  Rande  der 
Rolle  schleift,  d.  b.  die  Gabel     die  leitende  Verbindung  zwi- 
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sehen  dem  Rttlurohenpaare  e,  noch  nicht  hergestellt  hat.  Der 
OeffaiiUgsinductiongschiag  dagegen  wird  yom  r^erven  abge-> 
bkndfl*,  da  weges  der  ipitaMi  Sriiebuiig  des  Bebels  die 
gute  NebenaablioMUDg  noeht  beetebt,  wenn  dweb  Hebttog  des 
Hebels  e^  de?  priariire  Stron  skb  üflbei. 

Wenn  mm  die  Verbliidiiiigeik  dtfr  primSreii  und  seeu»-^ 
düren  Bolle  wk  den  RubnbeDpaaren  e^  und  wediieU,  kaa» 
aaefa  der  SebliesanagiiBdaelioiiasipofli  fom  Nerven  abgeblendet 
werden,  und  der  OeOhnngsstrem  als  Reu  dienen. 

Um  die  Bigensebwingungw  der  Bebel  c  in  binfem,  und 
die  dadurch  bedingten  nnregelsMasigen  SoUiesaungen  und 
Oeffnnngen  sn  venneiden,  sind  ans  Kork  beatehende  Heonn- 
vorrlobtungen  angebraebt,  weloha  dnroh  Sdbrauben  veretellbar 
sind,  und  ebenso  die  Federn»  welehe  die  Hebei  coüslanl  an 
den  Rand  der  Scheiben  a  anpreasea.  EiMlUoh  sind  noch  die 
Rtfbrehenpaare  dureb  Schrauben  versleUbar  zur  genauen  Ein- 
Stellung  der  Spiisan  der  Gabeln  nnde^.  Dureb  eine  Schraube 
Iiiast  sich  die  Axe  gegen  die  Frictionssoheibe  versobieben,  wo- 
durch die  Sclinelligkeit  der  üebellwwegnng,  also  anoh-  das 
Reisintervall  geändert  wird. 

Mit  der  Aenderung  der  Hebeigeschwindigkeit  wechselt 
aber  auch  der  Inductionsstroni,  da  er  von  der  Zeit  derOeffnung 
und  Schlicssimg  des  primären  Stromes  abhJlngig  ist.  Wenn  es 
also  darniif  ankam,  bei  conslanter  Stromintensität  nur  das  In- 
tervall zu  andern,  musste  die  Gesehwindigkeil  der  Hel)ell)e- 
wegung  gleich  bleiben,  und  durfte  nur  die  Zahl  der  Sättel  auf 
den  Scheiben  a  variirt  werden. 

Dieser  Apparat  fungirte  l)ei  genauer  Einstellung  sehr  gut, 
und  überzeugte  ich  mich  immer  vor  und  nach  jedem  Versuche 
durch  Anlegen  des  secundären  Stromkreises  an  die  Lippen,  ob 
die  ReiEung  in  regelniiissigen  Intervallen  erfolgte.  Die  fertig 
gestellte  Reiz  Vorrichtung  ist  in  dem  auf  Seite  45  stehenden 
Schema  veranschaulicht. 

Die  primäre  Rolle  des  Inductionsapparates  ist  mit  dem 
Elemente,  dem  einen  Röhrchenpaare  (e^)  des  Reizapparates 
und  mit  einem  electromagneti sehen  Schreibapparat  m  ver- 
bunden, der  die  Oeffhong  und  Schliessung  des  primären  StrooH 
kreises  auf  das  endlose  Papier  des  Kymographions  auftrügt,  d.  h. 
die  einaelnen  Reise  markiii.  Von  der  aeeundSren  RoUe  geht  ein 
Zweigstrom  sum  zweiten  RObrohenpaare  (e,)  des  Reliapparates 
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md  dar  andere  Zmigetrom  Mb  Nerven  eelbsU  Letalerer  let 
aociiiDale  durrfi  eiiMli  ScUttssel  (s)  altNeb^neeUiefleong  timtar» 
broohen,  dessen  Bewegung  ebeofelli  enf  dem  endleMta  P^ier 
iMi  attMebneC  Stdangeder  SeUttaiel  gefiffioei iü,  gelilder  se- 
oundare  Stron  dank  den  {tanmi.  Der  Sehlttanl  hai  die  bei  deii 
Lndwig'sclien  Kymographion  gebritaehliebe  Fem  nnd  habe  kt 


j/ffflf/ 

Ii 


■       ■  f  _' 


I  I 
t  I 


Fig.  i. 

mich  noch  eigens  davon  überzeugt ,  bei  welcher  SteDang  des^ 
selben  die  Oeffnung  der  Nebenschliessung  erfolgt. 

Die  Bewegung  des  Schlüssels  s  markir(  also  die  Daner  der 
Reisnng  nnd  bestimmt  dadurch  die  Anzahl  derEinselreize,  welche 
den  Nerven  getroffen.  Die  Aniahl  der  Reize  wird  demnach  nicht 
meclianiseh  fizirt,  sondern  mit  der  Hand.  Do(&  Ulsst  sich  bei 
einiger  Uebung  die  gewünschte  Zahl  siemlich  genau  treffen. 
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wenn  man  schon  vor  dem  Oeffnen  des  Schlüssels  in  der  Ge- 
schwindigkeit des  Reizmarkirers  die  Zahlung  der  Eiozelreiie 
einige  Male  hinter  einander  ausfuhrt. 

Endlich  wurde  noch  die  Zeit  in  Secunden  vermitlolst  einer 
Ludwig  sehen  Strom-Unterbrechungsuhr  auf  dem  endlosen  Papier 
des  Kymographions  aufgetragen. 

Zur  Bestimmung  der  Reizwirkunt;  liess  ich  immer  30  Se- 
cunden lang  vor  der  Reizung  den  normalen  Puls  sichaufzeicbnen, 
und  nach  Beendigung  derselben  noch  so  lange,  bis  ich  glaubie, 
einen  normalen  Verlauf  der  Pulscurve  wieder  annehmen  zu 
dürfen.  Zwischen  zwei  Abschnitten  eines  Versuches ,  d.  b. 
zwischensweiReizungen,  lag  immer  ein  Zeitraum  von  mindestens 
5  Minuten,  so  dass  die  Einwirkung  der  vorfaergehendeo  Beisnog 
bestimmt  abgelaufen  sein  musste« 

III.  Die  Berechnuiig  der  erlLaltenem  Palscurve. 
1.  Ansmeming  der  Policarve. 

Bei  jodeni  Versuche  wurdcMi  vier  Curven  auf  das  endlose 
Papier  der  Kymographiontroniinel  gezeichnet,  Ucimlich  die  Puls- 
curve, die  Zahl  der  Reize,  die  Heizdauer,  und  die  Zeil  in  Secunden. 
Nattirlich  wurden  schon  vorherdie  Schreibfedern  möglichst  senk- 
recht untereinander  gestellt.  Um  aber  die  identischen  Punkte 
der  vier  Curven  noch  genauer  zu  erhalten,  liess  ich  die  Federn 
vor  und  nach  jedem  Versuchsabschniiie  Ordinaten  schreiben. 

Da  ich  die  Einwirkung  der  Reizung  auf  die  Schlagfolge 
des  Herzens  studiren  wollte,  musste  ich  entweder  die  Zeit  als 
Function  des  Pulses,  oder  die  Pulszahl  als  Function  der  Zeit  auf- 
fassen, d.  h.  also  die  Pulszahl  bestiramsDy  welche  innerhalb  der 
Zeiteinheit  vor  und  in  Folge  der  Reizung  aufgeschrieben  wurde, 
ich  wttblte  wie  Baxt*]  das  letztere  als  leichter  durchführbar,  und 
benutzte  als  Zeiteinheit  immer  je  2  Secunden,  da  ich  durch  einige 
Berechnungen  gefunden,  dass  eine  kleinere  Eintheilung  viel  um- 
sUindllcher ,  aber  nidit  genauer  ausfiel|  wegen  der  kleinen  Uor 
regelmassigkeiten  der  Aufscbreibu&g  und  Ausmessung. 

4}  N.  Bali,  Die  Folgen  maiinaaler  Reize  von  ungleicher  Dauer  anf 
den  N.  accelerans  cordia.  Archiv  für  Physiologie  vonDo  Bol s-Beyinottd 
4877. 
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i2, 

Fig.  t. 

Durch  obige  ZeicbBUDg  will  ich  ein  Beispiel  geben  Uber 
die  Art  meiner  Ausmessung.  Rechts  finden  sich  die  Ordinalen 
der  vier  Federn.  Üie  Ordinale  D  entspricht  der  Pulscurve,  C  der 
Curve  der  Reizdauer,  B  ist  die  Ordinale  des  Zeitmarkirers  und 
A  die  des  Reizmarkirers.  Verlängert  man  eine  Ordinate,  hier  die 
unterste,  so  kann  der  gegenseitige  Abstand  dieser  Ordinaleu, 
d.  b.  die  Grossen  a,  ß,  y,  leicht  ermittelt  werden. 

Die  linke  Seite  der  Zeichnung  ist  ein  Facsimile  des  Beginns 
einer  Reizung.  Ich  habe  dal)ei  nur  zu  bemerken,  dass  darin  die 
einzelnen  Gurven  viel  näher  an  einander  gerückt  sind,  als  es 
der  Wirklichkeit  entspricht,  dass  aber  die  Gurven  selbst  in 
oatüi'licher  Grösse  wiedergegeben  sind. 

Die  erste  Aufgabe  der  Ausmessung  ist ,  die  identischen 
Punkte  der  Zeitcurve  und  der  Fulscurve  zu  verbinden.  Stellt 
nun  a6  =  2  See.  die  Zeiteinheit  für  die  Pulsmessung  dar,  so 
reprüsentirt  cd  den  identischen  Abschnitt  der  Pulscurve  mit 
Rücksicht  auf  die  Federslellung  von  B  und  D. 

Das  zweite  Erforderniss  ist,  doD  Anfang  der  Reixung  zu  be- 
stimmen. Bei  Z  wird  durch  das  Oefftaen  des  SeblOssels  Ö»r  Nerv 
in  den  Stromkreis  eingeschaltet,  so  dass  mit  dem  Eintreflfen  des 
naehsten  Reizes  der  Anfang  der  Reisung  beginnt.  Der  identische 
Punkt  fnr  Zauf  der  Curve  des  Reixmarkirers  ist  Z,,  somit  r^  der 
erste  Reis  für  den  Oeffnungsstrom  bei  Abbiendung  des  Schliea- 
sungsstroms.  I>er  identisdie  Punkt  von  auf  der  Curve  des 
Zeitmarkirers,  d.  h.  der  Anlang  der  Reisung,  ist  x. 

Wenn  ich  also  bei  der  Ausmessung  der  Pulssahlen  die  nor- 
male Sohlagfolge  bis  c,  und  von  da  an  die  unter  dem  Einfluss 
der  Reizung  stehende  annehme,  so  habe  ich  zur  Erlangung  der 
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riebtigen  Werthe  eine  Gomctur  ansubringen.  Da  eine  Seeunde 
hier  19.6  mm,  dx  —  48.2  mm  ist,  so  ist  ax  a  0.67  Seeon- 
deo  oder  as  0.38  Zeiteinheiten  der  Messung. 

Auf  dieselbe  Weise  Jiisst  sich  auch  das  Ende  der  Reizung 
besliminen,  dadurch  die  Zahl  der  Reize,  und  wenn  ich  die  Reiz- 
dauer durch  die  Anzahl  der  Reize  —  1  dividire ,  das  Intervall 
zwischen  zwei  Reizen. 

Es  könnte  auf  den  ersten  Rlick  passend  erscheinen,  die 
Correclur  für  den  Anfang  der  Reizung,  der,  man  kann  sagen, 
nie  mit  der  Zeiteinheit  zusammenfallt,  schon  bei  der  Ausmessung 
der  Pulszahl  zu  bertlcksichtigen.  Da  aber  die  linearen  Diffe- 
renzen nicht  (lirect  Ubertragbar  sind,  weil  die  Zeiteinheit  selbst 
wegen  der  ungleichen  Fortbewegung  des  endlosen  Papiers  in 
ihrer  linearen  Ausdehnung  wechselt,  so  ist  es  weit  beciuemci, 
ganz  unabhängig  von  dem  Eintritt  der  Reizung  die  Schlagfolge 
des  Herzens  anszumesaen,  and  erst  bei  der  Correclur  der  so 
erhalteiMfB  ZaUen  auf  den  wabrea  ReinBlaiig  lUicksiGhi  su 


t.  "Oomelur  Aar  arlialtiiMii  WarQia. 

Da  die  diirob  die  Raimag  beeMflowCe  Palaaahl  nur  aU> 
mahKeh,  auch  wahrend  der  «ir  Mesamig  benfllMen  gaHehilieit, 
sich  lindem  wird,  so  ttberimg  loh  diedlreol  emittellea  IMm 
werihe  anf  ein  M ilümelerpapier  ki  deir  Weiaei  daas  feh  die  Zeit 
als  Abaefsae,  nnd  »die  in  -der  teiteinhelt  erbsHenen  Pabsablen 
als  Ordiftaten  auftrug,  diese  Pnnble  aber  nicht  geratiSlnIg,  aoa» 
dem  In  Qurv^nform  verband.  Da  die  Ausmessnng  4&r  fixen 
Pankte,  sowie  die  Pnlsaablang  gewisse  Fehler  •einachllesai,  so 
-ertaubte  loh  mir  «iieb,  die  dfreel  erbaKenen  "PaiAte  im  Rahmea 
der  Fehlergrencen  zu  andern,  and  dadurch  die  wahrscheinHcheii 
Fehler  anssusohliessen .  Ich  ging  eben  von  dem  Gedanken  aus, 
dass  im  Organismus  nicht  plötzliche ,  sondern  nur  allmählich 
fortschreitende  Aenderungen  vorkommen  können.  Ich  tjlauho 
auch,  dass  diese  Methode  tlberhaupt  anzuwenden  ist,  wenn  nur 
die  Correctur  den  möglichen  Fehler  nicht  überschreitet.  Die 
Correction  war  daran  gebunden,  dass  die  durch  die  Reizung 
bedingte  Pulsvermehrung  sich  im  Gesammtwerlhe  nicht  ändern 
durfte.  Es  mussten  also  die  Abweichungen  einer  OrdiDale 
darch  die  der  nttchstliegenden  ausgeglichen  werden. 
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In  Figur  2,  Tafel  I  habe  ich  eine  solche  Goirectur  wiederge- 
geben. Die  PnnlLte  bedeuten  die  direct  gewonnenen  Pulstahlen. 
Der  Anfang  der  Reizung  fällt  mit  O  -susammen.  Die  Ordinalen 
geben  von  der  normalen  Pulssahl  aus.  Die  Curve  stellt  also 
dieduroh  die  Reizung  bedingte  Veränderung  der  normalen  Schlag- 
taU  dar,  ausgedrOekt  in  der  Einheit  von  %  Secunden.  Die  Zeich- 
nung lässt  zu  gleicher  Zeit  erkennen ,  in  welcher  Weise  ich  für 
die  Differenz  zwischen  Anfang  der  Reizung  und  Anfang  der 
Zahlung  die  Conectur  jinbrnchte,  nämlich  dadurch,  dass  ich  die 
Curve  um  diese  Differenz  seillich  verschob,  so  dass  sich  nun  die 
den  wahren  Reizabscbnillen  entsprechenden  Ordinalen  direct 
ablesen  lassen. 

Die  grössle  Correclur  betrügt  in  der  angeführten  Curve  0.1 6 
Pulse  für  die  Einheit  von  2  Secunden.  Ich  bemerke,  dass  dieses 
Beispiel  nicht  deshal!)  heniustiesucht  wurde,  weil  dabei  die  Cor- 
recluren  klein  sind.  Es  isl  eine  Durchschnittscurve,  und  eine 
Correctur  von  0.16  Pulsrn  i:ch(»r(  sclion  zu  den  .\usnahmen. 

In  manchen  Fällen,  \svnu  der  Anfang  der  Heizung  gerade 
mit  einer  Oefl'nung  oder  Schliessung  des  priinilren  Stromes  zu- 
sammenfülll ,  kann  es  zweifelhaft  werden  ,  was  als  erster  Reiz 
anzusehen  isl.  Ich  habe  mir  dann  in  der  Weise  geholfen,  dass 
Ich  die  Curve  dieser  Reizung  mit. einer  ähnlichen  verglich,  und 
nach  dem  Verlauf  der  beiden  Curven  die  Wahrscheinlichkeit 
des  einen  oder  andern  Falles  beurtheilte.  Auf  diese  Weise 
kommt  man  in  den  meisten  Fcillen  leicht  zum  Ziele. 

leh  habe  bis  jetzt  nur  von  der  absoluten  Pulszahl  gesproohen, 
wShrend  der  EffSect  der  Reizung  doch  nur  die  tlberzahlige  Puls- 
nU,  d.  h.  die  dber  der  normalen  gelegene  Pnlszahl  ist.  Es 
handelt  sich  also  um  die  Frage ,  welche  Schlagzahl  man  als  die 
Bonnale  anzusehen  habe.  Vor  jedem  neuen  Versuchsabschnitte 
Wörde,  wie  schon  besprochen,  wenigstens  30  Secunden  lang 
die  normale  Pulscurve  aufgeschrieben.  Man  konnte  also  die 
auf  diese  Weise  gewonnene  Durchschnittszahl  als  normal  an- 
sehen, und  daraus  dieUberztthlige  Pulszahl  berechnen.  Nun  hat 
Baxt<)  angegeben,  dass  die  von  ihm  so  genannte  maximale 
Häufigkeit  der  Sehlagzahl  nicht  von  der  vorher  gewonnenen 
Nermalzahl  abhängig  ist,  sondern  nur  von  der  Intensität  der 


Ii  N.  Baxl,  Die  Folgen  maximaler  Heize  von  ungleicher  Dnuer  auf 
d«nN.  aoc.  Cord.  Ar<  hiv  für  Physiologie  von  Du  Bois-Reymonci  1877. 
M4tk-phjt.  ClMt«  i»bt^.  4  5 
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Rei'/unß,  wenn  nicht  die  Verjind(*riiTic  der  normalen  Schlaafolce 
von  einer  Vagus-Reizung  oder  einer  Aenderung  in  der  Eigen- 
warme des  Thieres  herrührt.  Dies  kann  ich  im  Allgemeinen  be- 
stätigen. Die  unter  gleichen  Reizbediogungen  gewonnenen 
Pulscurven  sind  nahezu  identisch,  wenn  auch  die  vorhergehende 
Normal-Schlagzahl  etwas  variirt  hat.  Sie  weichen  nur  am  An- 
fang und  Ende  d.  h.  bei  dem  Uebergang  von  der  normalen  in 
die  von  der  Reizung  abhängige  Pulscurve  und  bei  der  Rttekkebr 
snr  normalen  Schlagzahl  von  einander  ab. 

leh  habe  aber  auch  Gurren,  wo  diesea  nicht  der  Fall  ist,  in 
denen  die  absoluten  Pnlssahlen  sich  nicht  decken,  dagegen  die 
Gurven  der  flbersflhligen  Pulse,  so  dass  man  hier  bei  Yerglei- 
ehung  zweier  Reizerfolge  nicht  von  der  gleichen,  sondern  der  ' 
direct  vorhergehenden  Normatzahl  ausgehen  mOsste.  Um  ja 
keinen  Fehler  zu  machen,  habe  ich  deshalb  nur  solche  Yer- 
Suchsabschnitte  verglichen,  welche  fast  identische  Normalzahleo 
aufwiesen,  dann  aber  immer  eine  gemeinsame  Normalsahl  an- 
genommen. 

Während  eines  Versuches  habe  ich  von  Zeit  zu  Zeit  immer 
identische  Reizbedingungen  eingeftihrt,  an  deren  Resultaten  sich  | 

die  Veränderungen  im  ganzen  nervösen  Apparat  verfolgen  Hessen, 
und  dann  nur  solche  Theile  verglichen,  bei  denen  ich  annehmen 
konnte,  dass  sie  unter  gleichen  Zuständen  des  nervösen  Appa- 
rates gewonnen  waren. 

Ich  verhehle  mir  nicht,  dass  die  auf  solche  Weise  erhaltenen 
Curven  der  überzähligen  Pulse  nicht  in  allen  Punkten  richtig  zu 
sein  brauchen.  Die  Resultate  sind  aber  bei  den  verschiedenen 
Versuchen  so  tlbereinstimniend,  dass  die  Curven  nicht  viel  von 
der  Wahrheit  abweichen  können. 

lY.  Resultate  der  KeizuDg. 
1.  Abhängigkeit  dar  ftben&hligen  Pulse  von  der  Aeiianiakl.  | 

a]  Abhängigkeit  der  Summationscurve  von  der 

Reizanzahl. 

Beizt  man  den  Nervus  accelerans  bei  gleicher  IntensiUit  und 
gleichem  Intervalle  mit  wechselnder  Reizanzahl,  so  erhalt  man 
Gurvenreihen,  wie  sie  auf  Taf.  8 --5  abgebildet  sind.  Dieselben 
wurden  an  dem  gleichen  Hunde  gewonnen.  Die  Abscissen  be- 
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deuten  die  Zeit,  ausgedrückt  in  Seeuuden,  die  Ordinaten  die 
inueriialb  2  Seeunden  erhaltenen  fllMraahligen  Pulse,  und  swar 

nach  den  scboD  corrigirten  Zahlen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  einielne  Reizcurve  fttr  sieb, 
so  l.-issoD  sieb  dnrnn  vier  Abschnitte  unterscheiden,  eineStrecIce 
der  Wirkungslosigkeit,  welche  dem  Latenzstadium  entspricht, 
einen  aufsteigenden  Theil,  den  Gipfel  und  den  absinkenden 
Tbeil. 

Die  Grösse  des  Latenzsladiums  ist  nicht  genau  zu  bestim-* 
men,  dauert  aber  auf  jeden  Fall  langer  als  bei  der  Muskelcon- 
tractioD.  Aus  ihm  geht  die  Curvo  rnsrh  in  ihren  aufsteigenden 
Theil  tlher,  welcher,  nachdem  er  einige  Zeit  njit  fast  gleich- 
müssiger  Geschwindigkeit  gewachsen  ist,  allmählich  zum  Gipfel 
umbiegt.  Der  absteigende  Curventheil  besteht  aus  zwei  Schen- 
keln, welche  durch  einen  nicht  überall  gleich  deutlich  ausge- 
prägten, aber  doch  immer  erkennbaren  Wendepunkt  verbunden 
sind.  Im  ersten  Schenkel  sinkt  die  Curve  mit  nahezu  gleicher 
Geschwindigkeit,  um  nach  ihrem  Wendepunkte,  im  zweiten 
Schenkel  ganz  langsam  der  Abscisse  sich  zu  nlihern. 

Mit  steigender  Reizanzahl  wachsen  dieCurven  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung,  aber  nicht  proportional  der  Reizanzahl,  sondern  mit 
anfangs  zunehmender,  dann  aber  langsam  abnehmender  Ge- 
schwindigkeit. Es  lüsst  sich  dies  sofort  beweisen,  wenn  wir 
s.  B.  in  Fig.  5  die  Reizcurven  von  r  m  9  mit  r  «  80  verglei- 
chen und  damit  die  Diffiereni  swischen  den  Gurven  rwSO  und 
r  —  40. 

Mit  sunehmender  Beisdauer  wird  endlich  ein  Punkt  er- 
reicht, wo  durch  eine  Yennehning  der  Beizaniahl  die  Hohe  der 
€urven  sich  nicht  mehr,  oder  nur  um  eine  minimale  Grösse 
hindert,  und  die  LUnge  derselben  nur  mehr  um  die  Verlängerung 
der  Beizung  selbst.  Diesen  Punkt  hat  schon  Baxt  in  seiner 
Untersuchung  Ober  die  Abhängigkeit  der  ObertUhligen  Pulse  von 
der  Beisaniabl  bei  maximaler  Beilintensität  und  kleinem  Intei^ 
valle  festgestellt.  Er  findet  sieh  aber  bei  jeder  BeitintensiUlt 
und  jedem  Intervalle.  Auf  der  Fig.  3  habe  ich  ihn  mit  M  be- 
seiebnet. 

Ich  möchte  gleich  hier  die  Frage  erörtern ,  ob  schon  ein 
einsiger  Reiz  eine  Wirkung  ausübt.  Aus  Fii:.  5  ist  ersichtlich, 
dass  die  Wirkungscurve  mit  der  Reizanzahl  anfangs  schneller  an- 
wächst. Das  Gleiche  seigt  sich  in  Figur  4  beim  Vergleich  der 
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Gnrve  r  s  10  mit  dem  Unieraohiede  der  Gurven  r  «  10  und 
r  s  20,  und  würde  sich  noch  deutlicher  ausprägen,  wenn  in  die- 
ser Reibe  auch  eine  Reizung  unter  lOr  vorlüge.  In  Fig.  €  gebe 

ich  eine  an  einem  andern  Hunde  ausgeführte  Reihe,  welche  das 
nllniliohe&csultat  ergiebt,  und  in  der  hci  irnoch  eine  deutliche 
Wirkung  zu  beobachten  ist.  ich  führe  diese  Reihe  auch  deshalb 
an,  weil  in  ihr  die  absoluten  Pulszahlen  ohne  Gorreclur  aufge- 
tragen sind,  wie  sie  direcl  durch  die  Messung  gefunden  wur- 
den. Hier  stellen  also  die  an  der  Ürdinatenaxe  angegebenen 
W'crtho  nicht  wie  bei  den  übrigen  Curven  die  überzähligen,  son- 
dern die  absoluten  Pulszahlen  dar.  Im  rebrigen  ist  die  Ein- 
theilung  gleich  den  früheren.  Da  also  die  Curven  anfangs  rascher 
zunchrnen,  als  ihrer  Reizanzahl  entspricht,  haben  wir,  wie  dies 
besonders  aus  dcM-  Curve  r  =  i  hervorgeht,  für  einen  einzigen 
Reiz  überhaupt  keine  grosse  \Virku?)g  zu  erwarlcn  Ich  habe 
nun  zufüllig  keinen  Versuch  mit  nur  einem  einzigen  Heize, 
aber  doch  einen  njil  r  =  2  bei  dem  Hunde  //,  den  ich  zusammen 
mit  einem  von  r  =  4  in  Fig.  7  dargestellt  habe.  Auch  sie  sind 
in  iihsoluten  uncorrigirlen  Zahlen  wiedergegeben.  Für  2r  ist 
nun  allerdings  eine  Wirkung  sichtbar,  die  Ijhehung  ist  aber 
so  klein,  dass  sie  sehr  schwer  von  den  normalen  Pulsschwan- 
kungen zu  unterscheiden  ist.  Dennoch  w  ird  dadurch  sehr  wahr- 
scheinlich ,  dass  der  erste  Reiz  schon  eine  Pulsvermehrung  her- 
vorruft. Ich  glaube  auch,  dass  dies  unbedingt  nothwendig  ist, 
da  jeder  Reiz  eine  wenn  aueb  noch  so  minimale  Aenderung  im 
nervösen  Apparate  zur  Folge  haben  muss.  Und  diese  Aenderung 
kann  sich  wohl  quantitativ  aber  nicht  qualitativ  mit  der  Zahl 
dßt  Reize  verschieben.  Es  wttrde  sich  also  nur  um  die  Frage 
handeln,  ob  die  Aenderung,  welche  ein  Beiz  verursacht,  gross 
genug  ist,  um  eine  sichtbare  Wirkung  auszuttben. 

Wie  andern  sich  nun  die  einzelnen  Abschnitte  der  Gurve 
mit  der  Reizanzahl? 

Im  aufsteigenden  Abschnitte  der  Gurve  nimmt  hauptsllchlich 
die  LUnge  des  steilen  Theiles  mit  der  Reizanzahl  zu,  und  damit 
auch  die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Gipfel  erreicht  wird,  w  ah- 
rend der  Uebergang  zum  Gipfel  bei  allen  Curven  in  ähnlicher 
Weise  verläuft.  Diese  Zunahme  dauert  bis  zu  der  Reizanzahl,  bei 
welcher  die  Höhe  des  Gipfels  nur  mehr  minimal  sich  ändert, 
ich  habe  deshalb  diese  Höhe  die  Maximalhühe  genannt,  und 
werde  diesen  Ausdruck  fernerhin  auch  beibehalten,  und  darum 
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attob  die  Aiuihl  von  Einielreixeo,  bei  welcher  diese  Maximal- 
hoiie  erreieht  wird,  als  die  maximale  beseichnen. 

Der  erste  Schenkel  des  Abfalls  nimmt  ebenfalls  mit  der 
Reisanzahl  an  Steilheit  und  Lange  ta  in  ahnlicher  Weise^  nur 
etwas  weniger  rasch,  wie  die  Hohe  der  Gnrve.  Anoh  diese 
Zunahme  erreicht  eine  Grenze,  von  der  an  die  Lange  der  Strecke 
gleich  bleibt,  wahrend  die  Steilheit  sogar  wieder  abnimmt, . 
bis  auch  sie  nahezu  stationär  wird  und  zwar  mit  der  Heizanzahl, 
welche  ich  vorher  die  maximale  genannt  habe.  Es  weidit  des« 
hafb  bei  den  einzelnen  Curven  die  Lage  des  Wendepunkte  im 
abfallenden  Gurventheilo  viel  weniger,  wie  die  Hohe  der  Gipfel 
von  einander  ab.  Dieselben  liegen  auf  einer  Linie,  welche, 
mit  der  Abscisse  einen  spitzen  Winkel  bildend,  anfangs  nahezu 
gerade  ansteigt,  um  dann  rasch  sich  wendend  in  eine  zur  Ab- 
scisse parallel  laufende  Gerade  Uberzugehen. 

Der  zweite  Schenkel  des  abfallenden  Gurventbeiles  nimmt 
mit  der  Reizanzahl  an  LUnge  constant  zu,  und  zwar  ebenfalls  mit 
anfangs  beschleunigter,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit, 
wahrend  seine  Neigung  zur  Abscisse  ganz  langsam  kleiner  wird. 

Auch  diese  Aenderung  erreicht  mit  der  maximalen  Reiz- 
anzahl einelireuze.  so  dass  von  dieser  Heizanzahl  an  Anstieg  wie 
Abfall  nahezu  volisliindi:^  glcicli  l)leil>en,  und  die  Curven  haupt- 
sächlich in  der  ungleichen  Länge  iiirer  Gipfel  sich  unterscheiden. 
Ich  nenne  deshalb  diese  Curvenform,  welche  die  maximale  Heiz- 
anzahl hervorbringt,  die  Grenzcurve,  weil  sie  sich  mit  der  Heiz- 
anzahl  fast  nur  mehr  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels  ändert. 

Die  Gesetzmässigkeit  dieser  Aenderung  geht  direct  aus  der 
Betrachtung  der  Curven  hervor,  und  ist  es  unnöthig,  durch 
Zahlenangaben  weitere  Beweise  dafür  zu  liefern ,  besonders 
wenn  man  die  Curven  zu  üilfe  nimmt,  die  ich  noch  weiter  an- 
führen werde. 

Die  Betrachtung  der  Curven  zeigi,  glaube  ich,  dass  wirk- 
lich eine  Sumoiatioo  vorliegt.  Dieselben  steigen  abhUngig  von 
der  Reizanzahl  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  bis  zur  Maxi- 
malhohe an.  Mit  der  Hohe  des  Gipfels  wachst  auch  die  Steil- 
heit des  Abfolls,  welcher  in  ähnlicher  Weise  wie  der  Anstieg 
verlauft. 

Dagegen  finden  sich  doch  auch  bedeutende  Abweichungen 
von  einer  Summation ,  deren  Einzeicurven  alle  identisch  sind. 
Es  nehmen  einmal  die  Curven  anfangs  mit  wachsender  und  dann 
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erst  mit  abnehmender  Ge^chwindigkeil  zu,  die  Länge  der  Curve 
wachst  nicht  proportional  der  Reizanzahl,  sondern  in  einem  an- 
dern Verhaltniss,  und  auch  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls 
ändert  sich  nicht  proportional  mit  der  Ilühe  der  Curven.  Wollen 
wir  diese  Unregelmässigkeiten  in  Zahleoform  ausdrücken,  so 
erhalten  wir  folgende  Tabelle : 


tw  BaiM 

H9he  der  Ooma  | 

1    Llage  dttComn 

Mittt.  OMehw.  f.  a.  niik.T.  U8K. 

1  absolote 

Zuattbme 
ftr  Ir 

»baolat 

nachöchlaei» 
der  BeizQDg 

Anstieg 

Abi 

t.  Schenkel 

IUI 

2.  Scheok«! 

1 

t 

■ 

1 

ur  3. 

41 

t.85 

0.t4 

81.4 

84.4 

8.6 

4.48 

0.84 

(9 

3.25 

0.4< 

42.2 

40.4 

8.8 

4.52 

0.5J 

34 

8.75 

O.Of? 

74.6 

74.6 

4.0 

4.54 

0.25 

4» 

4.03 

u.ui 

81.6 

76.7 

3.7 

4.57 

0.27 

S04 

4.66 

0.00 

4.4 

4.86 

1.14 

Fijlur  4. 

40 

4.80 

0.48 

98.4 

«7.5 

8.0 

4.07 

0.40 

SO 

3.U 

0.13 

40.0 

38.1 

4.0 

4.45 

0.46 

44 

3.80 

0.03 

6t. 0 

57.0 

3.8 

4.51 

0.34 

104  1 

4.50 

0.01 

96.0  j 

86.0 

3.6 

4.40 

0.21 

1 

Figur  5. 

9  1 

0.73 

0.08 

20.2 

n.2 

0.94 

0.62 

0.30 

to 

4.84 

4.04 

33.0 

25.0 

4.53 

4.04 

0.39 

30 

2.18 

O.OS 

40.8 

88.6 

4.40 

4.09 

0.40 

40  1 

S.40 

O.OS 

47.0 

80.6 

4.84 

4.44 

0.44 

Auch  aus  diesen  Zahlen  ersieht  man,  dass  die  Hohen  der 
Curven  mit  abnehmender  (iesrhwindif^keit  wachsen,  nachdem 
sie,  wie  aus  Fig.  5  hervorfieht,  kurze  Zeit  zugenommen  haben; 
das  NJImliche  hat  für  die  Lange  der  Curv  en  Geltung,  nur  dass  die 
zunehmende  Geschwindigkeit  erst  sjiiiter  beendigt  ist.  Dieses 
drückt  sich  besonders  in  der  ').  Coiuinne  aus,  deren  Werthe  bei 
einlacher  Siiiurnation '  alle  gleich  sein  sollten.  Die  angeführ- 
ten Geschw  indigkeiten  des  An-  und  Abstiegs  sind  nicht  voll- 
sUndig  correct,  da  die  Wahl  der  fixeo  Punkte  immer  eine  ge- 
wisse Willktlrlichkeii  in  sich  schüesst.  Es  ist  aber  trotzden) 
daraus  ersichtlich ,  dass  die  Geschwindigkeiten  nicht  gleich 
sind,  dass  die  Gesobwindigkeit  des  ersten  Schenkels  im  Abfall 
nach  einem  ganz  anderen  YerhtfUnisse  zunimmt,  wie  die  Gipfel- 
hohe,  und  bei  längerer  Beizung  sogar  wieder  abnimmt,  dass 


4)  Seite  ill. 
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auch  der  zweite  Schenkel  nach  einer  kurzen  Zunahuie  in  sei- 
ner Geschwindiükeil  «anz  allmählich  zurückgeht. 

Lin  übrigens  momentan  entscheiden  zu  können ,  ob  hier 
eine  einfache  Sunimalion  vorliegt,  haben  wir  nur  die  Grenzcurve 
z.  B.  in  Fig.  3  bei  r=:201  ins  Auge  zu  fassen,  und  die  Form 
des  An-  und  Abstiegs  mit  einander  sn  vergleichen ,  welche  ja 
in  diesem  Falle  identisch  sein  mflssten. 

Es  muss  also  nothwendig  wahrend  der  Reizung  eine  Aen- 
derung  in  der  Einselcurve  eintreten. 

b)  Die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 

Reizzahl. M 

Um  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der  Reizzahl 
kennen  zu  lernen,  habe  ich  aus  der  ÜitTerenz  der  Summations- 
curven  nach  der  schon  angegebenen  Methode  die  mittleren  Ein- 
zelcurven  construirl.  und  mit  einander  vei  tzlichen.  Die  Reihen 
der  Einzelcur\ eil ,  die  ich  zunllchst  besprechen  will,  gehören 
den  Sumniaiionscurveü  auf  Fig.  3 — 5  an,  und  sind  in  den  Fi- 
gui'en  8 — 10  abgebildet. 

Die  Eintheilung  ist  dieselbe,  wie  bei  den  Summationscur- 
ven,  nur  sind  die  überzahligen  Pulse  nicht  jn  der  Einheit  von 
2  See.  sondern  von  \  See.  ausgedrückt. 

Wir  sehen  zunächst,  dass  die  Wirkung  eines  Reizes  je  nach 
der  Zahl  der  vorhergehenden  Reize  eine  bedeutende  Aenderung 
erführt,  welche  zwar  nicht  in  allen  gegebenen  Beispielen  gleich, 
aber  doch  nach  dem  nUmlichen  Princip  ablauft. 

Die  Einzelcurven  nehmen  anfänglich  mit  der  Reizzahi  in 
ihrer  ganzen  Ajisdehnung  zu,  ohne  dieAehnlichkeit  in  der  Form 
zu  verlieren,  und  zwar  ungefähr  bis  zu  einer  Reizzahi  von 
10  bis  SOr.  Dies  ergiebt  sich  aus  den  Gurven  in  Fig.  40,  hat 
aber  auch  für  die  ttbrigen  Reihen  Giltigkeit.  Auf  die  Ursachen 
dieser  Verschiedenheiten  will  ich  mich  vorläufig  nicht  einlassen, 
und  sie  erst  dann  besprechen,  wenn  die  Abhängigkeit  der 
Einzelcurve  von  der  Reizintensttät  und  dem  Intervalle  klar 
gelegt  ist. 

Von  dem  40.  bis  20.  Reize  an  beginnt  eine  rCtckläufige  Re- 

4)  Ich  verstehe  unter  Reizzniil  cinpn  hestimmlen  Einzelreiz  in  der 
ganzen  Reizreihe,  also  den  ersten  uder  zweiten  oder  a;*«"  Reiz.  Im  Gegen- 
satz dazu  bezeichne  ich  mit  Reizanzahl  die  Summe  aller  Reize. 
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wegun^ ,  iiiit  der  sich  uiicli  ilie  Form  der  Gurve  unigcstaltei. 
Dieselbe  besteht  hauj)lsächlich  darin,  dass  der  Gipfel  unter 
steter  Verbreiterung  sinkt,  verbunden  mit  einer  Zunahme  der 
Garvonlänge.  Hi(  dein  30.  Reize  ungeßlbr  nimmt  die  Btniel- 
curve  wieder  eine  constantere  Form  an ,  ttndert  sich  Oberhaapt 
nur  mehr  sehr  langsam  durch  weiteres  Sinken  des  Gipfels  unter 
Zunahme  Ihrer  Lange.  Sie  nlihert  sich  also  sehr  langsam  einer 
Grenicurve. 

Die  Form  der  mittleren  Einselcurve  ans  den  ersten  zehn 
Reizen  lasst  sich  zum  Entscheid  der  Frage  benutzen,  ob  der 
erste  Reiz  schon  eine  Vermehrung  der  Pulszahl  hervorruft.  Zu- 
nächst ist  daraus  ersichtlich,  dass  die  Frage  experimentell  nicht 
gelost  werden  kann,  da  selbst  dann,  wenn  die  Gurve  des  ersten 
Reises  mit  der  mittleren  Einzelcurve  von  10  r  zusammenföllt, 
die  Erhöhung  der  Pulszahl  in  2  See.,  nach  Fig.  8  nur  0.2  Puls- 
schltfge,  und  bei  Fig.  40  sogar  nur  0.1  Pulsschliige  betragen 
wflrde.  Je  Ideiner  aber  die  Gurve  des  ersten  Reizes  ist,  desto 
hoher  mttsste  die  Einzelcurve  des  Reizes  r=10  steigen,  d.  h. 
desto  schneller  mttssten  die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  wach- 
sen,  um  die  vorliegende  mittlere  Einzelcurve  ftlr  die  Reize  r  =  1 
bis  r=10  möglich  zu  machen.  Dies  ist  aber  nach  der  Entr- 
wicklung,  welche  die  mittleren  Einzelcurven  mit  den  späteren 
Reizzahlon  z.  B.  r=(iO  — 20)  nehmen,  nicht  denkbar,  und  wird 
es  dadiirefi  sehr  wahrscheinlich,  dass  schon  der  erste  Reiz  eine 
Wirkungscurve  besitzt. 

Was  ferner  das  I.atetr/.st.idium  der  Kinzeh'urve  betrifft,  so 
nimmt  dasselbe  mit  (ier  Zdiil  der  Reize  al),  ein  Zeichen,  dass 
bei  der  Sunimationseurve  das  sichtbare  Latenzstadium  zum 
grösslen  Theil  aus  der  Form  der  den  ci  slen  Uelzen  zukommen- 
den Einzelcurven  abgeleitet  werden  muss. 

c]  Die  Gesammtwirkung  des  Einzelreizes. 

Es  liegt  mir  ferne,  zu  izlauben ,  tiass  die  Wirkung  einer 
Accelerans-Heizung  nur  in  einer  Veränderung  der  Schlai:z;ihl 
des  Herzens  zu  bestehen  l)rauelit;  meine  Aufgabe  liegt  aiier  al- 
lein darin,  die  Gesetzmässigkeit  des  Zusammenhangs  zwischen 
Accelerans-Reizung  und  Pulsvermehrung  darzulegen.  Ich  ver- 
stehe also  hier  unter  Gesammtwirkung  die  durch  die  Reizung 
hervorgerufene  Gesammtmenge  der  überzähligen  Pulse.  In  die- 
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sem  Sinne  nufcelasst,  wird  die  GesaTnnilwirkiing  des  Einzel- 
reizes (luri'li  den  Fläcbenraum  dargestellt,  welchen  die  Einzel- 
curve  umschreibt.  Wir  können  ;ilso  schon  aus  der  Form  der 
Einzelcurve  ersehen,  dass  auch  die  GesammtwirkuDg  des  Eia- 
zelreizes  mit  der  Reizzahl  wechselt. 

Noch  deutlicher  erkennbar  wird  es,  wenn  wir  die  Gesammt- 
menge  der  überzahligen  Pulse  als  Function  der  Reizzahl  in  Cur- 
venform  auftragen.  Fig.  11 — 13  zeigen  solche  Curveii,  die  den 
auf  Fig.  8 — 10  dargestellten  Einzelcurven  augehören.  In  ihnen 
bedeuten  die  Abseissen  die  fortlaufenden  Reizzahlen,  die  Ordi- 
nalen die  dem  jeweiligen  Reize  zukommende  Gesammlwirkung. 

Ich  werde  erst  spiiler  darauf  eingehen,  in  welcher  Weise 
solche  Curven  zu  construiren  sind.  Es  sei  nur  soviel  erwähnt, 
dass  die  den  Einzelcurven  zugehörigen  Werthe  erhallen  werden, 
wenn  man  die  Gesammimenge  der  Oberzähligen  Pulse  der  bei 
venehiedener  Beisanzahl  gewonnenon  Summationseiirvan  yon 
eioaiider  absieht.  Trügt  man  aiso  die  den  Summationacurven  lu- 
gehdrigen  Warthe  in  Gurvenform  auf,  so  stellt  uns  ihr  Ge- 
sehwindigkeitsverlauf  die  gewünschte  Gurve  dar. 

Die  nicht  ganz  ausgezogenen  Linien  in  den  aufgeftihrten 
Gurven  bedeuten,  dass  nur  die  beiden  Endpunkte  der  Gurven- 
siUdLe  bestimmt  wurden. 

An  diesen  Beispielen  tritt  nun  deutlieh  hervor,  was  schon 
aus  der  Formverttnderung  der  Einzelcurve  erkennbar  war,  dass 
die  Gesammtmenge  der  tlberztthligen  Pulse  mit  steigender  Reis- 
zahl rasch  zunimmt,  um  ebenso  rasdi  wieder  bis  ungefUhr  zum 
30.  und  40.  Reize  zu  fallen.  Von  letzterer  Reizzahl  an  sinkt  die 
Gurve  nur  mehr  sehr  langsam  bis  zum  Grenzwerthe.  Die  Gurve 
verläuft  also  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Aenderung  der  Höhen 
der  Einzelcurven,  und  wird  das  Sinken  der  Gurven  nicht  durch 
ihre  Verlängerung  ausgeglichen. 

Ich  glaube  damit  gezeigt  zu  haben ^  dass  die  den  einzelnen 
Reizen  zukommenden  Wirkungscurven  nicht  identisch  sind,  son- 
dern mit  der  Reizzahl  sich  ändern,  dass  also  die  Einzelcurve  als 
eine  Function  der  Reizzahl  auffjefasst  icerden  muss. 

Wodurch  diese  Formverilnderung  verursacht  ist,  wird  erst 
später  zu  besprechen  sein.  Bevor  ich  zu  etwas  Weiterem  Uber- 
gehe, möchte  ich  noch  einmal  auf  den  BegrifT  der  Greuzcurve 
zurückkommen ,  um  zu  uniersucben,  wie  weit  dessen  Aufstel- 
lung berechtigt  ist. 
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Aus  den  obigen  Gurven  in  Figur  14 — 43  geht  benror,  daas 
die  Gesammiwirkung  der  Einzelreize  von  einer  bestimmten  Reil- 
zahl  an  nur  wenig  und  allmählich  sinkt.  Derselbe  Schluss  laut 
sich  aus  den  Einseleurven  selbst  sieben.  Sie  ändern  sich  voa 
einer  bestimmten  Reizzahl  an  nur  mehr  minimal,  und  verschwin- 
dend gegenüber  den  Differenzen  der  vorausgehenden  Einzeln 
eurven.  Ihre  ganze  Entwicklung  weist  Überhaupt  darauf  hio, 
dass  die  Unterschiede  mit  fortlaufender  Reizzahl  immer  kleiner 
werden.  Wir  können  also  sagen ,  dass  die  Einzelcurve  sich 
immer  mehr  und  mehr  einer  Grenzcurve  nähert,  und  dass  der 
Fehler,  die  Einzelcurve  einer  Reizzahl  auch  für  eine  andere 
nachfolgende  gellen  zu  lassen,  imiuer  kleiner  und  kleiner  wird. 
Insofern  hat  der  Begriff  der  Grenzcurve  gewiss  seine  Berech-  i 
tigung.  I 

Ich  beschränke  aber  denseli)en  dadurch  noch  etwas  wei- 
ter, dass  ich  mit  ihm  eine  bestimmte  Eigenschaft  der  Sum- 
mationscurve  in  Verbindung  bringe.  Ich  habe  schon  hervor- 
gehoben, dass  von  der  maximalen  Reizzahi  an  die  Hohe  der 
Summationscurve  nur  mehr  minimal  zunimmt,  und  dass  sie  ihre 
Gestalt  vor  Allem  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels  Underl. 
Ein  weiterer  Unterschied  könnte  nur  in  der  Geschwindiizkeil 
des  Abfalls  liegen,  was  aber  nach  den  Figuren  3  und  6  durch- 
aus nicht  der  Fall  ist.  In  der  Figur  3  z.  H.  siimmt  die  Curve 
r  =  49  und  r  =  201  in  der  Geschwindigkeit  des  Abfalls  nahezu 
überein,  obwohl  die  Anzahl  der  Reize  ziemlich  verschieden,  und 
die  Reissahi  rs49  noch  keine  maximale  ist.  Ich  k()nnte  dafür 
auch  noch  weitere  Beispiele  anfuhren.  Eine  ganz  geringe  Ab- 
flachung tritt  allerdings  noch  ein,  so  gut  wie  eine  Erhöhung  des 
Gipfels.  Dieselbe  ist  aber,  wie  aus  der  Uebereinstimmung 
der  betreffenden  Einseleurven  hervorgeht,  so  klein,  dass  sie  für 
nicht  alizugrosse  Differenzen  in  der  Reizanzahl  vemaohlttssigt  < 
werden  kann. 

Weil  also  auch  die  Summationscurve  von  der  maximalen 
Reizanzahl  an  nahezu  eine  oonstante  Form  annimmt,  habe  ich 
die  Reizzahl,  mit  der  die  Summation  ihren  maximalen  Gipfel 
erreicht,  den  Grenzreiz  genannt,  und  verstehe  unter  der  Grenz- 
curve die  Einzelcurve ,  welche  dem  Grenzreize  entspricht.  Da 
aber  eine  Summationscurve  in  Bezug  auf  ihre  Form  nahezu  un- 
abhängig von  der  Anzahl  der  Reize  ist,  eignet  sie  sich  sehr  gut 
zur  Lösung  weiterer  Fragen. 
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8.  Die  Abhiogigkait  von  der  Stftrke  dm  Baiiet« 

a)  Bestimmung  der  ReizsUrke. 

Wemi  wirannehmeD,  dass  jeder  Heiz  eioeZustandsänderung 
im  nervösen  Apparat  hervorbringt,  nach  welcher  die  Wirkiings- 
carve  sich  richtet,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass  nnr 
eioeStromschwankong  eine  solche  Zustandsänderung  veranlasst. 
Es  wtirde  also  strenge  genommen  derelectrisehe  Reiz,  mit  Aus- 
nahme von  linearen  Stromschwankungen,  selbst  schon  eine  An- 
tahl  von  Einseireizen  darstellen ,  entsprechend  des  Gesehwin» 
digkeitsverlaufes  seiner  Gurve ,  und  erklären  sieh  so  die  ganz 
verschiedenen  Wirkungscurven  von  Strtfroen  ungleichen  Ver- 
laofes,  aber  auch  die  gleichen  Wirkungsourven  bei  StrOmen 
venchiedener  Steilheit.  Wir  kennen  also  die  eleetromotorlsche 
Kraft  nicht  direet  zur  Messung  der  Reizgrösse  benutzen,  da 
wir  die  Abhängigkeit  der  Stromcurven  von  dersellMn  in  den 
wenigsten  Fallen  kennen.  Dennoch  habe  ich  dieselbe  ans  Hangel 
an  etwas  Besserem  als  Massstab  für  die  Reizgrösse  angewendet. 
Id  diesem  Sinne  aufgefasst  wird  die  Reizgrdsse  von  der  Strom- 
dichte in  dem  durchflossenen  Nervenslücke  dargestellt,  wobei 
noch  als  weiterer  Fucior  der  Querschnitt  der  wirklich  erregbaren 
Nervensuhötauz  eiiigeschallet  werden  mUsste.  Die  Stromdichte 
wird  ausgedrückt  durch  die  Intensität  des  Stromes  7,  dividirt 
durch  den  Querschnitt  des  durchllosseiieu  Stückes. 

Da  nun  die  Intensität  gleich  ist  der  eleclromotorischen  Kraft 
dividirt  durch  die  Gesammtmeoge  derLeitungswiderstände,  d.  h. 

/s-^,'die  eleetromotorlsche  Kraft  aber  proportional  den  auf 

der  SchliUenscala  aufcelragenon  lliuheiten,  so  können  wir  bei 
dem  nämlichen  Nerven  die  Stromdiehle  d.  h.  die  KoizsUSrke  pro- 
[wrtional  den  Sehlilleneinheilen  setzen;  denn  die  Widerstünde 
der  iznnzcn  Leituniz  bleüjen  sich  überall  gleich,  und  nur  j^' ändert 
sich  mit  der  Stellung  der  secundären  Holle. 

Bei  dem  Vergleiche  verschiedener  Versuche  untereinander 
dagegen  ist  die  Reizstarke  den  Kinheiten  der  Schlittenscala  nicht 
mehr  proportional,  indem  zwar  bei  Anwendung  gleicher  Elemente 
die  electromotorische  Kraft  E  dieselbe  bleibt ,  aber  nicht  mehr 
der  Widerstand  1F,  und  zwar  wegen  Einschaltung  eines  andern 
Nerven  und  auch  ungleicher  Lagerung  desselben  auf  den  Elec- 
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troden;  ebenso  nicht  die  Stromdichte  wegen  ungleichen  Quer- 
schnitts des  eingeschalteten  Nervenstflckes. 

Soll  der  Einfluss  der  ReizsUlrke  auf  die  Summationscurven 
festgestellt  werden,  so  gewährt  es  grossen  Vortheil»  dazu  Cur- 
ven.zü  bentttzen,  die  bei  maximaler  Reizansahl  gewonnen  sind, 
da  man  bei  ihnen  ohne  grossen  Fehler  fttr  ungleiche  Reixdauer 
eine  Gorreetur  anbringen  kann. 

b)  Einfluss  der  Intensität  des  Reizes  bei  maximaler 

Reizanzahl. 

Wie  ich  sefion  l)ei  Resprechiing  der  SummationsNorpiiniJ^e 
erörtert  hab<\  niiisson  die  Curven  auch  von  der  Grösse  des  Inter- 
valls abhuniien.  Ks  lässt  sich  also  eine  vollständige  Ueberein- 
stiinmunp  des  IntensitHtseinflusses  bei  allen  Reihen  nicht  er- 
warten. Iinizdeni  ^vi^d  es  möglich  sein,  ganz  unabhJin^ig  vom 
Intervalle  den  Zusammenliang  der  ReizinlensilHl  mit  der  Form 
der  Summationscurve  in  ganz  yholicher  Weise  wie  für  dfe  Reiz- 
anzaid  darzulhun.  Ich  führe  in  Figur  1 4 — 1 6  Reispiele  dafür  an. 
Figur  Ii  ist  an  dem  Hunde  U,  Figur  V6  und  16  an  dem  Hunde 
iV  gewonnen.  Die  Curven  sind  ohne  Correctur  der  Pulszahlen 
wiedergegeben,  auch  ohne  Berücksichtigung  des  wahren  Hoiz- 
anfanges.  Sie  sind  also  der  Ausdruck  der  direct  durch  die 
Zahlung  erhaltenen  Werthe. 

Ich  habe  deshalb  die  Correctur  weggelassen,  weil  die 
Curven  auch  ohne  dieselbe  klar  machen,  was  sie  beweisen  sollen, 
dann  aber  auch,  um  die  Gleichmassigkeit  der  unconigirten 
Curven  an  einigen  Reispielen  zeigen  zu  ktfnnen.  Die  Einthei- 
lung  ist  ganz  die  gleiche,  wie  bei  den  vorhergehenden  Sum- 
mationscurven. 

Jede  Reihe  ist  im  Allgemeinen  bei  gleicher  Reisdauer  an- 
gestellt, und  habe  ich  mir  erlaubt,  bei  den  Curven ,  welche  zu- 
fällig davon  abwichen,  eine  Correctur  in  der  Weise  anzubringen, 
dass  ich  den  der  längeren  Reizung  entsprechenden  Curven- 
abschnitt  einfach  w^egliess.  So  erklärt  sich  die  Unregelmässig- 
keit desGipfeis  in  Figur  15  bei  6.6  Scaleneinheiten,  wo  die  Reiz- 
differenz zehn  Secunden  betrug  und  in  Figur  44  bei  15  Ein- 
heiten. Ich  habe  ja  schon  hervorgehoben,  dass  auch  die  Summa- 
tionsourven  maximaler  Reizanzahl  mit  der  Reizdauer  bestandig, 
wenn  auch  nur  langsam,  sich  erhöhen.  Durch  diese  Correctur 
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wurde  für  alle  Gurven  das  Eode  der  Reiznng  in  eine  Linie  gelegl, 
die  ancii  auf  der  Zeiohnung  ausgesogen  ist. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  gebt  deutlich  hervor,  dass 
die  SummatioDscurven  mit  der  Beiiinlensitttt  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  sich  vorgrössern,  aber  nicht  proporlional ,  sondern 
mit  zunehmender  dann  abnehmeoder  Geschwindigkeit,  hh  end- 
lich die  Curven  von  einer  bestimmten  Inlensitttt  an  sich  gleich 
bleiben  Dies  ist  die  maximale  Reizstttrke,  und  die  ihr  ent- 
sprechende Gurve  die  Maximaicurve. 

Ueberroaximale  Heize  ändern,  wenigstens  soweit  ich  es  ge- 
prüft habe,  die  Curvengestall  nicht  mehr.  Die  maximale  Inten- 
sität hat  nhri'jens auch  Da  xt  schon  angeführt.  Wann  dicCurven- 
ünderung  ihre  maximale  Grenze  erreicht,  lUsst  sich  tiraphisch  . 
nicht  ausdrücken,  wohl  aber  durcli  die  Gesammlraenge  der  über- 
zähligen Pulse,  welche  bei  maximaler  Reizung  sich  nicht  mehr 
ändern  darf.  Ich  werde  daran  1  bei  Besprechung  der  Gesammt- 
wirlLung,  d.h.  deren  Abhängigkeit  von  der  Reizinteosität  noch 
surückkommen. 

Um  die  Cur\'enänderung  noch  etwas  genauer  verfolgen  zu 
können,  zerlege  ich  die  Curven  wieder  in  ihre  vier  deutlich  aus- 
geprägten Abschnitte ;  die  latente  heizuug,  den  Aufstieg,  den 
Gipfel,  und  den  Abstieg. 

Ob  die  Dauer  der  laleiUen  Ueizuiii;  sich  ändert,  ist  nicht 
zu  bestimmen ,  scheinbar  ist  sie  bei  schwächeren  Reizen  ver- 
längert, was  aber  auch  in  der  geringen  Höhe  der  Curven  selbst 
begrttndet  sein  kann.  Von  vom  berein  wttre  die  Unabhängigkeit 
der  latenten  Reizung  von  der  Reisstlirke  das  WahrseheinRchste, 
da  dieselbe  nur  die  Zeit  ausdrtteken  soll,  welche  nothwendig  ist, 
damit  eine  Zustandsänderung  in  fortlaufender  Reihe  wieder  eüie 
neue  hervorruft. 

]>er  Gipfel  der  Curven  wachst  entsprechend  der  Reisstttrke 
suerst  mit  sunehmender,  dann  mit  abnehmender  Geschwindig- 
keit, bis  er  in  den  Gipfel  der  Maximalcurve  ttbergeht. 

Hit  der  Hohe*  der  Curve  nimmt  der  Anstieg  an  Steilheit  su, 
und  ebenso  die  Krttmmung  der  Wendestrecke  zum  Gipfel,  so 
dass  letsterer  um  so  frtther  erreicht  wird,  und  seine  Form  um  so 
raschereiner  Geraden  sich  nähert,  je  grosser  die  Reizstärke  ist. 

Was  den  Abfall  betrifft,  so  wäre  er  wieder  in  zwei  Schenkel 
SU  serlegen,  welche  durch  eine  Wendestrecke  verbunden  sind. 
Der  erste  Schenkel  sinkt  durchwegs  viel  rascher  wie  der  sweite* 


Digitized  by  Google 


2a6 


EawiN  VoiT, 


Die  Aenderung  des  Abfalls  ist  viel  eomplieirterer  Natur  als  die 
des  Aufstiegs.  Solange  die  Gurven  mit  der  Zunahme  der  Reis- 
starke  noch  mit  wachsender  Geschwindigkeit  ansteigen ,  rOckt 
die  Lage  der  Wendestrecke  nach  aussen  und  nur  wenig  nach 
oben.  Dadurch  werden  beide  Sehenkel  des  Abfalls  lUnger  und 
durch  die  snnehmende  Steilheit  beider  Schenkel,  insbesondere 
des  ersten,  die  Krümmung  der  Wendestrecke  grösser.  Sobald 
aber  die  Htfhe  der  Curven  mit  abnehmender  Geschwindigkeit 
wilchst,  rückt  die  Wendestrecke  verhältnissmSssig  mehr  nach 
oben,  der  erste  Schenkel  behält  seine  Länge  oder  verkürzt  sich 
wieder,  und  seine  Steilheit  nimmt  ab.  Dadurch  wird  die  Krüm- 
mung der  Wendestrecke  flacher,  besonders  da  auch  der  sweite 
•  Schenkel  immer  langsamer  der  Abscisse  sich  nähert. 

Es  andern  sich  also  die  Curven  unter  dem  Einfluss  der 
höheren  Intensitäten  h;in]>ts;iehHeh  im  nhfnllenden  Theile:  und 
es  kommt  vor,  dnss  zwei  Curven  sicti  nur  mehr  durcli  die  Steil- 
heil  des  Abfalls  und  die  verschiedene  Lage  seiner  Wendestrecke 
von  einander  unterscheiden. 

Wenn  wir  noch  auf  den  Ueberjzang  des  Gipfels  zum  Abfall 
achten,  so  ergibt  sich,  dass  dieser  um  so  spater  eintritt,  je 
grösser  die  Reizinlensitäf  ist,  d.h.  also  auch,  je  früher  der  auf- 
steigende Curventheil  in  den  Gipfel  übergeht.  Demnach  muss 
die  Breite  des  Gipfels  mit  der  Reizintensitül  zunehmen.  Was 
die  Krümmung  selbst  betrifft,  so  nimmt  sie  anijloiz  der  Steilheit 
des  ersten  Schenkels  des  abfallenden  Curventheiles  zu  und  ab. 

Wir  küüuen  also  in  der  Veränderung  der  Curven  durch 
die  Reizintensität  drei  grosse  Abschnitte  unterscheiden.  Zuerst 
nimmt  die  Höhe,  die  Lange  und  Steilheit  des  Anstiegs  und  Abfalls 
progressiv  mit  der  Intensität  des  Reizes  sn.  Dies  ist  das  erste 
Stadium.  Dann  wachst  die  Htfhe  der  Gurve  verhaltnissmassig 
wenig,  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  die  Rreite  des  Gipfels 
nimmt  aber  noch  lu,  die  Steilheit  des  Abstiegs  dagegen  ab.  Dies 
ist  das  zweite  Stadium.  Im  letzten  Stadium  unterscheiden  sieh 
die  Gurven  nur  mehr  durch  ihre  Lange  und  die  Vei^achung  des 
Abfalls. 

Nicht  uninteressant  ist  ein  Vergleiph  zwischen  Anstieg  und 
Abfall  bei  den  einzelnen  Gurven,  wobei  eine  gewisse  Ueber- 
eiostimmung  zwischen  beiden  nicht  zu  leugnen  ist.  Sie  nehmen 
beide ,  anfangs  wenigstens,  in  Bezug  auf  ihre  Steilheit  wie  auf 
die  Krümmung  der  Wendestrecken  in  ahnlicher  Weise  zu.  Erst 
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bei  den  höheren  Intensit^tten  nahe  dem  Maxinialreize  beginnt 
die  Terflaehong  des  Abfalls,  wahrend  die  Steilheit  des  Anstiegs 
Dodi  weiter  lunimmt.  IVotsdem  ist  von  Anfang  an  schon  ein 
Unterschied  zwischen  denselben  bemeiiLbar,  indem  bei  niederen 
Intensitltten  der  Abfall  constant  steiler  ist  wie  der  Anstieg,  eine 
Differens,  die  sich  in  der  Folge  gerade  umkehrt.  Es  muss  also 
die  Geschwindigkeit  des  letzteren  viel  rascher  zunehmen,  als  die 
des  absteigenden  Gurventheiles. 

An  der  Figur  45  auf  Taf.  n  ISsst  sich  diese  VerUnderang 
der  Summationseurve  unter  dem  Einflüsse  der  Reizinlensitüt 
sehr  sditfn  verfolgen,  die  maximale  Intensität  ist  in  diesem  Bei- 
spiele wahrscheinlich  bei  £  =  68  schon  erreicht.  Ein  ganz  ähn- 
liches Resultat  liefert  die  Reihe  auf  Figur  46  dieser  Tafel,  die 
an  dem  nämlichen  Hunde  N  nur  bei  einem  grösseren  Intervalle 
ausijefuhrt  ist.  Die  Maximalintensitat  liegt  hier  erst  bei  1 4  \  Ein- 
heiten, ist  also  ziendich  verschieden  von  der  in  Figur  15.  Es 
lassen  sich  auch  beide  Reihen,  trotzdem  sie  an  dem  gleichen 
Hunde  ausgeführt  sind,  nicht  direct  vergleichen,  da  die  Hebel- 
geschwind igkeit  an  dem  Reizinslruraente  verschieden  war. 

Auf  Figur  H  von  Tafel  II  ist  besonders  die  Entwicklung  der 
Cun'en  für  höhere  Intensitäten  schön  zu  sehen,  indem  von  der 
Reizst^lrke  E  =  50  nn  die  Curvenünderung  hauptsächlich  auf 
den  abfallenden  Theil  sich  beschränkt. 

Aus  diesen  Beispielen  ist  ersichtlich,  dass  mit  der  Stärke 
des  Reizes  die  Garvenform  eine  complieirtere  wird.  Bei  ein- 
facher Summining  sollten  für  jede  Grensennre  Abfall  wie  An- 
stieg die  nämliche  Gestalt  besitzen,  was,  wie  schon  bemerkt, 
seihst  bei  geringen  ReisstHrken  nicht  der  Fall  ist.  Der  Unter- 
schied wird  aber  um  so  grosser,  je  hoher  die  HeisintensiUlt  ist. 
INe  Ursache  dieser  Abweichung  wird  sich  erst  erkennen  lassen, 
wenn  wir  den  Einfluss  der  ReixrtMe  bei  snbmaximaler  Reiz- 
ansahl,  besonders  auf  die  Einzelcurve,  betrachten  werden.  Es 
laast  sieh  ttbrigens  aus  den  vorliegenden  Summationseurven 
sehen  der  Scbluss  ziehen,  dass  wenigstens  die  mittleren  Einsel- 
corven  mit  der  Reizstürke  an  Hohe,  Länge  und  Steilheit  zu- 
nehmen, und  zwar,  wie  die  Summationseurven  selbst,  anfangs 
mit  sunebmender,  dann  abnehmender  Gesdiwindigkett. 

Geben  wir  noch  auf  den  Totaleffeet  der  Reisung  ein ,  so 
seigt  sich,  dass  er  dMnfalls  mit  der  Reizstlli^e  bis  zum  Maximal- 
reiie  zunimmt.   Fttr  die  angeführten  Gurvenreihen  habe  ich 
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folgciide  Zahlen  als  Gesammtmenge  der  Uberzähligen  Pulse 

erhallen: 


Versuch  N 

Versuch  U 

m 

^'chlittein- 
einbt'itf'n 

Reiz- 
uU 

Ueberzählige  I'ttUe 

in 

Sthlittoa- 
einbeitoD  | 

Reiz- 
labl 

Utiborz&blige  PaUe 

für  di« 
Beiittüf 

fbr  r  =  1 
in  Mittel 

für  die 
gante 

für  r  1 
im  Mitt«! 

Intervall 

»  O.IS" 

Intervall 

4.9 

115 

3.20 

V.UZO 

5 

257 

n  1 1 

U.  1  J 

n  n 

v.v 

6.6 

171 

90.76 

0.421 

15 

257 

35.95 

0.4  40 

9.8 

110 

96.08 

0.928 

95 

276 

1  70.85 

0.957 

14.0 

110 

53.44 

0.486 

48 

260 

81.25 

0.313 

16 

in 

75.92 

0.68  i 

100 

253 

91. !0 

0.360 

47 

Mi 

,  94.45 

0.814 

200 

1  257 

,  104.65 

0.407 

68 

III 

1  101.61 

0.907 

800 

958 

1  108.95 

0.400 

Intervall  »0.19* 

4.4 

50 

4.39 

0.027 

4.Ö 

54 

9.05 

0.060 

6.6 

64 

8.40 

0.491 

9.8 

52 

29.40 

0.431 

20 

52 

45.60 

0.880 

33 

i  ^* 

54.00 

1.040 

es 

i  " 

'  74.98 

1.470 

Hl 

51 

1  80.69 

4.880 

Um  den  Begriff  des  Maximaireixes  sicher  su  stellen ,  füge 
ich  noch  einige  Zahlen  des  Versuches  0  bei  dem  Intervalle 
8  0.18* hinzu: 

Binheiten:     Ueberzä  hl  ige  Pulse: 
287  fifigf) 

36«  (36.14 
536  66.20 

Solche  Beispiele  könnte  ich  noch  verschiedene  anführen, 
duci)  mögen  diese  genügen,  da  ohnehin  später  noch  Gelegenheit 
sein  wird,  darauf  zurückzukommen. 

Die  angeführten  Zahlenwerthe  sind  allerdings  nicht  voll- 
kommen richtig,  indem  nicht  für  alle  Curvon  das  Ende  der  lleiz- 
wirkuug  vollständig  vorlag.  Ich  habe  mir  aber  in  der  Weise  ge- 
holfen,  dass  ich  die  Gurvenabschnitlo  anderer  Reiben  zu  Hülfe 
nahm. 

Dieses  Terfohren  ist  allerdings,  wie  ans  6er  Gurvengestall 
hervorgebt,  nicht  gans  correct,  da  mit  der  Reizgrösae  der  zweite 
Schenkel  des  Abblies,  um  den  es  sich  immer  nur  handelt, 
ebenfalls  sieh  ändert;  die  Fehler,  die  ich  dabei  machen  konnte, 
sind  aber  doch  nur  geringe,  weil  das  fehlende  Gurvenstttck 
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tiberbaupt  nur  klein,  ond  weil  fOr  Xhnliehe  Reiigrifssen  die 
Differens  «naloger  Gurveotheile  gleichfalls  nlebt  bedeatend  ist. 
Ein  weiterer  Fehler,  der  aber  nooh  weniger  ins  Gewicht  filllt, 
ist,  dass  die  einseinen  Abschnitte  nicht  bei  ToUkommen  gleicher 
Reiaaniahl  gewonnen  sind.  Da,  wie  schon  erörtert  wurde,  mit 
annehmender  Reitanzahl  der  entsprechende  Zuwachs  immer 
kleiner  wird,  so  muss  die  aus  einer  grtlsseren  Reizanzahl  gewon- 
nene mittlere  Gesammt Wirkung  fttr  4  r  auch  kleiner  ausfallen. 

Aus  den  obigen  Zahlen  ergiebt  sich  das  nämliche  Resultat, 
wie  aus  den  Curven  selbst,  dass  der  mittlere  Werth  eines  Reizes 
mit  der  Intensität  constant  zunimmt,  bis  die  maximale  Intensität 
erreicht  ist. 

Werden  die  obigen  Zahlen  in  Curvenform  aufgetragen,  und 
swar  die  Stärke  des  angewandten  Reizes  als  Abscisse,  die  auf 
einen  mittleren  Reiz  treffende  überzählige  Pulsmenge  als  Ordi- 
nate [Figur  17,  Tafel  II),  so  zeiut  sich,  dass  eine  solche  Curve 
sehr  bald  ihre  Maximalsteilheit  errciclil ,  um  dann  ganz  allmählich 
der  Geraden  sich  zu  nähern.  Die  Grosse  der  Veränderung 
nimmt  also  nicht  proportional  der  Reizintensität  zu.  sondern 
wächst  nach  einer  kurzen  raschen  Zunabma  immer  lang^mer, 
bis  sie  bei  maximaler  Inlensilät  =  0  wird. 

Zum  Verständniss  der  (Kurven  in  Figur  17  sei  noch  er- 
wähnt ,  dass  die  Resultate  der  Versuche  .V  und  fl  nicht  direct 
verL;leichhar  sind,  da  sie  an  verschiedenen  Thicren  gewonnen 
wurden.  Sie  könnten  allerdings  vergleichbar  gemacht  werden, 
wenn  man  für  jeden  Versuch  den  wahren  Maximalreiz  =  100 
setzen  würde,  was  aher  an  der  Schwierigkeit  scheitert,  die 
Grenze  der  Miivinuiliiilcnsität  zu  bestimmen,  indem  die  Hesui- 
tale  einer  Reizung  erst  nach  Ausfüiirung  der  Versuche  durch 
genaue  Rechnung  erhalten  werden  können. 

Ein  solcher  Vergleich  wttrde  aber  auch  nur  Uber  die  Ab- 
hängigkeit ehier  Reizung  ?on  der  Erregbarkeit  des  nervtfsen 
Apparates  etwas  aussagen  können,  was  vorläufig  ausserhalb  des 
Rahmens  meiner  Untersuchung  lag. 

c]  Einfluss  der  Reizintensität  bei  submaximaler 

Anzahl  von  Reizen. 

Nachdem  dcher  gestellt  ist,  dass  mit  der  Intensimt  des 
Reises  die  Reactionscurve,  wenigstens  bei  maximaler  Reiz- 
anzahl,  sieh  in  gesetzmassiger  Weise  ändert,  irägt  es  sich,  ob 
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diese  Aenderung  bei  jeder  Reizanzahl  gleicbmässig  auftritt,  oder 
ob  auch  sie  nach  der  Beizanzahl  variabel  ist,  d.  b.  ob  die  nttmliche 
Differenz  in  der  Reiziniensität  auf  SummatiooseurvenuDgleicber 
Reizanzahl  verschieden  einwirkt. 

Leider  ist  es  mir  nicht  möglich,  die  einzelnen  Stadien  der 
Veränderung,  weiche  die  Summalionscurven  durch  die  Reizin- 
tensität erleiden,  an  dem  bleichen  Intervalle  auf  obige  Frage  zu 
prüfen.  Nachdem  aber  der  Zusammenhang  zwischen  Reizinten- 
sitat  und  überzähliaer  Pulsz.ihl  eine  so  grosse  Gesetzmässigkeit 
zeigt,  wird  eine  Verallgemeiuerung  der  Resultate  wohl  ihuniich 
sein. 

In  den  Figuren  18—20  auf  Tafel  II  und  auf  Tafel  III  habe 
ich  Beispiele  gegeben  über  den  Einfluss  der  Ueiziiileusitat  auf 
die  Curvenenlwickluug  nach  der  Keizanzahl.  Die  Curven  sind 
sämmtlich  aus  dem  Versuche  1'  an  dem  nämlichen  Hunde  ge- 
wonnen, nach  ihrem  wahren  Anfange  corrigirt  und  in  derselben 
Weise  wie  die  früheren  wiedergeuehen.  Die  Curven  gleicher 
Farbe  gehören  einer  Reizintensttal ,  und  diejenigen  gleicher 
Zeichnung  der  nämlichen  oder  wenigstens  einer  nahe  liegenden 
Anzahl  von  Reizen  an. 

Figur  20,  Tafel  III  zeigt  Reiben  des  Iiiiervalles  O.42  und 
swar  bei  den  Intensitäten  300,  877  und  464  Einbeiten.  Die 
Heisintenaität  von  464  Einbeiten  iat  nocb  niebt  gani  maximal, 
daa  Maximum  lag  erst  bei  509  Wir  beben  also  bier  Yer- 
snebsreiben  vor  uns,  die  ungefabr  dem  ersten  Stadium  der  Ent» 
wieklung*)  entsprecben,  was  aiob  an  der  mit  dem  Gipfelwacbs- 
tbum  sunebmenden  Steilbeit  des  Anstiegs  und  Abfalls  erkennen 
lässty  so  dasa  die  Gipfel  der  Summationscurven  gleicber  Reiz- 
ansabl  nabesu  senkreebt  Uber  einander  liegen.  Denken  wir 
uns  die  Gurvenreibe  von  E  »  464  nocb  bis  zu  40  r  erweitert, 
so  ergibt  sieb  fOr  die  von  der  ReisgrOsse  abbltngige  Verttnde- 
rong  ein  Bild,  wie  es  z.  R.  in  Figur  15,  Tafel  II  bei  Yersncb  N 
Int.  «0.48  hir  die  ersten  HE  erhalten  wurde.  Es  nebmen 
also  die  Summationseurven  bei  jeder  ReisanzabI  mit  der  Reiz- 
intensiiat  in  ibrem  ganzen  Umfange  zu. 

Betrachten  wir  jede  Reihe  für  sich  gesondert  in  ihrer  Ab- 
bängigkeit  von  der  Reizanzahl,  so  IüssI  sich  an  ihnen  dieselbe 
Entwicklung  erkennen,  wie  sie  schon  brUher  festgestellt  wurde. 


I)  Siebe  S.  St6. 
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Wenn  wir  dagegen  die  Sumniationscurven  gleicher  Reizanzahl 
aber  verschiedener  Intensitäten  mit  einander  vergleichen,  so 
finden  wir  sofort,  dass  dieselben  sich  mit  der  Reizanzahl  nicht 
in  gleicher  Weise  andern.  Bei  300  £  steigt  der  Gipfel  mit  zu- 
nehmender Geschwindigkeit  bis  r  =  20,  von  da  an  in  langsam 
abnehmendem  Maasse.  Ebenso  nimmt  die  Steilheit  des  Abfalls 
anfangs  zu,  von  r  =  20  an  aber  nur  mehr  sehr  langsam.  Bei 
377 £  boizinnt  die  Abnahme  des  Gipfelwachsthums  schon  von 
rs=  <0  au,  desgleichen  wächst  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls 
viel  langsamer  als  bei  E  ss  300.  Noch  gleichförmiger  verlaufen 
flchon  voD  den  ersteo  Reisen  an  die  Curvea  bei  E  =  464.  Ab- 
gesehen von  dem  geringen  Gipfeiwacbsthum  erscheinen  diesel- 
ben in  ihrem  absteigenden  Theile  nahezu  parallel,  und  beginnt 
bei  r  SS  29  schon  eine  geringe  Verflachung  des  Abfalls,  was  bei 
den  QbrigeD  loteDsiUten  Oberhaupt  nicht  oachweisbar  ist. 

Daraus  folgt,  dass  die  Summatumcurvm  allerdings  mit  der 
hUMsiUU  mm^imen,  aber  m  einer  von  der  ReiMonMohl  Mänifigen 
Weite, 

Gans  Sbniiche  Resultate  ergeben  auch  die  andern  Reispiele. 
In  Figur  49,  Tafel  III  finden  sich  Reihen,  die  einer  etwas  höhe- 
ren IntensitSt  entsprechen,  ungefähr  dem  zweiten  Stadium.  Sie 
rind  mit  dem  Intervalle  0.20  bei  den  Reizeinheiten  300  und  377 
enagefahrt,  welche  letztere  schon  nahesn  maximal  Ist.  Die 
Corven  seigen  das  Rild,  wie  es  auf  Figur  45,  Tafel  II  durch  die 
Betiaog  mit  26 — 47  EinheiteD  hervorgerufen  wurde,  indem  in 
ihnen  der  die  beiden  Schenkel  des  Abfalls  verbindende  Wende- 
punkt schon  bedeutend  noch  oben  gerückt  ist,  eine  Verschie- 
bunii,  welciic  mit  (Ur  Lrhuliung  der  Intensilal  noch  fortdauert. 
Der  Grund  hierfür  liegt  darin,  dass  mit  wachsender  Reizanzahi 
wohl  die  Höhe  des  Gipfels,  aber  nicht  der  erste  Schenkel  des 
ahfallenden  Curventheiles  an  Länge  zunimmt.  In  dieser  Reihe 
pnigl  sich  nun  der  Einfluss  der  Reizanzahl  auf  die  durch  die 
AenderuHii  der  Intensität  hervorgerufene  Ditferenz  der  Summa- 
tionscurvcn  noch  weit  deutlicher  aus,  indem  der  anfanglich  be- 
stehende Unterschied  mit  Erhöhung  der  Reizanzahl  constant  ab- 
nimmt, und  schliesslich  nur  mehr  eine  aerin^e  Differenz  in 
der  Lai:e  des  (lipfeis  und  des  Wendepunktes  im  abfallenden 
Carventbeiie  übrig  bleibt. 

Noch  naher  stehen  sich  die  Reihen  auf  Figur  i8,  Tafel  11. 
i^or  ist  zu  berücksichtigen,  dass  hier  £m377  schon  Ubermaxi- 

i9* 
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mal  hiy  weshalb  die  Aenderung  der  Summationscurve  durcb 
die  öleigerung  der  Inlensiiat  von  300  E  auf  377  E  nur  mehr 
aehi*  klein  sein  kann.  Wahrend  der  Unterschied  bei  einer  klei- 
nen Reizanzahl  noch  ziemlioh  bedeutend  ist,  verichwindei  er 
für  die  höheren  Summationscurv^en  fasi  volisUbidigi  so  dass  die 
höchsten  Gurven  sich  beinahe  decken. 

Es  geht  aus  diesen  Beispielen  hervor,  dass  die  Reizinten- 
sitat  auch  auf  die  Eutwicklunii  der  Sumn)alionseur\  en  nach  der 
Reizanzahl  von  grossem  Einfluss  ist,  und  dass  die  Aenderung, 
weiche  die  Gurven  von  niaxinialer  Reizanzahl  bei  dem  Wechsel 
der  Intensität  erleiden,  nicht  auf  die  bei  verscliiedener  Reiz- 
anzahl gewonnenen  Curven  ents{>rechend  dieser  Reizanzahl  sich 
vertheilt,  sondern  erst  im  Laufe  der  Summation  sich  ausbildet. 

Dass  die  Einzelcune  eine  Function  der  Heizintensäüt  istj 
war  von  vornherein  anzunehmen ;  aus  obiyer  Thatsache  geht  aber 
hervor,  dass  diese.  Function  nach  der  Heizanzahl  variabel  sein 
muss.  Ich  will  nun  die  Gesetzmässigkeit  dieser  Abhängigkeit 
darzulegen  suchen. 

d]  Die  Einzelcurve  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der 

Reizintensität. 

Die  Eintelcurven,  welche  ich  in  Figur  84 — 93  auf  Tafel  III 
anfahre,  sind  In  gleicher  Welse  gewonnen  wie  die  fraheren, 
and  iwar  aus  den  Summalionaeurven  der- Figuren  48 — SO, 
Tafel  II  und  Tafel  III,  denen  ich  noch  eine  weitere  in  Figur  24 
auf  Tafel  III  angefügt  habe.  Gleiche  Farben  bedeuten  auf  ihnen 
wieder,  wie  bei  den  Summationscurven,  gleiche  Intensität;  der 
Unterschied  in  der  Zeichnung  soll  die  verschiedene  Reiianiahl 
wiedergeben. 

Figur  83,  Tafel  III  entspricht  den  Summationseurven  auf 
Figur  90  derselben  Tafel.  Die  eine  dieser  Reihen,  niunlich  die 
der  Intensität  E »  300,  habe  ich  schon  bei  Besprechung  der 
Entwicklung  der  Einzeicurve  nach  der  Reizzahl  angeführt.  Was 
uns  an  dieser  Stelle  interessirt,  ist,  dass  die  Einieleurven  bis 
cum  zwanzigsten  Reize  gleichmässig  an  Umfeng  zunehmen, 
ohne  sich  in  ihrer  Form  wesentlich  su  unterscheiden.  Von 
r=20  an  beginnt  die  rückläufige  Rewegung,  in  Zusammenhang 
mit  der  schon  früher  erwähnten  Umgestaltung  der  Curvenform. 

An  der  zweiten  Reihe,  die  bei  der  Intensität  E  b  377  ge- 
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Wonnen  wurde,  lüsst  sich  derselbe  Zusammenhang  zwischen 
der  Form  der  Einzelcurve  und  der  Reizzahl  nachweisen.  Die 
Einzelearven  nehmen  anfönglich  zu,  um  von  einer  bestimmten 
Reiiialil  an  ganz  allmUhlich  der  Grenzcnrve  sich  zu  nttbem. 
Oant  dasselbe  findet  anch  bei  der  Intensität  464  statt. 

Es  ändert  ficA  also,  wi^  es  schon  früher  ausgesprochen 
wurdey  die  Emaehurve  in  gans  bestmmter  Weise  nUt  suneAmäi- 
der  Reissahlf  sie  ist  also  eine  Fimction  derselben^  und  xtoar  bei 
jeder  IntensHäi, 

Wenn  wir  die  Einzelenrven  der  veraefaiedenen  Reihen  mit 
einander  vergleichen,  so  erhalten  wir  den  Einflnss  der  Reiz- 
Intensität  anf  die  Einzelcurve.  Dabei  ergibt  sieh,  dass  dieselben 
mit  der  Grosse  des  Reizes  in  ihrem  Umfange  zunehmen.  Wah- 
rend aber  die  Gurven  der  niederen  Reizzahlen  (I  —10)  sehr  be- 
deutend wachsen,  und  zwar  ohne  ihre  Gestalt  viel  zu  ändern, 
sind  die  Grenzeurven  nur  mehr  sehr  wenig  verschieden,  haupt- 
sächlich in  Bezug  auf  ihre  Lange  und  Verflaehung  des  zweiten 
Schenkels  im  abfallenden  Gurventheilc.  Es  geht  dies  wenigstens 
aus  dem  Vergleich  der  minieren  Kinz(  Inirven  für  rB(30-— 40) 
bei  den  IntensitJlten  £"=300  und  H=  'ill  hervor. 

Leider  habe  ich  für  die  Intensität  £=  464  keine  analoge 
Curve  anzugeben.  Es  lasst  sich  aber  doch  aus  der  Üiflerenz  der 
Curven  (10 — 19)  und  (19 — 29  entnehmen,  dass  auch  für  diese 
Intcnsitttt  die  Grenzcurve  nicht  viel  von  den  anderen  abweichen 
kann. 

Da  nun  die  Curven  der  niederen  Reizzahlen  mit  der  In- 
Icnsitiit  zunehmen,  die  Grenzeurven  aber  von  ihr  nahezu  unab- 
hängig sind,  so  muss  die  rückläufige  Bewegung,  welche  die 
Kntwicklung  der  Einzelcurve  nut  steigender  Beizzahl  erführt, 
um  so  bedeutender  sein,  je  mehr  die  Einzelcurven  anfangs  zu- 
genommen haben,  d.  h.  je  grösser  die  ReizintensitiU  war. 

Es  bleibt  uns  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  die  Einzel- 
curve, als  Function  der  Heizzahl  aufiiefasst ,  mit  der  Intensiliit 
sich  ändert.  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  bei  der  Intensität 
300  die  Cur\'en  bis  r=20  zunehmen .  dass  dagegen  die  rilck- 
liiufige  Bewegung  bei  der  Intensitiil  464  an  der  mittleren  Einzel- 
curve rs=(10 — 19)  schon  sichtbar  ist.  Daraus  ergiebl  sidi  der 
Satz: 

Die  Entwicklung,  welche  die  Einzelcurve  abhtfngig  von  der  ' 
Reiszahl  durchmacht,  ist  insofern  eine  Function  der  Intensität, 


Digitized  by  Google 


244 


£hWlN  VoiT, 


als  sie  mSl  saDehmender  ReiigrMee  raBcher  sich  vollsiebl,  indem 
die  Einseleurven  eioestheils  rascher  mit  der  Rdssahl  wachsen, 
aber  auch  eutspreofaend  früher  ihre  rOcklttufige  Beweguog  be- 
ginnen. Daher  iLommt  es  auch,  dass  die  Gurven  der  Intensitäten 
300  und  464  an  einer  bestimmten  Stelle,  bei  der  mittleren 
Binielcurve  rs(IO — 49)  resp.  (9 — 20),  sich  nahem,  um  dann 
wieder  bei  (49 — ^89)  resp.  (90 — 30)  weiter  auseinander  lu  treten. 
Zugleich  möchte  ich  noch  hervorheben,  dass  in  dieser  Reihe  die 
mittleren  Einzeicurven  bis  zur  Grenzeurve  bei  den  höheren  In* 
tensitäten  auch  grösseren  Umfang  besitzen. 

Auf  Figur  (29),  Tafel  Hl  finden  sich  die  Eiruelcurven, 
welche  den  Summationscurven  der  Figur  (49),  Tafel  III  ange- 
hören. Ich  habe  ihnen  nur  noch  eine  weitere  Reihe  von  der  Inten- 
sität £=  464  als  dem  maximalen  Reize  hin/ngefdgi.  Diese 
Reihe  ist  mit  den  beiden  andern  nur  unter  Vorbehalt  vergleich- 
bar, indem  ihre  Summationscurven  von  einer  andern  normalen 
Pulszahl  ans  trerechnol  sind.  D;i  ahor  hierdurch  nur  die  bei 
geringer  Reizzahl  erhalldicn  ni  in  irren  Hinzolcurven  verändert 
werden,  und  es  sich  tiier  nicht  um  absolute  Werthe  der  Curven, 
sondern  hauplsHrhlich  um  deren  Veränderung  mit  der  Heizzahl 
handelt,  habe  ich  dieselbe  doch  angereiht. 

Aus  den  Reihen  habe  ich  solche  mittlere  Einzeicurven 
wejfgelassen,  welche  zum  weiteren  Verstiindniss  nichts  beilragen. 
Es  fehlt  in  der  Reihe  £"=300  die  mittlere  Einzelcurve  (30  —  40). 
Sie  würde  gerade  in  die  Milte  zwischen  r=  (19  —30)  und  r= 
(40  — 5^)  zu  liegen  kommen.  Bei  i:'=377  fehlt  die  mittlereEin- 
zelcurve  r=  29  —  iO),  und  liegt  dieselbe  etwas  über  der  Einzel- 
curve r= ''40  —  48).  In  der  Reihe  £=464  ist  r=  (30— 39;  weg- 
gelassen, dieselbe  fUllt  nahezu  zusaiiunen  mit  r=(39  — 99). 

Aus  all'  diesen  Curven  ergibt  sich  wieder  das  nämliche  Re- 
sultat, was  wir  schon  aus  Figur  23,  Tafel  III  erhalten.  Die  Ent- 
wicklung der  Gurven  nach  der  Rehxahl  verUluft  bei  allen  Inten- 
sitilten  in  analoger  Weise.  Die  Gurven  der  niederen  Reissahlen 
nehmen  mit  der  Intensität  su,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  der 
Reihen  f  s  300  und  E  »  377  ergibt.  Die  Reihe  464  ist  hier 
gerade,  aus  dem  vorher  erwähnten  Grunde,  nicht  in  Rechnung 
f  u  ziehen.  Ebenso  sind  die  Grenzcurven  sehr  wahrscheinlich  bei 
allen  Intensitäten  nahesu  gleich.  Die  Einzeicurven  rs=  (40—54) 
und  (40—48)  sind  allerdings  noch  keine  Grenzcurven,  weichen 
aber,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  mit  ras(39— 99)  ergibt,  nicht 
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weit  von  denselbeii  ab.  Nur  der  Beweis  ttber  die  versohfedene 
Gesehwindigkeit  der  GorveDeniwioklung  bei  den  einielnen  In- 
tensitäten ist  gerade  an  dieser  Reihe  schwerer  sn  erbringen. 
Es  lüsst  sieh  aber  doch,  wenn  wir  die  mittleren  Binselcnrven  der 
höheren  Reizsahlen  betrachten ,  nodi  Versdiiedenes  aus  ümen 
entnehmen.  Die  mittlere  Einselonrve  r  a»  (20  —80)  ist  nttmlich 
bei  allen  Intensitäten  nahesn  gleich  hoch ,  und  weist  sogar  die 
Gurve  der  kleinsten  ReizgrOsse  £^»300  den  httohsten  Gipfel  auf, 
wenn  auch  die  Langen  der  Gunren  immer  noch  mit  der  Intensitttl 
zunehmen.  Noch  mehr  interessiren  die  mittleren  Einzelcnnren 
rs  (40  —50),  da  hier  der  höchste  Gipfel  auf  die  der  kleinsten 
Reizgrösse  angehörige  Curve  füllt,  welche  ttberhaupt  mit  Aus- 
nahme ihrer  Länge  die  anderen  überragt:  denn  auch  die  der 
Reihe  £ss464  .ingehörige  Gurve  rss (30^391  liegt  unterhalb 
derselben  und  fallt  mit  der  Grensenrve  rs(39  — 99)  nahezu 
zusammen. 

Während  also  bei  der  ersten  Gruppe  der  Einzeicurven  die 
Gurren  hoher  Intensitäten  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  die  der 
anderen  überragen,  gibtos  in  dieser  Reiho  eine  Reizzahl,  mit 
der  die  Einzeicurven  höherer Roizgrössen  unter  die  der  kleineren 
herabsinken.  Dies  ist  auch  ein  Beweis  für  die  verlier  aus- 
gesprochene Behauptung,  dass  die  Geschwindigkeit  der  Curven- 
ent Wicklung  nach  derRei/zahl  von  der  Intensität  abhangt.  Diese 
Reizzahl,  bei  der  die  Curven  der  höheren  Intensitäten  unter  die 
der  niederen  herabsinken,  liegt  sehr  wahrscheinlich  zwischen 
r  =  20  und  r=30. 

Die  nämlichen  Thatsachen  lassen  sich  aus  den  Curven  der 
Figur  21,  Tafel  III  entnehmen,  welche  den  Suininationscursen 
von  Figur  18,  Tafel  II  .entsprechen  und  kann  mit  ihnen  beson- 
ders der  Beweis  erbracht  werden ,  dass  die  Entwicklung  der 
Einzelcurvc  nach  der  Reizzahl  von  der  lDtensit<Jit  abhUngig  ist, 
durch  Vergleich  der  mittleren  Einzeicurven  ras  (40  — 20)  resp. 
ras (44—19)  bei  der  Intensität  £»300  mit  £»377.  Denn  die 
Gurve  der  höheren  ReisgrOsse  £«377  hat  sehen  ganz  die  Form 
der  rttcklflufigen  Rewegung  angenommen,  ist  auch  viel  tiefer 
gesunken,  wie  die  der  kleineren  Intensität  angehtfrige  Gurve. 
Auch  die  Grenzonrven  sind  wieder  nahezu  identisch,  obgleich 
sie  nicht  den  nämlichen  Reizzahlen  entsprechen,  da  die  eine 
die  mittlere  Einzeleurve  von  ras (44^4 01),  die  andere  von 
ras  (49— 204]  vorstellt.  Die  wahren  Grenzcurven  müssen  also 
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einander  noch  viel  näher  sleheii  ,  uls  es  hier  zum  Ausdruck 
kommt.  Jedenfalls  geht  aber  aus  dieser  Gruppe  hervor,  dass 
die  Einzeleurven  der  verschiedenen  Intensitäten  in  ihrer  Enl- 
wicklunj^  sich  wieder  an  einer  bestimmten  Stelle  kreuzen,  und 
zwar  liegt  in  diesem  Beispiele  der  Kreuzungspunkt  uro  Vieles 
höher  wie  vorher,  d.  h.  ganz  an  dem  Aofaoge  der  rückläufigen 
Bewegung  zwischen  ?'=10  und  r  =  20. 

Ich  habe  nocli  ein  weiteres  Beispiel  in  FigurSi,  Tafel  Hl  einge- 
schaltet, mit  zwei  Reihen  von  Einzeleurven  bei  den  sehonhdberen 
intensitäieDfss  273  undif  =  300,  für  welche  icbdieSuDimations- 
curven  weggelassen,  weil  an  ihnen  nicbte  Weiteres  zu  sehen  ist. 
Die  Reihen  sind  dem  Yerauche  X  entnommen  und  sind  mit  dem 
Intervalle  von  0.20  See.  ausgeführt.  Ich  wMhIe  gerade  dieses  Bei- 
spiel, weil  hier  an  der  wichtigsten  Stelle  der  Gurvenentwicklong 
eine  weitere  mittlere  Einzelourve  eingeschoben  ist,  sodass  gerade 
diese  Reihen  ein  schtfnes  Rild  von  der  ungleichen  Entwicklmig 
der  Curven  bei  den  einzelnen  Intensitäten  gewtfhren.  DieEiDiel- 
curven  der  Reihe  E  a  273  nehmen  bis  sur  Gurve  r  ss  19,  die 
der  Reihe  £  »  300  bis  r  9  15  zu.  Auch  hier  ist  also  die  Ent- 
wicklung bei  der  höheren  Intensillit  eine  viel  raschere,  wes- 
halb auch  anfangs  der  Unterschied  zwischen  den  Curven  beider 
Reihen  mit  der  Reiszahl  zunimmt.  Dafür  tritt  die  rUcklaiiiige 
Rew  eguDg  bei  ihr  früher  auf,  so  dass  die  Differenz  der  Curven 
immer  mehr  verschwindet,  und  sogar  negativ  wird,  wenn  die 
mittlere  Einzelcurve  r  =  (20 — ki)  bei  der  höheren  Intensittt 
uülei  die  der  niederen  herabsinkt. 

Fügen  wir  nun  die  bei  den  verschiedenen  Intervallen  er- 
haltenen Resultate  zu  einem  Ganzen  zusammen,  so  erhalten  wir 
als  Ausdruck  für  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Reizinlensitat  folgendes  Gesetz : 

Die  Einzeleurven  nehmen  mit  der  IntensUül  des  Reizes  im 
Allgemeinen  zu.  Doch  bezieht  sich  diese  Zunahme  hauptsächlich  auf 
die  Einzeleurven  der  nieder e?i  Heizzahlen,  während  die  Gi-enzcurven 
der  verschiedenen  Intensitälen  nahezu  identisch  sind.  Dadurch 
ändert  sich  mit  der  Reizgrüsse  die  Eniwicldnng  der  Einzekuny 
nach  der  Reizzahl  in  der  Wetse^  dass  sie  mit  steigender  Reizzahl 
um  so  mehr  zunimmtf  aJber  auch  um  so  tief  er  wieder  sinkt,  je  hüher 
die  Intensität  ist. 

Mit  der  Reizgrüsse  ändert  sich  aber  auch  der  Gang  der  Ent- 
wicklung^ indem  die  Einzeleurven  mit  zunehmmdet^  Intensität  ihr 
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Maximum  früher  erreichen ,  und  mü  grösserer  Guthwmdi^eit 
ikrtr  Grenscurve  sich  nahem. 

Wahrend  also  bei  mittleren  Reizgrössen  die  Einzeicurven 
der  grosseren  Intensitiit  in  ihrem  ganzen  Umfange  die  der  klei- 
neren überragen,  tritt  durch  diese  Verschiebung  in  der  CurvflB- 
enlwicklnng  bei  stärkeren  Reizen  der  Fall  ein,  dass  die  Curven 
der  höheren  Intensitäten  unter  die  der  kleineren  herabsinken, 
und  zwar  um  so  früher,  je  grösser  der  angewendete  Reiz  ist. 

Es  ist  demnach,  was  wir  schon  aus  den  Summnlionscurven 
geschlossen,  die  Einzeicurve  eine  Fimclion  der  Intensität,  aber 
auch  die  Veränderung  der  Einzeicurven  nach  der  Reizzahl  in 
Bezug  auf  die  Intensität  variabel,  und  lassl  sich  aus  ihr  schon 
erkennen,  ob  die  bei  einer  Reizung  angewandte  Intensität  hoch 
oder  niedric  izcwescn  ist. 

Mit  [iülfe  des  obigen  Gesetzes  lassen  sich  die  Aenderungen, 
welche  die  Suinmationscurven  mit  zunehmender  Intensität  er- 
leiden, leicht  erklären.  Da  die  von  der  Reizintensität  bedingten 
Differenzen  der  Einzeicurven  mit  wachsender  Reizzahl  abneh- 
men, müssen  auch  die  Unterschiede  der  Summationscurven  mit 
letzterer  sich  verrinizern,  und  zwar  um  so  rascher,  je  grösser  die 
Intensitäten  sind,  bei  denen  sie  gewonnen  wurden,  indem  in 
diesem  Falle  auch  die  raschere  Annäherung  an  die  Grenzcurve 
ihren  Einfluss  ausübt. 

Ebenso  lässt  sich  die  Entwidtlnng,  welebe  Curven  maxi- 
maler Reiiaoiahl  mit  der  Intensit&t  erleiden,  auf  die  bei  den 
versehiedenen  ReixgrOssen  ungleich  verlaufende  Veränderung 
der  Einzeicurven  turOcmihren.  So  lange  die  Einzeicurven. 
wie  dies  bei  den  niederen  Reizgrösseu  der  Fall  ist,  mit  der 
Reiiiahl  nahezu  gleiobmäasig  sieh  lindem ,  mflssen  dies  auch 
die  Summationseurven  maximaler  Reizanzahl  thun.  Sobald  aber 
die  Einzeicurven  der  niederen  Reizzahlen  verhttltnissmllasig 
hoher  steigeui  und  rascher  wieder  fallen,  nimmt  bei  der  Sum- 
matlonscurve  die  Steilheit  des  Anstiegs  gegenüber  der  Gipfel- 
hohe zu,  so  dass  die  MaximalhOhe  auch  frOher  erreicht  wird. 
Nähert  sich  aber  die  Intensitüt  dem  Maximum,  bei  dem  die  den 
höheren  Reissahlen  angehörigen  Einzeicurven  unter  die  der 
geringeren  Intensität  herabsinken,  und  sich  zuletzt  nur  mehr 
durch  ihre  ungleiche  Länge  auszeichnen,  muss  auch  der  Abfall 
der  Summationscurve  bei  ungefähr  gleicher  Maximalhohe  an 
Steilheit  abnehmen. 
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e)  Der  Einfluss  der  IntpnsitiSt  auf  die  GesammtwirkuDg 

einer  Reizung. 

Wir  haben  schon  kennen  gelernt,  in  welcher  Weise  sich  bei 
maximaler  Reizanzahl  die  Gesamnitwirkung  mit  derReizintensiiat 
ändert.  Nachdem  wir  aber  wissen,  dass  dieser  Einfluss  je  nach 
der  Reizdauer  ein  wechselnder  ist,  wäre  noch  zu  untersuchen, 
ob  das  Niimliche  auch  für  die  Gesammtwirkung  Gellung  hat.  Da 
die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  sich  ändern,  so  würe  es,  um 
vergleichbare  Resultate  zu  erhalten,  nothwendig,  die  Gesammt- 
wirkung der  einzelnen  Reizungen  bei  gleicher  Reizdauer  zu 
kennen,  was  durch  den  Versuch  direct  nicht  gegeben  war.  Ich 
half  mir  aber  in  ganz  ahnlicher  Weise,  wie  schon  früher,  indem 
ich  die  Gesamnitnieniie  der  tlhorziihligen  Pulse  von  den  durch 
das  Experiment  gewonnenen  Curven  auf  ein  Millimeterpapier 
Ubertrug,  und  zwar  die  Rcizzahlen  als  Abscissen,  die  dazu  ge- 
httrigen  überzähligen  Pulse  als  Ordinalen,  und  die  so  erhalteneD 
fixen  Punkte  durch  eine  Curve  verband.  Solche  Curven  finden 
sich  z.  B.  in  Figur  34,  Tafel  IV,  uod  kann  man  aus  ihnen  die 
wahrscheinlichen  Werlhe  für  Summationen  gleich  langer  Reis- 
daner  direct  entnehmen.  Auf  diese  Weise  sind  die  Curven  auf 
Figur  88—30,  Tafel  IV  entstanden.  Die  ReisgrOssen  sind  hier 
als  Abscissen  aufgetragen.  Die  dazu  gehörigen  Ordinalen  be- 
deuten die  den  entsprechenden  Summationen  zukommende  Ge- 
sammtwiriLung,  ausgedruckt  durch  den  auf  einen  Reiz  treffen- 
den mittleren  Werth.  Die  in  gleicher  Art  gezeichneten  Xinieo 
gehören  Summationscurven  gleicher  Reizansahl  an. 

Was  uns  an  diesen  Curven  vor  Allem  interessirt,  ist  ihre 
Veränderung  mit  zunehmender  Reizdauer.  Da  in  Figur  29  die 
Curven  nicht  bis  zur  Maximaliiitensilat  forlizeführt  sind,  in 
Figur  28  aber  eine  Curvenentwicklung  bis  zu  dieser  sich  vor- 
findet, so  wollen  w  ir  uns  beide  Reihen  zusainiiieneefüüt  denken. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  nach  der  Intensität  des  Reizes 
sich  richtende  Veränderung  der  Summationscurven  bei  jeder 
Reizanzahl  eine  ganz  ähnliche  Curve  beschreibt,  wie  sie  für  die 
maximale  Reizanzahl  aufgestellt  w  urde,  d.  h.  sie  wächst  anfangs 
mit  zunehmender,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit,  bis  sie 
bei  dorn  Maximalreiz  auch  ihren  Maxinialwerth  erreicht  hat. 
Die  Form  der  Curve  ist  aber  doch  je  nacli  der  Reizanzahl  ver- 
schieden. Je  grösser  die  letztere  ist,  desto  eher  nimmt  die  Ge- 
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schwindigkeit  des  Anstiegs  ab,  and  deito  frOher  nähert  sich  die 
Gurve  dem  Maximalweithe;  bis  sie  endlich  die  Form  annimmt, 
wie  wir  sie  für  die  maximale  Reisaniahl  schon  kennen  geleml 
liaben. 

Ganz  das  nämliche  Resultat  erhält  man  für  den  kleineren 
Abschnitt  auf  der  Fig.  30  zwischen  den  Intensitttten  £ss  273 
und  £=300. 

Man  sieht  daraus,  dass  der  ganze  Umfang  der  Summations- 

curve  d.  h.  die  Gesammlwirkung  der  Reizung  nach  dem  näm- 
lichen Gesetz,  wie  die  Höhe  der  Summationscurven  sich  iindert. 
Bei  cleicher  Differenz  in  der  lleizstiirke  ist  der  Unterschied 
zwischen  den  Summationscurven  von  kürzerer  Heizdauer  ver- 
haltnissmüssig  viel  bedeutender,  als  die  von  iJlngerer.  Es  lässl 
sieh  also  an  ihnen  auch  genauer  feststellen,  ob  ein  Reiz  maximal 
ist  oder  nicht. 

Aus  den  vorliegenden  Curven  liesse  sich  zugleich  die  Aen- 
dening  erkennen,  welche  der  Umfang  der  Einzelcurve  d.  h.  die 
Gesammtwirkung  der  Einzelreizung  mit  zunelimender  Reizzahl 
erleidet,  und  zwar  in  ihrer  AbhHnL'igkeit  von  der  Reizinten- 
sität. Dies  tritt  aber  noch  viel  deutlicher  hervor,  wenn  wir 
aus  dcD  auf  Fig.  31,  Tafel  IV  angeführten  Curven  die  Gesammt- 
wirkung der  f^inzelreize  ausrechnen ,  und  die  so  erhaltenen 
Zahlen,  ganz  ähnlich,  wie  es  bei  den  Curven  auf  Fig.  4  4 — 43, 
Tafel  III  geschehen  ist,  in  Curvenform  auftragen. 

In  den  Fig.  25 — ^27  der  Tafel  III  sind  solche  Curven  wieder- 
gegeben. Sie  entsprechen,  wie  aus  der  Bezeichnung  ersieht^ 
lieh  ist,  den  Einzelcurven  auf  Fig.  24^83  der  gleichen  Tafel. 
Die  Reihen  wwr  Figur  sind  bei  gleichem  Intervalle  gewonnen. 
Die  Uber  einander  liegenden  Curven  unterscheiden  sich  also 
nur  durch  ihre  Reisintensitat. 

Was  allen  Curven  gemeinsam  ist  und  was  wir  schon  bei 
der  Besprechung  der  Einselcurven  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Reizzahl  hervorgehoben  haben ,  ist ,  dass  dieselben  rasch  in 
die  Hohe  steigend  ebenso  rasch  auch  wieder  fallen,  um  von 
einem  bestimmten  Punkte  an,  dem  Wendepunkte,  ihrem  Grenz- 
werthe  sich  zu  nflhem. 

Vergleichen  wir  die  Curven  verschiedener  Intensitfiten,  so 
ergiebt  sich,  dass  dieselben  mit  steigender  Reizgrösse  an  einem 
immer  höheren  Punkte  beginnen,  und  nach  einem  viel  kürzeren 
Anstieg  etwas  (rtther  den  Gipfel  erreichen.   Der  absteigende 
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Theil  biegt  um  so  später  in  dio  Annilhrungslinie  zum  Grenzwerth 
um,  je  grösser  die  Intensitiit  ist,  wahrend  die  Grenzwerthe  selbst 
beinahe  zusammenfallen.  Dadurch  muss  der  erste  Schenkel  des 
Abfalls  bei  ungefähr  gleicher  Neigung  mit  der  Reizgrösse  an 
LMnge  zunehmen,  der  zweite  Schenkel  dagegeo  sich  ver- 
kürzen . 

Die  Curven  kleiner  und  mittlerer  intensitJllen  wachsen  so 
ziemlich  gleichmassig;  je  höher  aber  die  Intensitiit  steigt,  desto 
mehr  andern  sie  ihre  Form,  sowohl  weil  der  Gipfel  früher  ein- 
tritt, w  odurch  die  schon  sinkende  Curve  eine  noch  emporsteigende 
berührt ;  als  auch  deshalb,  weil  der  Wendepunkt  des  abfallenden 
Gurventheiles  nebeD  seiner  seitlichen  Verschiebung  immer  tiefer 
und  tiefer  zu  liegen  kommt,  so  dass  Garven  höherer  Intensitäten 
UDter  die  der  niederen  herabsteigen.  Weiter  auf  die  Curven- 
anderung  jetzt  schon  einzugehen,  hat  keinen  Zweck,  indem  ein 
Theil  derselben  auch  von  dem  verschiedenen  Intervalle  herrührt. 
Dieselbe  wird  also  erst  dann  vollkommen  verständlich  werden, 
wenn  der  Einfloss  des  Intervalles  auf  die  Summationscnrve  be> 
sprechen  ist. 

Dagegen  lassi  sich  jetzt  schon  ans  diesen  Curven  dieFolger» 
ung  ziehen,  dau  die  GÜammtwirkung  des  Ein%drevtes  siA  nadt 
einem  ganz  ähnlichen  Gesetae  mit  der  ReiznUeneüäi  flnderl,  wie 
der  Gipfel  der  Einseleurve* 

3,  Der  Einfloss  des  Intervalles  auf  die  Schlagzahl  des  Herzens. 

Das  Intervall  muss,  auch  wenn  es  die  Einzel(5ur>'e  nicht 
beeinflusst,  die  Summationscurven  andern ,  indem  deren  Onli- 
naten,  gleiche  Reizanzahl  und  Intensität  angenommen,  je  nach  der 
Grösse  des  Int«  rvalles  aus  ganz  ungleichen  Stücken  der  Einzel- 
curve  sich  zusammensetzen.  Es  wird  dies  deutlich  werden, 
w  enn  ich  für  zwei  verschiedene  Intervalle  nochmals  eine  Sum- 
mation  durchführe. 

Es  liege  eine  Einzelcurve  vor  mit  den  Ordinaten : 

Og  a,, 
entsprechend  den  Abscissen : 

U  h  *« 

wobei  das  Intervall  zwischen  je  zwei  Abscissen  selbstverständlich 
als  gleich  angenommen  ist. 
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Wird  mit  dieser  Einzelcurve  eine  aus  vier  Reizen  besiehende 
Suainialionscurve  bei  dem  Intervalle  gebildet,  dann  wird 
iolgeode  Reihe  erbaUen: 

o,  a, 

<»•  «1  «t 

öi  Ol  o,. 

Um  aus  der  niimlicheii  Einzelcurve  wiederum  mit  vier 
Reizen  eine  Summalionscurve  bei  einem  andern  Intervalle  enl- 
slehen  zu  lassen,  ist  es  nolhwendig,  die  Ordinalen  der  Einzel- 
curve auch  für  das  neue  Intervall  zu  kennen. 

Es  sei  das  neue  Intervall  n-mal  kleiner,  als  das  vorher- 
gehende. Daon  sind  die  dem  Intervalle  entsprechenden  Ab- 
scissen : 

wobei  »7  =  I,,      =  f\,  ^7  =  /,  und  i/"  =  i,. 

Die  den  neuen  Abscissen  entsprechenden  Ordinalen  der 
Einzelcurve  sind: 


Wenn  wir  also  im  neuen  Intervalle  /„'  eine  Summalions- 
curve aus  vier  Reizeu  bilden,  so  erhalten  wir  folgende  liuihe : 


a 

. .  a,*"*  a,!*-»  a,*"*  O3*». 

Die  Ordinaten 

dieser  Summationjcurve 

sind  also  aus  ganz  an- 

deren  Ordinalen  der  Einzeleurve  zusammengeselzl,  wie  l>ei  der 
vorhergehenden  Curve,  da  die  Einzeicurven  nacli  dem  jeweilij^en 
lolervalle  verschoben  zu  der  Summalionscurve  sich  summiren. 

Mit  RüeksichlaufdieKntstehungsweisederSummalionseurvo 
•  I  neben  sich  bestinmite  FolLierungen  ;  Die  Summalionscurve  ist 
bei  uüvercinderler  Heizanzahl  um  so  höher,  steiler  im  Anstieg  und 
Abfall,  aber  auch  um  so  kürzer,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  und 
wird  hei  letzlerem  der  Gipfel  auch  früher  erreicht. 

Das  Gleiche  bat  für  die  Summalionscurve  maximaler  Reia^ 
anzahl  Geltung,  nur  dass  hier  der  Anfang  des  Gipfels  unbedingt 
auf  die  nttmliehe  Abscisse  fällt,  so  dass  die  MaximalhOhe  einer 
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SunumatioD  auch  bei  einer  um  so  lüeioeren  Reiunsabl  eiDtritt, 

je  grosser  das  Intervall  ist. 

Dies  ist  aus  dem  Vergleiche  der  beiden  obigen  Summalions- 
curven  leicht  zu  ersehen.  Da  die  Einzelcurve  nur  allmählicb  sich 
Undert,  so  muss  die  Suoimationscurvei  die  sich  aus  den  einzelnen 
Ordinaten  dieser  Einzelcurve  zusammensetzt,  um  so  höher 
werden,  je  naher  die  Ordinalen  l)ei  einander  Hegen,  d.  h.  je 
kleiner  d;is  Intervall  ist.  Ist  z.  B.«,"  =  f/^  die  höchste  Ordiiuite 
der  EinzelcuTN  e ,  so  wird  o,"~*  >  a,"~*  >  r/,"~^  grösser  sein 
als  a,,  da  jede  einzelne  davon  der  höchsten  Ordinale  viel 
n<1her  liegt.  Es  muss  also  auch  die  Summe  dieser  Ordinaten 
die  der  anderen  Uberlrelfen,  das  hoisst  mit  anderen  Worten: 
Die  Ordinaten  der  Summationscurven  sind  um  so  höher,  je  klei- 
ner das  Intervall  ist,  bei  dem  sie  entstanden  sind.  Da  aber  dieser 
Beweis  auch  allgemein  für  jede  Ordinale  gültig  ist,  so  muss  mit 
der  Hohe  des  lnier> alles  auch  die  Steilheit  des  Anslieiis  urul  Ab- 
falls der  Summationscurven  zunehmen.  Und  da  die  Sunimalions- 
curve  bei  Vermehrung  der  Reizanzahl  jedesmal  lun  das  inlervall 
selbst  sich  verlangei  t,  so  muss  hei  conslanler  Ueizzahl  die  Curve 
um  so  liinger  sein,  je  grösser  das  Inler\ail  ist.  Bezeichnen  wir 
die  Lange  der  Einzelcurve  mit  /,  so  ist  bei  dem  Intervalle  /  und 
der  Reizanzahl  n  die  Uinge  der  Summationscurve  £=si  +  n{. 

L  wird  also  bei  conatantem  n  um  ao  grosser,  je  grosseren 
Werth  t  annimmt.  Ich  habe  schon  bei  Besprechung  der  Snm- 
mation  im  Allgemeinen  erwähnt,  dass  eine  Summation  ihre 
maximale  Hobe  erreicht,  wenn  ein  neuer  Reiz  mit  dem  Ende 
der  Einzelcurve  zusammenfillU,  d.  h.  wenn  die  Ordinate  der 
Summationsciirve  aus  allen  im  Reilintervalle  errichteten  Ordi- 
naten der  Einzelcurve  zusammengesetst  ist.  Daraus  folgt,  dass 
der  maximale  Gipfel  unabhängig  vom  Intervalle 'stets  auf  die 
gleiche  Abseisse  ftiUt,  dass  aber  dieser  Gipfel  um  so  hoher  wird, 
und  einer  um  so  grosseren  Reiiansahl  entspricht,  je  kleiner  das 
Intervall  ist. 

Es  ist  also  mit  einem  Wechsel  im  Intervalle,  auch  wenn 
die  Einzelcurve  keine  Function  desselben  ist^  eine  Aenderung 
der  Summationscurve  nothwendig  verbunden .  und  wo  ein 
Summationsvorgang  vorliegt,  muss  auch  diese  Abhiingigkeit  zu 
constaliren  sein.  Ausserdem  erwJtchst  uns  aber  noch  die  w  eitere 
Frage,  ob  nicht  unter  dem  Einflüsse  des  intervalles  die  Einzel- 
curve selbst  eine  Aenderung  erfährt. 
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a]  Einlluss  des  Intervalles  auf  SuiiuiiatioDSCurveQ 
maximaler  Reizaozahl. 

a)  Bei  gleicher  ReiiintoDSlUlt 

Wie  aus  den  o!)igen  Sätzen  hervorgeht,  ist  die  Aenderung, 
welche  die Grenzcurven,  d.h.  die  Suoimalionscurven  niaxiiualer 
Keizanzahl,  mit  dem  Intervidle  erleiden,  leicht  zu  erkennen,  wes- 
halb gerade  sie  sehr  gut  zur  Orientirung  in  den  aufgeworfenen 
Fragen  zu  bentltzen  sind.  Dabei  muss  jedoch  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Reizintensität  bei  dem  Wechseides  Intervalles 
gleich  gehalten  wird. 

Auf  Figur  32,  Tafel  IV  habe  ich  eine  Reihe  von  solchen 
Summationscurven  bei  verschiedenem  Intervalle  wiedergegeben. 
Die  Curven  sind  dem  Versuche  0  entnommen  und  ohne  Correctur 
abgebildet.  Dieselbe  Farbe  bedeutet  hier  das  gleiche  Intervall, 
die  gieiehe  Art  der  Zeichnung  die  nKmliche  Intensitttt.  Die  Reiz^ 
daner  ist  aelbstversUlndliob  bei  allen  gleichlang,  und  ist  das 
Ende  der  Beizung  durch  eine  Senkrechte  angezeigt. 

Yergleichen  wir  die  susammengehtfrigen  Curven,  so  finden 
wir  zwischen  ihnen  Unterschiede,  wie  es  die  Versdiiedenheit 
des  Intervalles  verlangt.  Der  Gipfel  der  Curven  wird  ungeHihr 
za  gleicher  Zeit  erreicht,  und  entspricht  deshalb  auch  einer  ver- 
adiiedenen  Reisanzahl.  Desgleichen  nimmt  die  Htfhe  des  Gipfels 
und  die  Steilheit  des  Anstieges  mit  dem  Intervalle  zu.  Es  ist 
also  unleugbar,  dass  gewisse  Forderungen  der  Summation 
erfüllt  sind,  aber  doch  nicht  alle.  Die  Curven  bei  gleicher 
Intensität  sollten  nämlich,'  vom  Ende  der  Reizung  an  gerech- 
net, gleich  lang  bleiben,  und  zwar  i^leidi  der  Lange  der  Eiuzel- 
curve;  demnach  mllsste  auch  das  abfallende  CurvcnstUck  bei 
gleicher  Reizdauer  mit  Erhöhung  des  Intervalles  an  Steilheit 
zunehmen,  was  aber  beides  durchaus  nicht  der  Fall  ist.  Die 
Curvenlünge  nimmt  im  Gegentheil  vom  Ende  der  Reizung  an 
gerechnet  mit  der  Grösse  des  Intervalles  ab,  die  Steilheit  des 
Abfalls  mit  ihr  zu. 

Dieser  Unterschied  liesse  sich  von  der  ungleichen  Reiz- 
anzahl ableiten,  der  die  Curven  ihr  Zustandekommen  verdan- 
ken, indem  dieselben  bei  gleicher  Reizdauer,  und  deshalb  bei 
verschiedener  Reizanzahl  gewonnen  sind,  die  Curven  des  grös- 
seren Intervalles  bei  201,  die  des  kleineren  bei  666  Reizen. 
Es  w8re  also  wohl  denkbar,  dass  die  Abweichung  beider  Reihen 
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\on  dieser  Differenz  iü  der  Reizanzahl  herrUiire,  zumal  ja  fest- 
steht, dass  die  Einzeicurve  eine  Function  der  Reizzahl  ist.  Ich 
habe  schon  ant^egeben,  dass  diese  Function  einer  bestimuaeo 
Grenze  sich  nähert,  und  dass  von  der  sogenannten  Grenzcurve 
an  die  Aenderungon  nur  mehr  sehr  klein  sind.   Es  muss  sich 
deshalb  auch  beweisen  lassen,  dass  jener  Unterschied  nicht 
von  der  ungleichen  Reizanzahl  herrührt.  Dazu  lässt  sich  Figur 
33  auf  Tafel  IV  benutzen.   Die  beireffenden  Curven  sind  aus 
Versuch  L  bei  maximaler  Intensität  gewonnen.  Zwei  dieser  (iur- 
ven  i)esitzen  bei  maximaler  Reizanzahl  bleiche  Heizdauer.  Die 
höhere  von  beiden  entspricht  dem  Intervalle  0.19,  ist  also  eine 
Summationscurve  aus  157  Einzeireizen,  die  andere  dagegen  ist 
bei  deoa  loten  alle  0.39  aus  78  £inzelreixen  zusammengesetzt. 
Vergleichen  wir  beide  Cur\'en,  so  ergebeo  sich  die  nümliobeo 
Resultate  wie  aus  Figur  32.   Um  nun  beurtheilen  zu  ktfonen, 
inwieweit  die  ungleiche  Reizanzahl  an  dieser  Abweichung  von 
einer  einfachen  Summation  Schuld  isli  habe  ich  noch  eine  wei- 
tere Gurve  hinsugefagt,  die  bei  dem  Intervall  0.49  52  Reiien 
entspricht,  und  ebenfalls  bei  maximaler  Intensittft  gewonnen  ist. 
Ich  moss  erwtthnen,  dass  r  »  5S  noch  keine  maximale  Reii- 
anzahl  ist,  dass  diese  erst  bei  r  a  65  erreicht  wird.  Dennoch 
ist  der  Unterschied  in  der  Form  der  Gurven  r  s  5S  nnd 
r  SS  157  nicht  besonders  gross,  und  wQrde  noch  iLleiner  sein, 
wenn  beide  maximaler  Reizansahl  angehören  würden. 

Ein  Vergleich  zwischen  den  Gurven  r  «  52  bei  dem  Inter- 
vall 0.19  und  rss78  bei  Intervall  0.39  ergiebt  aber,  dass 
zwischen  beiden  ganz  yhnliche  Differenzen  vorhanden  sind,  wie 
wir  sie  vorher  zwischen  Curven  maximaler  Keizauzalii  eriialieo 
haben.  Die  Lange  der  Curven  vom  Ende  der  Reizungen  an  ist 
auch  hier  ganz  verschieden,  und  ebenso  ist  die  Geschw  indiükeit 
des  Abfalles  nicht  w  ie  es  sein  sollte  bei  dem  kleinereOi  son- 
dern bei  dem  grösseren  Intervalle  bedeutender. 

Dies  beweist,  dass  auch  eine  durch  das  Intei*vall  bedingte 
Differenz  vorhanden  ist,  welche  nicht  auf  dem  Summations- 
vorgauLje  allein  beruht.  Diese  Abweichung  kommt  noch  deut- 
licher zum  Ausdruck,  wenn  wir  Curven  höherer  Intensität  ver- 
gleichen, w  ie  dies  in  i'igur  34,  Tatet  IV,  geschehen  ist.  Dieselben 
sind,  aus  dem  Versuche  V  stammend,  w  ieder  bei  gleicher  Heiz- 
dauer ausgeführt.  Wie  bei  den  früheren  Curven  sind  die  glei- 
chen Intervalle  mit  derselben  Farbe ,  und  die  gleichen  Inten- 
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simten  mit  derselben  Art  der  Zeiehnung  wiederigegebeD.  Wir 
sehen  aus  ihnen,  dassbei  höherer  Heizintensitat  dieUniersobiede» 
wie  sie  das  Intenall  erfordert,  immer  mehr  versebwindeii,  wo- 
gegen sich  gerade  die  elMn  besprochenen  Abweichungen  von 

dem  einfachen  Summatiimsvorgange  immer  mehr  ausbilden, 
d.  h,  die  mil  der  Verkürzung  des  Intervalls  einhergehende  Ver- 
iangerung  der  Curve  und  die  Yerflachung  des  Abfalls. 

Ich  glaube  daraus  den  Schluss  sieben  su  müssen,  dass  eine 
Summation  wirklich  stattfindet,  da  bis  zu  einem  gewissen  Grsde 
dio  Forderungen  einer  solchen  erfüllt  sind  :  dnss  aber  auch  wegen 
der  verschiedenen  Abweirhuncien  von  den  Anforderungen  einer 
einfachen  Summation  eine  Beeinflussung  der  Ivinzelcurve  durch 
die  Grösse  des  Intervalles,  d.  h.  durch  die  Schnelligkeit,  mil  der 
die  einzelnen  Reize  nuf  einander  folgen,  anzunehmen  ist. 

Wie  ist  nun  dieser  Einfluss  zu  denken? 

Es  könnte  die  durch  die  Reizzahl  bedingte  Aenderung  der 
Einzeleurve  bei  den  verschiedenen  Intervallen  anders  verlaufen. 
Es  könnte  al)er  auch  die  Abhängigkeit  der  Einzeleurve  von  der 
lulensilät  je  nach  dem  Intervalle  verschieden  sein. 

Für  beide  Annahmen  haben  wir  bestimmte  Anhaltspunkte. 
Wir  haben  gesehen  ,  dass  die  Einzeleurve  unter  dem  Einflüsse 
der  Reizzahl  sich  ändert,  dass  aber  diese  Aenderua^  einer  Grenze 
sich  nähert,  zu  einer  Zeit,  wo  die  Maximalhöbe  der  Summations- 
curve  erreicht  wird.  Da  aber  dieser  Punkt  bei  kleineren  Intern 
Valien  auf  eine  viel  htthere  Reizzabl  fällt,  so  ist  es  auch  wahr- 
scbeinlicb,  dass  diese  Aenderung  der  Einzeleurve  bei  kleinerem 
Intervalle  viel  weiter  fcrtschreitet,  als  bei  grosserem  Intervalle. 
Andererseits  beweisen  uns  die  mit  der  Reizintensittft  suneh- 
menden  Abweichungen  von  den  Resultaten,  wie  sie  einfache 
Summationen  ergeben  würden ,  dass  das  Intervall  auch  auf  die 
Abblingigkeit  der  £inselcurve  von  der  Intensitttt  von  Einfluss 
sein  muss. 

Auf  letztere  mtfchte  ich  zuerst  naher  eingehen,  und  zwar 
an  der  Hand  von  Summationscurven  von  maximaler  Reizanzahl. 

^  BlofluflS  des  Intervalles  auf  die  Eot«  icklung  der  Summationscurveo  von 
mnximaler  Reizanzahl  nach  der  Reizintensität. 

Ich  möchte,  bevor  ich  auf  die  Gurvenentwiekiung  nach  der 
Reizintensitat  eingehe,  eine  Zusammenstellung  von  Gur>'en  maxi« 
maier  Intensität  aber  verschiedenen  Intervalles  vorführen,  weil 
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sie  die  schon  besprochenen  Abweichungen  sehr  deutlich  erken- 
nen lassen. 

1d  Figur  35,  Tafel  V  sehen  wir  solche  Ciirven  aus  deui  Ver- 
suche Uj  die  alle  bei  gleicher  Reizdauer  erhalten  sind.  Auch  sie 
sind  uncorrigirt,  nicht  einmal  bei  gleicher  normaler  Pulszahl 
gewonnen,  so  dass  auf  kleine  Abweichungen  kein  Gewicht  zu 
legen  ist.  Mir  kommt  es  nur  darauf  an,  an  ihnen  die  Geseli- 
mlissigkeit  der  Curveuenlwickluog  bei  Wechsel  des  Intenalles 
vorzufuhren. 

Was  zunächst  in  die  Augen  fallt,  ist,  dass  mit  den»  klei- 
nereu Intervalle  die  maximale  Intensität  stets  früher  erreicht 
wird.  Sie  ist  bei : 

Intervall  »  0.035''     400  Einheiten 
0A\    »200  » 
O.SO    s  400  » 
0.67    =  400  • 

Die  betreffenden  Intensitäten  sind  nicht  genau  maximal, 
sie  können  auch  Ubermaximal  sein ,  da  es  aus  schon  früher 
erwähnten  Gründen  sehr  schwer  ist,  wahrend  eines  Versuches 
genau  die  maximale  IntensitUt  zu  bestimmen.  Deshalb  lässt 
sich  auch  aus  der  Reihe  kein  weiterer  cesetzmilssiger  Zusam- 
menhang zwischen  Intervall  und  maximalem  Reiz  erkcuinen. 
Dass  die  Intensitäten  aber  gewiss  nicht  submaxinial  sind, 
davon  habe  ich  mich  durch  VorLileich  der  Cur\en  üherzeui:!. 
Und  da  sich  vollständig  ileckende  Curven  nicht  \  erführen  lassen, 
will  ich  den  Beweis  dafür  in  der  Welse  führen,  dass  ich  die 
(n;sanimtmenue  der  tiberzahliuen  Pulse  für  die  einzelnen  In- 
tcusitiiten  angebe.  Die  Zahlen  unterliegen  den  nänilieiu  n  Un- 
genauigkeiten ,  wie  die  früher  schon  angeführten  Werlhe  für 
die  Gesammtwirkung  einer  Reizung,  und  habe  ich  die  L'rsacbfl 
davon  damals  schon  klar  gelegt.  Auch  hier  sind  die  Zahlen  auf 
die  mittlere  Wirkung  eines  einzigen  Reizes  umgerechnet. 
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Dies  he!sst  also:  Bei  dem  Intervalle  O.H  sliinmen  die 
Werlhe  fttr  4  r  schon  von  800  E  an  vollständig  miteinander 
flberein ,  bei  Int.  0.20. Ist  E  as  300  schon  nahe  maximal,  wah- 
rend bei  Int.  0.67  die  Diflferens  zwischen  300  und  iOO  Einhei- 
ten noch  siemlieh  bedeiatend  ist.  Die  Verschiedenheit  der  Maxi- 
maÜiitensitat  iritt  noc&  deutlicher  hervor,  wenn  wir  die  bei  ihr 
erhaltene  Gesammtmenge  der  ttbereahligen  Pulse  «400  setxen, 
und  das  Terfaaltniss  des  TotaleflfiBctes  der  übrigen  Intensitäten 
dazu  berechnen. 

E$  ist  somit  der  MaxinnUreis  von  der  Grfssse  des  JtUervalles 
abhüngig. 

Kehren  wir  nun  zu  den  Ciirven  auf  unserer  Figur  zurück, 
so  ergibt  sich  folgendes.  Die  Maximaicurven  steigen  bei  klei- 
nerem Intervalle  steiler  empor  und  erreichen  ihr  höheres  Maxi- 
mum früher,  die  Gipfelhroito  und  die  LUnge  der  Curvon  nimmt 
zu.  wahrend  der  Abfall  ilacher  wird.  Wir  erhalten  also  dasselbe 
Bild,  welches  wir  schon  an  einigen  Reihen  bei  der  Curven- 
entwickelung  nach  der  ReizintensilUt  kennen  gelernt  haben. 
(Figur  14 — 16,  Tafel  II.]  Wie  dort  erreichen  wir  auch  hier  eine 
Grenze,  bei  der  durch  weitere  Verkleinerung  dos  Intervalles 
die  Steilheit  des  Anstiegs  und  die  Höhe  der  Curven  nicht  mehr 
geändert  wird,  sondern  nur  die  Uinge  derselben  und  die  Ver- 
Üachung  des  Abfalls.  Dagegen  existirt  hier  keine  Grenze,  an 
der  die  Curven  vollständig  si^h  decken,  wenigstens  nicht  bis 
SU  dem  von  mir  untersuchten  Intervalle  von  0.035  Sccunden. 
Das  Gleiche  scheint  auch  der  grosse  Unterschied  in  den  Curven 
des  Intervalles  0.085  und  0.11  zu  beweisen. 

Ehe  wir  auf  die  Ursadien  dieser  Verschiedenheit  eingehen, 
müssen  wir  zuerst  klar  gelegt  haben ,  in  welcher  Weise  die- 
selbe mit  wachsender  Intensittft  sich  ausbildet.  Wir  haben  also 
die  Entwicklung  der  Summationscurven  nach  der  Reizintensitfit 
bei  den  einzelnen  Intervallen  naher  zu  betrachten.  Idi  habe 
dafür  den  Versuch  U  gewühlt,  mit  den  Intervallen  0.11,  0.20 
und  0.67  See.  Dio  betreffenden  Reihen  finden  sich  auf  den 
Figuren  14,  Tafel  II,  3(3  und  37,  Tafel  V.  Zum  besseren  Ver- 
gleich derselben  habe  ich  die  Curven  l>ei  gleicher  Intensität  in 
der  nümlichen  Weise  gezeichnet. 

Jede  Reihe  liisst  für  sich  die  Veränderungen  erkennen,  die 
bei  einem  Wechsel  der  Intensität  des  Reizes  eintreten,  und  doch 
ist  zwischen  denselben  ein  grosser  Unterschied.  Beim  Inler- 
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valle  0.67  nehmen  die  Gurven  mit  der  Slürkc  des  Eeises 
ganz  allmählich  zu,  zuerst  etwas  schneller,  dann  langsamer; 
aber  überall  ist  noch  an  allen  Stücken  der  Curve  eine  Zu- 
nahme bemerkbar.  Die  Curven  sehen  sich  alle  ühnlich,  und 
ist  eine  grosse  Gleichmilssigkeit  in  Ihrer  Entwicklung  bis  zur 
maximalen  Inlensilül  erkennbar.  Die  Veränderung  bleibt  also 
auf  einer  frühen  Stufe  stehen,  die  ungefähr  dem  entspricht,  was 
wir  früher  das  erste  Stadium  der  Entwicklung  genannt  haben. 

Bei  dem  Intervalle  O.SO  (Figur  36)  verändern  sich  die  Cur- 
ven ganz  ähnlich,  wie  im  vorhergehenden  Beispiele,  bis  unge- 
fähr zur  Intensität  E  =  oü.  Von  hier  ab  werden  an  den  Cur- 
ven deutlich  die  Veränderungen  sichtbar,  die  fUr  das  sogenannte 
zweite  Stadium  als  charakterislisob  aufgestellt  wurden,  das 
heissi,  es  rOckt  der  Wendepunkt  des  Anstiegs  zum  Gipfel  be- 
trächtlich nach  aussen,  wodurch  die  Steilheit  des  Anstiegs  und 
die  Breite  des  Gipfels  selbst  luninunt.  Desgleichen  verflacht  sich 
der  Abfall  und  der  Wendepunkt  zwischen  beiden  Abfallschen- 
keln rückt  weit  melir  nach  oben  als  naeh  aussen. 

Noch  früher  beginnt  diese  ungleichmllssige  Entwicklung 
der  einzelnen  Gurvensiücke  bei  dem  noch  kleineren  Intervalle 
auf  Figur  ik,  jedenfalls  schon  bei  der  Intensität  £»85.  Die 
Verbreiterung  des  Gipfels  in  dieser  Curve  weist  aber  darauf 
hin,  dass  der  Beginn  dieser  Ungleichmüssigkeit  wahrscheinlich 
auf  eine  noch  kleinere  Intensität  fällt.  Deshalb  bildet  sie  sich 
hier  auch  weiter  aus,  so  dass  wir  mit  der  Intensität  £"=100 
schon  das  dritte  Stadium  der  Entwickelung  vor  uns  haben,  wo 
die  Curven  fast  nur  durch  die  Verbreiteruug  des  Gipfels,  Ver- 
flachung des  AbfaliSf  und  ihre  Langenzunahme  von  einander 
sich  unlerscliciden. 

Wir  kuinmen  also  zu  dem  SchlusSj  dass  die  Summalioiiscur- 
ven  maximaler  Heizanzahl  hei  kleinen  Intensitäten  ganz  allmtiliy 
und  regelmässig  zunehmen ,  dass  aber  mit  der  höheren  Intensität 
die  Aehnlichkeit  der  Curven  um  so  rascher  verschu  indet,  die  Cur- 
ven um  so  bedeutendere  Umformungen  erleiden ,  und  um  so  eher 
die  MaximalintensHät  erreicht  wird^  je  kleiner  das  Intervall  ist. 

Da  also  bei  kleinerem  Intervalle  die  Gurven  viel  rascher 
ihre  Maximalintensität  erreichen ,  und  bei  den  höheren  Inten- 
sitäten nur  eine  ganz  einseitige  Form  Veränderung  durchmachen, 
muss  auch  der  Unterschied,  den  das  Intervall  zwischen  Curven 
gleicher  Intensität  bedingt,  und  der  anfangs  den  Gesetzen  ein» 
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facher  Summation  zu  folgen  scheint,  davon  mit  wachsender 
Reizgrösse  immer  grossere  Abwefchangen  erfahren.  Es  ist  ttiis 
nun  gelungen,  die  ganze  Eotwlcklung  der  Gnrven  nach  der 
Reizintensitat  aaf  eine  eigenihttmlicheVerandernng  der  Einzel- 
enrve  zurttckzufflbren,  und  wird  es  dadurch  sehr  wahrschein- 
lich, das8  diese  Abweichungen  ebenfalls  darin  ihre  Begründung 
finden. 

Ehe  ich  aber  darauf  eingehe,  mochte  ich  noch  darlegen, 
welche  Aenderung  die  Summationscurven  submaximaler  Reiz- 
anzahl durch  den  Wechsel  des  Intervalle^  erleiden. 

b)  Die  Summationscurven  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Reizansahl  und  ihre  Aenderung  durch  den  Wechsel 

des  Intervalles. 

Ich  habe  in  Figur  i  und  5,  Tafel  I  Entwiokhingcn  der  Snni- 
mationscurven  nach  der  Rei/anzahl  gciieben,  die  unter  sonst 
gleichen  Bedinizunuen,  und  nur  bei  ungleichem  Intervalle  aus- 
geführt sind,  habe  aber  damals  noch  nicht  auf  die  Unterschiede 
der  beiden  Reihen  aufmerksam  gemacht.  Es  lassen  sich  nun 
leicht  bei  einem  Vergleich  beider  Reihen  grössere  Differenzen 
zwischen  den  einzelnen  Curven  nachweisen,  welche  sich  zum 
iirossen  Theil  auf  den  Wechsel  des  Intervalles  direct  zurück- 
führen lassen;  so  z.  B.  dass  bei  gleicher  Reizanzahl  der  Gipfel 
mit  wachsendem  Intervalle  niederer  wird  und  zeitlich  spater 
filllt,  dass  der  Anstieg  und  Abfall  sich  abflacht  und  dass  die 
HazimalhObe  einer  geringeren  Reizanzahl  entspricht,  bei  dem 
Intervalle  0.48*  ungefähr  40  Reizen  und  dem  Intervalle  O.f  0* 
f  00  Reizen.  Gleichwohl  lassen  sich  auch  an'  diesen  Reihen 
Abweichungen  vom  Summationsgesetze  erkennen.  So  nimmt 
die  Lange  der  Summationscurve  liei  gleicher  Reisanzahl  mit  der 
Grosse  des  Intervalles  ab  statt  zu,  und  fallt  die  Mazimalhohe 
nicht  auf  die  gleiche  Abscisse,  sondere  tritt  bei  dem  Intervalle 
O.iO"  in  48.8  und  bei  0.48^  in  ungeflBhr  18  Secunden  ein.  Wei- 
tere Differenzen  ergeben  sich,  wenn  wir  bei  beiden  Intervallen 
auf  die  Entwicklung  der  Summationscurven  nach  der  Reizanzahl 
nsher  eingehen.  Bei  dem  grösseren  Intervalle  0.42"  lasst  sich 
anfanglich  eine  Zunahme,  dann  allerdings  auch  eine  Abnahme 
in  dem  von  der  Rei'/;inz.ih!  .ibhilngiiicn  Wnchsthum  der  Summa- 
tionscurven erkennen,  aber  nur  in  geringem  Maasse.  Bei  dem 
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kleinen  Intervalle  0.40"  verkleinert  sich  die  Zaoahme  derSini- 
roationscnrve  schon  von  r  ss  40  an,  zuerst  langsam  dann  schnel- 
ler, wie  dies  ans  einem  Vergleich  der  Curven  von  r  «44  onl 

r  =5  4  0  i  hervorgeht. 

Ein  ähnlicher  Unterschied  iindet  sich  im  Anstieg  und  Ahfall 
der  Curven  beider  lDler\;illo,  besonders  hei  einer  grösseren 
Reizanzahl.  Für  das  grössere  Intervall  ist  der  Anstieg  kaum 
steiler  wie  der  Abfall,  und  wird  die  Ditlerenz  mit  steigender 
Reizanzahl  zu  Gunsten  des  Abfalls  immer  kleiner,  bei  dem 
kleinen  Intervall  dagegen  ist  der  Ahfall  schon  anfangs  viel 
flacher  als  der  Anstieg,  welcher  Unterschied  mit  der  Reizanzahl 
noch  bedeutend  zunimmt. 

Zu  besserem  Vergleiche  habe  ich  in  Kiprur  38  u.  39,  Tnfel  V 
je  zwei  Curvenreihen  gleicher  Intensität  jiher  unijleichen  Intor- 
valles  (Iber  einander  aufgetragen.  Dieselben  sind  wieder  unter 
sonst  gleichen  Bedingungen  an  dem  nUmlicben  Hunde  }'  ge- 
vironnen  und  in  ganz  analoger  Weise  wie  die  früheren  Summa- 
tionscurven  gezeichnet.  Gleiche  Farben  beziehen  sich  wieder 
auf  gleiches  Intervall. 

In  Figur  38  sind  die  Intervalle  0.20"  und  0.10"  nicht  viel 
verschieden,  weshalb  sich  auch  die  Curven  leicht  vergleieheB 
lassen.  Einige  Forderungen  regelmässiger  Summation  sind 
auch  hier  erftält,  wie  die  mit  dem  Intervalle  abnehmende  Steil- 
heit des  Anstiegs  und  Höhe  des  Gipfels..  Dagegen  finden  sieh 
wieder  die  nttmlicben  Abweichungen  davon,  wie  in  den  schon 
besprochenen  Reihen.  Aus  diesem  Beispiele  ergibt  sich,  dsBs 
die  Unregelmässigkeit  um  so  bedeutender  ist,  und  um  so  frOber 
eintritt,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  welches  zur  Reisung  ver> 
wendet  wurde,  ^ir  haben  aber  schon  kennen  gelernt,  dass 
der  Unterschied  zwischen  Curven  gleichen  Intervalles  mit  so- 
nehmender  Reizanzabl  kleiner  wird  dadurch ,  dass  das  Gipfel- 
wachsthum und  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  sich  vermin- 
dert. Deshalb  differiren  auch  Curven  gleicher  Reizauzahl  aber 
ungleichen  Intervalles  verhültnissmässi^  um  so  weniger,  je  grös- 
ser die  Anzahl  der  Einzelreize  gewHhlt  wurde.  Noi  h  prägnanter 
drückt  sich  dies  in  den  Curven  der  Figur  39  aus,  welche  aller- 
dings nicht  bei  gleicher,  aber  beide  bei  maximaler  Intensität 
gewonnen  sind. 

Wir  kommen  also  auch  hier  zu  dem  Schluss,  dass  nicht 
alle  torderungen  einer  regelmässigen  Summation  erfüill  sind, 
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and  dass  die  Summation  bei  deo  veraohiedeDeB  Intervallen  in 
ungleiefaer  Weise  verlanfl. 

Die  DifTerenx,  welche  sieh  fttr  Gurven  maximaler  Reiz- 
aozabl  bei  Aenderung  des  Inlervalles  ergibt,  ist  demnach  Dicht 
gttUig  fUr  eine  submnximale  Eeiaanzahl,  sondern  bildet  sich 
erst  mit  wachsender  Reiianzabl  aus.  ein  Zeichen,  dass  die  Ent- 
wicklung der  Einzelcurve  nach  der  Aeixsahl  auch  von  der 
GHtaae  des  inlervalles  abblingig  ist. 

e)  Einflnss  des  IntervaUes  auf  die  Einselcorve. 
«)  Bei  gleicher  Retsintensitat. 

Ich  hübe  in  den  Figuren  9  und  40,  Tafel  I  und  II  Beispiele 
für  die  Kniwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  gegeben, 
habe  aber  noch  keine  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  des  Inler- 
valles  genommen.  Da  diese  Reihen  an  dem  nämlichen  Hundo 
bei  gleicher  Reizintensität  und  tlberhaupl  unter  ^anz  gleichen 
Bedingungen,  nur  bei  verschiedenem  Intervalle  gewonnen  sind, 
80  iBsst  sich  an  ihnen  der  durch  das  Intervall  bedingte  Uotei^ 
flchied  in  der  Entwiekfaing  der  Einaelennre  nach  der  Reiisabl 
aelir  gut  nachweisen. 

Auf  eme  Ungleichheit  der  Gurven  habe  ich  sehen  au&nerk- 
sam  gemaeht.  Da  nSmlich  die  Einseleurven  mit  der  Eeissahl 
allmlihlich  einer  Grenaonrve  sich  nühem,  d.  h.  van  einer  beatiniBe 
ten  Fern  an  nur  mehr  minimale  Aenderungen  durahmaeheo,  so 
wird  sich  die  ganie  Entwicklung  nach  dieser  Grenconrve  rfclH 
ten  müssen,  ich  habe  auch  sehr  wahrscheinlich  gemacht,  dass 
die  Grenzeurve  mit  der  Reizzahl  ungeDibr  zusammenfällt,  bei 
welcher  die  Summationsourve  ihre  maximale  Hohe  erreicht.  Da 
nun-  aber  aus  den  Summaticnacurven  maximaler  Reizansahl 
direct  hervorgeht,  dass  diese  maximale  Höhe  nahezu  bei  glei- 
cher Reizdauer  eintritt,  das  heisst  also  bei  grossem  Intervalle 
bei  einer  kleineren  Reizzahl,  so  ist  daraus  schon  der  Schluss 
berechtigt,  dass  die  Einzelcurve  mit  zunehmendem  Intervalle 
ihre  Grenzeurve  frUber  erreicht,  und  früher  conslante  Form 
annimmt. 

Dies  finden  wir  auch  bei  belrachlung  unserer  Curvenreihen 
bestätigt.  Bei  dem  Intervalle  0.42  ändert  sich  die  miniere 
Einzelcurve  zwischen  20  bis  30  und  30  bis  40  r  nur  mehr  sehr 
wenig,  was  uns  beweist,  dass  die  Grenzeurve  nicht  viel  davon 
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abweichen  kann,  und  wohl  der  Reizzahl  »'asiO  entspricht.  Es 
drückt  sich  dies  auch  in  der  l-oriii  der  entsprechenden  Summa- 
tionscurv  e  aus,  und  findet  seine  Bestatitiunji  in  der  Grenzcurve, 
die  ich  aus  der  Abfallsgeseh windigkeit  der  Summationscurve 
r  =  40  construirl  und  den  aodereo  Curven  dieser  Reihe  bei- 
gefügt habe. 

Bei  dem  Intervalle  0.10"  wäre  die  maximale  Höhe  ungefähr 
bei  400  r  erreicht.  Es  Idsst  sich  also  aus  der  Geschwindickeil 
des  Abfalles  der  Summationscurve  von  100  r  die  Gren7ciir\e  ab- 
leiten. Wir  sehen  auch,  dass  bis  zu  dieser  Grenzcurve  die 
Einzelourven  mit  wachsender  Reizzahl  zuerst  schnelleri  dann 
allmUlig  immer  langsamer  abnehmen. 

Je  kleiner  also  das  Intervall  ist,  desto  später  geht  die  Einsel' 
Gurve  mit  steigender  Reizzahl  in  die  Grenzcurve  über. 

Ich  habe  schon  früher  hervorgehobeUi  dass  die  Einieloiir* 
ven  anCHDglich  mit  der  Reizzahl  zunehmen,  olnie  ihre  Form  in 
indem,  und  dass  erst  die  rtickläufige  Bewegung  mit  einer  Aen- 
dernng  in  der  Ganrengestalt  verbonden  ist,  deren  Endresultat 
die  Grenzcurve  darstellt.  Bs  gewttbri  uns  also  lelstere  eioen 
Anhaltspunkt  Über  die  Grl^aßB  dieser  ganien  Umwandlung. 

Aus  dem  Vergleich  der  beiden  Gurveareihen  in  den  oben 
genannten  Figuren  ergibt  sieh  wieder,  dass  mit  der  Zonahme 
des  Iniervalles  die  Grenzcurve  nicht  allein  eine  Abnahme  in 
ihrer  Hübe,  sondern  auch  eine  Verbreiterung  Ihres  Gipfels  aof- 
weiat,  und  zwar  allein  auf  Kosten  des  Wendepunktes  lum  ab- 
steigenden Theile  der  Gurve,  wxhrend  die  Zelt,  In  welcher  der 
Gipfel  erraieht  wird ,  nahem  oonstant  bleibt.  Fttgen  wir  oocli 
hinzu,  dass  milder  Verkürzung  des  Intervallea  der  ante  Sebeii- 
kel  des  Abfslles  nur  wenig,  dagegen  der  zweite  bedeutend  zu- 
nimmt, so  ist  dadurch  die  Verschiedenheit  in  den  Grenzcurven 
charaklerisirt. 

Die  Gj^enzcurve  nimmt  also  bei  kleino  c/n  Intervalle  an  Höhe 
constant  ah  ,  an  Länge  zu.  Mit  der  Verbreiterung  des  Gipfels 
sinkt  auch  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  Abfalls. 

Die  mit  der  Reizzahl  Hand  in  Hand  gebende  Formverän- 
derung der  Einzelcurve  ist  bei  den  Intervallen  nicht  etwa  des- 
halb nur  verschieden,  weil  dieselbe  bei  dorn  grösseren  Inter- 
valle wegen  des  früheren  Auftretens  der  Grenzcurve  auf  einem 
früheren  Stadium  der  Verminderung  stehen  bleibt,  sondern  es 
prägt  sich  die  dem  Intervalle  charakteristische  Form  der  Um- 
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gestalmitg  achon  viel  frtther  aus,  wie  sieh  aus  dem  Vergleieii 
der  Carven  r  »  80  bis '41  in  dem  Intervalle  0.10*^  und  r  b  80 
bis  40  in  dem  Intervalle  0.4t^  ergibt.  Ja  wir  iiOnnen  bei  dem 
Intervalle  0.40*  in  der  mittleren  Binseleorve  r  « (40—20)  selion 
eine  gewisse  Aehnliehkeit  mit  der  späteren  Grensenrve  er- 
iLennen. 

Es  verlauft  also  die  ganze  rückläufige  Hewegung  je  wuh 
der  Grifsse  des  JtUervalles  in  einer  anderen  Weise. 

Zur  weiteren  Betrachtung  des  Einflusses  von  der  Grösse 
des  intervalles  auf  die  Veründerung  der  Einzelcurve  habe  ich 
wieder  in  Figur  40  und  4i,  Tafel  V  je  zwei  Curvenreihen  tlber 
einander  gelegt,  welche  nur  durch  das  Intervall  sich  unter- 
scheiden 

In  Figur  41  finden  sich  Curvenreihen  des  Interv;illes  0.10" 
und  0.20",  und  in  Figur  40  von  0.20  und  0.42  mit  einander 
veriilichen.  Die  Curveu  t:leiohen  Inlervalles  haben  auch  hier 
gleiche  Farbe,  und  die  gleicher  Reizzabl  die  nämliche  Art  der 
Zeichnung. 

Daraus  lasst  sich,  niisser  den  schon  erwähnten  Verschieden- 
heiten, erkennen,  dass  auch  die  Curven  niederer  Ileizzahlen  sich 
nicht  decken.  Sie  sind  allerdings  in  der  Form  einander  ähnlich, 
nehmen  aber  bei  gleicher  Reizzahl  mit  der  Btflie  des  Intervalles 
in  ihrem  gansen  Umfange  zn.  De  die  Binzeloarven  des  ersten 
Reizes  als  anabhttngig  vom  Intervalle  bei  gleicher  ReizintensitSt 
identfsoh  sein  mttssen,  so  ergibt  sieh  die  Sehlnssfolgerang, 
dass  bei  kleinem  Intervalle  die  Elncelourven  mit  der  Aelszaht 
zuerst  rascher  anwachsen,  aber  auch,  was  aus  dem  fraher  schon 
Resprochenen  hervorgeht,-  wieder  rascher  sinken,  fis  musa 
sich  also  beim  Vergleich  der  Curvenreihen  zweier  Intervalle  ein 
Blnselrels  finden  lassen,  ftlr  den  die  Gurven  gleiche  Höhe  be- 
sitzen. In  dem  Intervalle  0.20' Ist  z.  B.  die  mittlere  Einzelcurve 
ras  (41— 51)  so  hoch  wie  r=(20  —40)  bei  Intervall  0.10" 
und  bei  0.42  bat  die  mittlere  Einzelcurve  r=  (30  —  40)  gleiche 
Gipfelhöhe  wie  r  =  (19  —  30)  des  Intervalles  0.20".  Man  sieht 
auch  an  diesen  Reihen,  und  besonders  an  Figur  40,  dass  die 
rtlckhiutige  Bewegung  in  dnr  Entwicklung  der  Einzelcurven  um 
so  rascher  beginnt,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  denn  bei  Inter- 
vall 0.42  wachst  die  Einzelcurve  noch  bis  7*  =  (9  — 20),  und 
-  diese  Curve  hat  noch  die  Gestalt  wie  bei  r=s  (1  —9)  beibehalten. 
Dagegen  ist  die  mittlere  Einzelcurve  r  ==  (9  —  1 9)  bei  dem  Inter- 
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valie  0,20  schon  gesunken,  und  weist  gegenttber  der  Einsel- 
cttrvc  r=[4— 0)  scboD  eine  bedeutende  Formvcränderung  a«f. 

Wir  kommen  also  zu  dem  Schloss,  dass  müder  Verkürzung 
des  IntervaUes  die  Verändcrutu/,  irelche  die  Einzclatrve  mit  slei- 
gender  lieizzahl  erleidet,  nicht  nur  entsprechend  der  Form  der 
(irenzcitrve  grösser  wird,  sondern  auch  rascher  sich  rollzieht, 
dass  also  die  Umformung  in  einer  Jedem  Intet^cUie  charakteris- 
tischen Weise  auftritt. 

Es  wäre  eine  interessante  Frage,  diese  Verhiillnisse  nach 
beiden  Seilen,  das  heisst  bei  ganz  grossen  und  ganz  kleinen 
Intervallen  weiter  zu  verfolgen.  Wir  haben  gesehen,  dass  die 
Differenz  zwischen  den  mittleren  Einzclcurven  der  einzelnen 
Reizzahlen  mit  der  Grösse  des  IntervaUes  immer  kleiner  wird. 
£s  könnte  also  von  einem  bestimmten  Intervalle  an  dieser 
llnteneliied  vollständig  veraebwinden.  Kon  kann  ich  dartlber 
einen  gewiasaa  AuÜMsblusB  wohl  geben,  loh  habe  nttmlieh  eine 
Summationaourve  maximaler  Reiianiahl  aufieiehnen  lassen  bei 
dem  Intervalle  4.00"  und  einer  Reisintensität  £ « 339.  Die- 
selbe ist  allerdings  nicht  an  dem  gleichen  Hunde  gewonnen, 
wie  die  andern  hier  angeführten  Gurven;  dennoch  lassen  sich 
die  ResuUatCy  weil  auch  die  übrigen  Gurven  volIsUfndig  über- 
einstimmen, verallgemeinem. 

Es  ergibt  sieh  von  selbst,  dass  die  Einaelcurven  gleich  sein 
müssen,  wenn  der  zweite  Reiz  den  nervösen  Apparat  erst  triflRt, 
sobald  die  Wirkung  des  ersten  Reizes  abgelaufen  ist.  Die  Curve, 
xvelche  ich  in  Figur  42  abgebildet  habe,  soll  darüber  Auf- 
schluss  geben,  in  wie  weit  die  Einzelcurven  jedes  kleineren 
IntervaUes  sich  mit  dov  Heizzahl  Jindern. 

In  unserer  Summalionscurve  entspricht  die  maximale  Höhe 
ungefähr  \  Q  Reizen,  es  füllt  also  jeder  folgende  Reiz  noch  weit 
innerhalb  der  Wirkung  des  vorhergehenden.  Aus  der  Gestalt 
der  Curvo  und  besonders  aus  dem  Vergleiche  des  Anstiegs  und 
Abfalls  liisst  sich  nun  ohne  Weiteres  der  Schluss  ziehen,  dass 
wenigstens  bis  zu  dem  Intervall  1 .00  See.  eine  Verflnderung  der 
Einzeicurve  mit  steigender  Reizzahl  stattfindet,  und  zwar  muss 
die  Cirenzcur\e,  da  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  grösser  wie 
die  des  Anstiegs  ist,  höher  sein,  wie  die  Einzeicurve  des  ersten 
Reizes.  Auch  die  trots  der  maximalen  Reiiansahl  noch  fort- 
ßchreilende  Erfaühung  des  Gipfels  weist  darauf  hin,  dass  eine 
Veränderung  der  Einzeicurve  erfolgen  muss»  indem  bei  ein« 
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facher  SummaUoD  der  Gipfel  fiarallel  lur  Abaoisse  verlaufen 
wttrde. 

Die  Grtfsae  der  Veränderung  der  £inzclcurve  Insst  sich  be- 
urtheilen,  wenn  wir  bei  jener  Gurve  aus  der  Gesohwindigkeit 
des  Anstiegs  eine  für  46  Reize  mittlere  Einzelcurve  und  aus  der 
Gesch%vindigkeit  des  Abfalls  wieder  die  Grenzcurve  conslniiren . 
In  Figur  43  tiabe  ich  beide  Curveii  UIxt  einander  gezeichnet  in 
dem  nämlichen  Massstabe  wie  die  tlbrigen  Einzelcurven,  wobei 
die  ausgezogene  Linie  die  Grenzcurve  darstellt.  Der  Vergleich 
dieser  Curven  berechtigt  uns  zu  dem  nämlichen  Schluss,  den 
wir  schon  aus  der  Gestalt  der  Summationscurve  gezogen,  dass 
auch  bei  dem  InlerAalle  1.00"  die  Kinzelcurse  noeii  mit  der 
Reizzahl  sich  iindert;  die  Form  unserer  Grenzcurve  lehrt  uns 
aber  noch  weiter,  dass  die  rückläufige  Bewegung  in  der  Ent- 
wicklung der  Einzelcurve  noch  nicht  vorhanden  ist.  oder  wenig- 
stens nicht  weit  fortgeschritten  sein  kann,  indem  dieselbe  noch 
keine  Verbreiterung  des  Gipfels  und  Verflaohung  des  Abfalles 
aufweist.  Bs  ist  dadurch  wahrseheinUch  gemacht,  dasa  bei 
grossen  Intervallen  die  Einzelcurven  mit  der  Reizsabi  bis  zur 
Grenzeurve  wachsen,  ohne  ihre  Form  wesentlich  zu  ttndem* 

leb  mtfobte  noch  kurz  auf  die  mittlere  Einzelcurve  eingeheui 
welche  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  der  Summations- 
curve gewonnen  wurde,  um  den  Grund  anzugeben,  warum  sie 
eine  vonder  Grenzcurve  so  abweichende  Form  besitzt.  Wir  haben 
bei  ihrer  Gonstruction  vorausgesetzt,  dass  an  ihrem  Zustande- 
kommen sich  die  einzelnen  Reize  gleichmässig  betheiligen.  Nun 
wissen  wir  aber  aus  früheren  Reihen,  dass  die  Einzelcurven 
mit  der  Beizzahl  sowohl  an  Höhe  wie  an  LMnge  zunehmen ,  so 
dass  in  diesem  Falle  die  mittlere  Höhe  aus  allen  Einzelcurven 
nie  so  gross  sein  kann,  als  die  der  Grenzcurve.  Es  kommt  aber 
noch  etwas  Weiteres  in  Betracht,  was  hauptsächlich  auch  zur 
Erklärung  des  breileren  Gipfels  und  des  späteren  Abfalls  un- 
serer Einzelcurve  gegenüber  der  Grenzcurve  dienen  kann. 
Pehmen  wir  z.  B,  an,  dass  in  unserem  Beispiele  die  Einzelcurve 
des  ersten  Reizes  mit  10  Secunden  schon  die  Ahscisse  erreicht 
hat,  so  bestehen  die  Ordinalen  der  Sunmiationscurve ,  die  auf 
den  Abscissen  10,  11  ....  16  See.  errichtet  sind,  nicht  mehr, 
wie  vorausgesetzt,  aus  einzelnen  Stücken  von  10,  11  ....  1 6  Ein- 
zelreizen, sondern  aus  einer  entsprechend  geringeren  Anzahl, 
d.h.  dieser  ganze  Theil  der  mittleren  Einzelcurve  gehört  garnicht 
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mehr  zur  Curve  des  ersten  Elntelreizes,  sondern  baut  sich  aus 
Stücken  der  Cnrven  späterer  Reizzahlen  auf.  Es  kommt  also 
diese  Verbreiterung  des  Gipfels  dadurch  zu  Stande ,  dass  der 
maximale  Gipfel  der  Summatlonseurve  wegen  der  oonstanten 

Zunnhiiic  dov  Einzeicurve  mit  der  Reizzahl  spiit er  erreicht  wird, 
als  dem  Ende  des  ersten  Eiuzelreizes  entspricht.  Zum  weiteren 
Verständnisse  habe  ich  in  Figur  44  eine  Summationsourve  aus 
einer  £inzelcur\'e  conslruirt  unter  der  Voraussetzung,  dnss  die 
Einzeicurve  sich  allmählich  bis  zur  Grenzcurve  ändert.  Die 
EinzoUnirve  des  ersten  Reizes  ist  In  a  d;irL'eslellt,  die  botreffonde 
Grenzcurve  in  6.  Ich  nvoIIIp  daiiiit  /ciLien,  wie  durch  eine  ull- 
mühliche  Aenderung  der  Kinzelcurv  e  mit  der  Reizzahl  solche  Ab- 
weichungen von  einer  normalen  Summationscurve  zu  Stande 
kommen,  wie  wir  sie  bis  jetzt  kenm  ii  uelerot  haben,  und  wie 
sie  auch  wieder  in  Figur  42  sichtbar  sind. 

Es  ist  nicht  schw  ierig,  die  grosse  Aehnlichkeit  in  der  Form 
beider  Curven  in  Figur  42  und  44  und  besonders  die  gleichen 
Abweichungen  von  einfachen  Sumniationscurven  daraus  zu  cr- 
kenneo.  Bestimmen  wir  aus  Figur  ii  die  Grenzcurve  uud  die 
mittlere  Einzeicurve  aus  der  Geschwindigkeit  des  Abfalls  und 
Anstiegs,  so  erhalten  wir  die  Curven  a  und  fl.  Eben  weil  die 
Summationscurve  nach  dem  Punkte  Jf,  welcher  bei  einfacher 
Summation  den  maximalen  Gipfel  reprttsentiren  wQrde,  weiter 
in  die  Hohe  steigt,  erscheint  die  mittlere  Einzeicurve  a  gegen- 
nber  der  Curve  a  so  sehr  verlängert,  indem  wir  annehmen,  dass 
die  Curve  des  ersten  Reizes  an  dem  ganzen  Aufbaue  der  Sum- 
Diationscurv  e  bis  zum  Gipfel  sich  betheiligt.  Deshalb  ist  auch 
der  Anfang  der  Grenzcurve,  die  ich  aus  dem  Abfalle  der  Sum- 
mationscurve Ml  construirte,  nicht  ganz  mit  dem  Werthe  von  6 
Ubereinstimmend.  Je  naher  aber  die  Summationscur\'e  ihrem 
Maximalwerthe  kommt,  d.  h.  je  geringer  durch  neue  Reize  die 
Gurvenform  sich  ändert,  desto  melir  muss  diese  Dififerenz  ver- 
schwinden. 

Fs  scheint  firmfinrh ,  als  ob  bei  grösseren  Intervallen  die 
Einzekurven  mit  flrr  Ihizzuhl  bis  zur  (hruzcurve  anwachsen, 
und  erst  bei  Ueinen  Jnlenallcn  die  schon  hvsprorhene  riichlCiufifje 
Beueyuuy  sich  ausbildet^  irelchr  dann  mit  abnehmendem  Inter- 
vall immer  grlissere 'Dimensionen  annimmt. 

Auf  diese,  jedem  Intervalle  eigenthtlriiliciie  Knlwicklung 
der  Einzeicurve  nach  der  Reizzahl  lassen  sich  die  Abweichun- 
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gen,  die  wir  an  den  Summulionscurven  gegenüber  dem  ein- 
fachen SummatioDSgesetze  wahrgenommen  hahon ,  sehr  ieichi 
zurückfuhren.  Bei  kleiner  Reizanzahl  müssen  die  Summalions- 
curven  mit  der  VL'rkUrzung  des  Inlei  valles  unverhciltnissmilssig 
wachsen,  und  zwar  im  ganzen  Umfange,  da  bei  dem  kleinen 
Intervalle  die  Einzelcurven  selbst  rascher  zunehmen.  Diese 
Differenzen  werden  aber  nach  und  nach  sich  wieder  ausgleichen, 
indem  bei  den  Cur\eM  kleiner  lulervalle  die  rücklüulige  Bewe- 
gung in  der  Entwicklung  der  Einzelcurve  viel  bedeutender  ist; 
wogegen  die  Länge  der  Summationscurve  mit  dem  Intervalle 
weiter  wachst,  (ibereinstimmend  mit  der  fortdauernden  Ver- 
längerung der  Einzelcurven.  Weil  dieselben  bei  kurzem  Inter- 
valle mit  zunehmender  Reizzahl  kleiner  werden,  muss  auch, 
gerade  entgegengesetot  dem  Beispiele  in  Figur  44,  die  maximale 
Hohe  der  SammatioBscurve  elwas  frOber  erreiebl  werden,  als 
der  Lunge  der  erslen  Einselcnrve  enisprecben  wurde.  Darauf, 
und  bauptaHcbliob  auf  der  Verflaobuug  der  gansen  Einielourve 
mi(  YerkttnuDg  des  Intervallea,  berubi  aueb  die  Yerflaebung 
des  Abstieges  der  entspreobenden  SummaUoaacurve. 

ß)  Einfluss  des  Intervalles  auf  die  Einzelcurve  bei  verschiedenen 

ReiiiBtoDiititoii. 

Weil  die  VerilndoruncieD,  welche  Summationscurven  maxi- 
maler Reizanzahl  mit  der  Hei/.intensitat  erleiden,  mit  den  Inter- 
vallen wechseln,  habe  ich  daraus  geschlossen,  dass  die  Einzel- 
curve, als  Function  der  Reizinlensil^t  aufgefasst,  auch  variabel 
nach  dem  Intervalle  sein  müsse.  Es  erwachst  dadurch  die 
Aufgabe,  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  zu  finden. 

Unter  dem  Einflüsse  der  Reizintensität  vergrössert  sich  die 
Einzelcurve,  aber  nicht  für  alle  Keizzahlen  gleichmJissig ;  die 
Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der^Reizzahl  ist  also  auch 
von  der  ReizintensitUt  abhängig,  und  vollzieht  sich  um  so  rascher 
sowohl  in  Bezug  auf  die  Zunahme  der  Einzelcurve  wie  auf  deren 
Annäherung  zur  Grenzcurve ,  je  grösser  die  letztere  ist.  Ich 
habe  dieses  Gesetz  nur  mit  liilfe  verschiedener  Intervalle  auf- 
stellen können,  was  insofern  unstatthafl  ist,  als  ja  das  Inter- 
vall selbst  wieder  die  Terinderung  der  Einseloarve  durdi  die 
Intensität  beeinflusst.  Trotxdem  wird  es  sieb  iMweiseo  lassen, 
dass  dasselbe  allgemeine  Gültigkeit  bat. 
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Zunächst  ist  es  nothwendig,  die  Veränderung?  der  Einzel- 
curvo  n;ic-h  der  Reizinlensitiil  l)ei  den  verschiedenen  Inlervallen 
gesondert  zu  betrachten,  und  zwar  mit  Hülfe  der  Figuren  2! — 33, 
Tafel  III.  Ich  nmss  dabei  nochmals  hervorheben,  dass  diese 
Heihon  i\n  dem  nämlichen  Hunde  und  unter  sonst  gleichen  be- 
diiiiiunüen  gewonnen  wurden,  dass  sie  also  alle  unter  einnndpr 
vergleichbar  sind.  Ich  habe  nur  noch  hinzuzusetzen,  dass  für 
das  Intervall  0.42  die  Intensität  £"=  464  beinahe  maximal  ist, 
während  für  das  Intervall  0.20  E=  464  and  für  im.  0.40 
£wt377  tlbermaxiroale  Reizgrttssen  darstellea. 

Aus  den  Curvenreihen  geht  zunächst  hervor,  dass  die  Ent- 
wiokluDg  der  Einzeicurve  nach  der  Reizzahi  bei  den  verscbie- 
denen  Inteosittttea  des  gleichen  inlervalles  sehr  ähnlich  verläuft, 
was  sieh  am  Besten  ans  den  Grenseurven  beurtheilen  iSsst, 
deren  Hohe  und  Gestalt  beinahe  unabhängig  von  der  Reizinten- 
sitat  für  jedes  Intervall  eharakteristlsdi  ist.  Wir  können  also 
den  Satz,  den  wir  für  grossere  Intensitäten  schon  ausgesprochen 
haben,  dass  die  FbrmverMndening,  welche  die  Ehiselcarve  mit 
zunehmender  Reiszahl  erführt,  nur  eine  Function  des  Intervalles 
ist,  auch  auf  alle  Intensitäten,  soweit  sie  hier  vorliegen,  aus- 
dehnen. 

Durch  die  ReizintensitOt  dagegen  wird  die  Grosse  der  Ein- 
zeicurve geändert  sowie  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  die 

Form  Veränderung  durchläuft,  wofür  wir  schon  frOher  den  Be- 
weis bei  einzelnen  Intervallen  liefern  konnten.  Aber  auch  in 
dieser  Hinsicht  ist  die  Grösse  des  Inter\ailes  nicht  gleichuühii.'. 

Die  Veränderung  der  Einzeicurve  nach  der  Intensität  lüssl 
sich,  wie  bei  den  Summationscurven,  in  drei  Stadien  zerlegen. 
Aus  den  Figuren  21 — 23  ergibt  sich  aber  auch,  dass  diese  Ein- 
Iheilung  mit  verschiedenen  Intervallen  zusammenfällt.  Denn 
die  Entwicklung  der  Einzelcur\<'  nach  der  Reizzahl  geht  bei 
dem  Intervalle  0,42  auch  ftlr  die  beinahe  maximale  Intensität 
Fs=  464  nicht  Üf>or  das  erste  Stadium  hinaus;  das  heisst,  die 
EinzeIcurvcn  der  höheren  Intensitäten  sind  in  ihrem  ganzen 
Umfange  grüsser  als  die  entsprechenden  der  kleineren  Reiz- 
intensität. Das  zweite  Stadium  ist  dadurch  charakterisirl,  dass 
die  den  höheren  Reizzahlen  angehörigen  Einzelcurven  durch 
ihre  raschere  Annäherung  an  die  Grenzcurve  unter  die  kleinere 
Intensität  herabsinken.  Dieses  Stadium  wird  von  der  Curven- 
reibe  0.20  l>ei  der  höchsten  Reizintensität  noch  erreicht;  da- 
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gegea  gehtfrt  das  dritte  Stadiuoii  wo  die  Ehizelourveii  sobon 
verhaltnissmllssig  niederer  Reiizahlen  unter  die  der  kleineren 
IntensiUlten  sinken,  allein  den  höheren  Intenrallen  von  0.40 

und  darüber  an. 

Ich  habe  beim  Vergleich  der  Gurven  gleicher  Reiziniensi- 
t8t  aber  verschiedenen  Intervalles  (Figur  40  und  4^,  Tafel  V) 
gefunden,  dass  bei  einer  Intensitcit  mittlerer  Starke  E  s  300 
die  Einzelcurven  kleineren  Intervalles  mit  der  Reizzahl  mehr 
zunehmen,  aber  sich  ;\uch  entsprechend  wieder  verkleinern,  so 
dass  sie  bei  einer  bestiminlen  Reizzalil  unter  die  l)et  grosserem 
Intervalle  gewonnenen  Gurven  henibsinken.  Nach  den  Resul- 
taten, welche  aus  den  Curvenreihen  Figur  21 — 23  erhalten  wur- 
den, liissi  sich  ferner  schliessen,  dass  mit  zunehmender  Reiz- 
intenstiat  dieser  Punkt  immer  früher  eintritt,  was  sich  auch 
besUitigt  findet. 

in  den  Figuren  45,  4G,  47,  Tafel  VI  finden  sich  Cur\eii- 
reihen  höherer  Intensität  zusammengelegt,  die  iu  der  nämlichen 
Weise  ausgeführt  sind,  wie  die  früheren  Figuren.  Eine  directe 
Fortsetinng  der  beiden  Oorvenrelhen  auf  Fig.  4 1 ,  Tafel  V 
bildet  die  Fig.  45,  indem  auf  Ihr  Gurven  des  nlmKcfaen  fnter- 
talles,  nur  bei  einer  grosseren  Intensitüt  f  aB377,  verglichen 
smd.  Was  dabei  vor  Allem  anfMIt,  Ist,  dass  der  Höhenunter- 
schied schon  swisohen  den  Einseicurven  der  ersten  Rei»ahlen 
(4^10)  verschwunden  ist,  und  dass  die  folgenden  Gurven  wegen 
ihrer  rascheren  AnnAherung  andieOrenzourve  bei  dem  kleineren 
Intervalle  durchwegs  niederer  sind.  Dies  drQckt  sich  auch  in 
den  Beispielen  Fig.  46  und  47  dentlich  aus,  wo  Curvenreihen 
maximaler  Inlensitm  Uber  einander  gelegt  sind.  Die  Curven 
der  verschiedenen  Intervalle  weisen  fttr  die  ersten  Reize  eben- 
falls keine  Ilohenditlerenz  mehr  auf,  wOhrend  die  Einzelcurven 
aller  folgenden  Reize  bei  dem  grösseren  Intervalle  durchwegs 
grösser  sind.  Die  Cunenreihen  maximaler  Intensität  bean- 
spruchen also  ein  grosses  Interesse,  weil  sie  zeigen,  dnss  die 
Einzelcurven  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grade  wachsen  kön- 
nen.  und  das^  diese  Höhe  von  jedem  Intervalle  erreicht  wird, 
allerdings  bei  dem  grösseren  Intervalle  auch  erst  mit  grösserer 
Reizintensit^l. 

Für  die  Intervalle  von  0.05  See.  sind  E=  300 

O.iO  -  377 
0.20    -  464 
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sohon  ttbermaximaleRaiigrllsseD,  während  lllr  Int.  0.42  E=  464 

beinahe  maximal  ist. 

Ich  bin  leider  nicht  im  Stande,  auch  für  niedere  Keit* 
grössen  die  geselzmcissij^e  AbhUngigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Intensilcit  bei  den  einzelnen  Intervallen  in  gleicher  Weise  wie 
für  die  höheren  Inlensitäten  darzulhun.  Es  lassen  sich  aber 
doch  mit  Hülfe  der  Gi  enzcurven  und  aus  den  Veründerungen^ 
welche  die  Summalionscurven  maximaler  Keizauzalil  bei  den 
einzelnen  Intervallen  mit  der  Intensität  erleiden,  Schlüsse  ziehen, 
die  uns  l)erechtigen,  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Keizinlensilät  Uberhaupt  festzustellen;  und  so  werden  sieb  die 
Sätze,  die  ich  früher  nur  aus  Curven  von  verschiedenen  Inter- 
vallen jibleiten  konnte,  im  AlUenieinen  als  wahr  erweisen. 

Ich  habe  schon  vielfach  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
gerade  die  Grenzcurve  zu  mancherlei  Schlussfolgerungen  be- 
rechtigt, indem  sich  in  ihr  die  Maximalveränderung  darstellt, 
welche  die  Einzelcurve  mit  steigender  Beiziahl  erleiden  kann. 
Wenn  wir  also  aus  der  Summationscorve  von  maximaler  Reis- 
anzahl die  jeweilige  Greniourve  bilden,  so  muss  uns  der  Ver- 
gleich dieser  Grenzcurven  einen  Anhaitapunkt  geben  Ober  die 
Veränderung,  welche  die  Einzelourven  unter  den  vorliegenden 
Reizbedingungen  ttberhaupt  durchmachen,  besonders  wenn  wir 
sie  mit  der  aus  der  Gesdiwindigkeit  des  Anstiegs  gebildeten 
mittleren  Einzelcorve  vergleichen. 

Ich  habe  nun  in  dem  Versuche  CT,  den  ich  scImui  als  Bei- 
spiel Rlr  die  AbhUngigkeit  der  Summationscurven  bei  maxi- 
maler Reizansahl  von  der  Reizintensittft  und  zwar  bei  den  ein* 
seinen  Intervallen  benutzte ,  aus  den  in  Fig.  4  4,  Xsiel  II,  und 
36,  37,  Tafel  V  angeführten  Curvenreihen  die  Grenieurven  und 
die  mittleren  Einzelcurven  gebildet,  und  auf  Fig.  48,  Tftfel  Vli 
wiedergegeben,  in  dem  Massstabe  wie  die  übrii^en  Einselourven, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  Ordinaten  die  überzäh- 
ligen Pulse  in  der  Einheit  von  2  Secunden  darstellen. 

Neben  jeder  Figur  ist  angegeben,  welche  Curven  Grenzcur- 
ven und  welche  die  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  gebil- 
deten mittleren  Einzelcunen  vorstellen.  Ebenso  ist  die  Inten- 
sität angegeben,  bei  welcher  die  Curven  gewonnen  wurden. 
Die  zu  oberst  stehenden  Reizintensitäten  sind  durchwegs  maxi- 
male. Ich  möchte  noch  hinzufügen,  was  ich  schon  bei  den 
Summationscurven  erwähnte,  dass  auch  die  Grenzcui*ven  ohne 
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Gorreotar  dee  Reisanfangss  wiedergegeben  sind,  dass  also  die 
kleinen  Differensen  in  der  Form  der  Gurven  wabrsclietnlicb 
davon  berrttliren.  lob  bebe  die  Correelur  desbalb  unterlassen, 
well  diese  kleinen  UnregelmSssigkeiten,  die  mir  erst  bei  der 
Gonstruction  der  Einseicurve  auffielen,  die  Gesetsrnttssigkeit  der 
gansen  Verttndening  niobt  beeinträchtigen. 

Betrachten  wir  snnflcbst  die  Grenseurven,  so  finden  wir 
bei  allen  Intervallen  gemeinsain,  dasa  dieselben  anfangs  mit 
der  Intensität  zunehmen,  bis  sie  eine  maximale  Steilheit  und 
Höhe  prreicht  haben.  Bei  weiterer  Veriirösserung  der  Intensität 
verschiebt  sich  der  Wendepunkt  zum  (Üpfel  etwas  nach  rechts, 
wodurch  der  Anstlei^  sich  verflacht,  es  verbreitert  sich  der 
Gipfel  und  hei  ungefilhr  izleicher  Geschwindi|ikeit  des  Abfalls 
die  Länge  der  Cur\e  seihst  Durch  immer  weiteres  Hinaus- 
rUcken  des  Wendepunktes  zum  Gipfel ,  und  immer  grössere 
Verflachung  des  Anstiegs  nimmt  die  Curve  bei  nahezu  gleicher 
Gipfelbreite  und  gleichem  Abfalle  bis  zur  maximalen  Intensität 
au  L^ini^e  zu. 

Die  Entwickelung  der  Grenzcurve  nach  der  Intensität 
verlauft  bei  den  einzelnen  Intervallen  mit  verschiedener  Ge- 
sehwlndigkeit.  Wtfbrend  bei  dem  grossen  Intervalle  0.57  die 
Grensenrve  erstgans  nabe  derMaximalintensilftt  bei  SOOiPnIcbt 
mehr  weiter  sieb  erb9bt,  wird  diese  Maxtmalbtfbe  bei  dem  Inter- 
valle O.SO  schon  bei  50  erreicht,  und  bei  dem  noch  kleineren 
Intervalle  0.4 S  bei  i?«  45.  Es  entspricht  also  dieser  Pnnkt, 
wie  die  maximale- Intensität  selbst,  ganx  verschiedenen  Reit- 
grossen. 

Durch  diese  Grenzcurven  wird  weiter  bestätigt,  was  schon 
für  die  höheren  Intensitäten  festgestellt  ist,  dass  die  Grenzcurve 
nm  so  höher  ist ,  und  um  so  weniger  von  der  Form  der  Einzel- 
cune  niedriger  Reizzahl  sich  unterscheidet,  sowohl  in  Bezug 
auf  Steilheit  des  Abfalles  und  Anstiegs  wie  Breite  des  Gipfels, 
je  grösser  das  Intervall  ist,  mit  Ausnahme  der  kleinsten  Inten- 
sitäten. Es  muss  also  auch  die  ganze  FormveriSnderung,  der 
die  Grenzcurve  mit  steigender  Intensität  unterliegt,  mit  der 
Verkürzung  des  Inler\alles  zunehmen. 

Darnach  ergilit  sich  folgende  Entwickelung  der  Grenzcurve 
nach  der  Reizinlensitäl: 

Sie  wächst  anfauLts  mit  <ler  Heizgrüsse,  verändert  sich  aber 
von  einer  bestimmten  Intensität  an  nur  mehr  durch  Verschie- 
liUb.-pb7B.  C1m«8  im.  18 
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bung  und  Verbreiterung  des  Gipfels,  und  die  dadurch  bedingte 
Verlängerung  der  ganzen  Curve.  Die  Umformung  vollzieht  sich 
um  so  rascher,  und  wird  um  so  bedeutender,  je  kurzer  das 
Intervall  ist,  so  dass  mit  Ausnahme  der  kleinen  Inlensitüten 
die  Grenzcurve  sich  um  so  mehr  in  Höhe  und  lorm  von  den 
Einzelcurs  cQ  niederer  Heizzahlen  unterscheidet,  je  kleioer  das 
lDter\all  ist. 

Wie  ich  schon  früher  auseinandergesetzt  habe,  lassen  sieh 
aus  einer  mittleren  Einzelcurve,  die  aus  der  Gcschwindiakeit 
des  Anstiegs  der  SummalionscurNC  gebildet  ist,  nur  unter  Vor- 
behalt Sci]lü>>c  ziehen.  Je  kleiner  die  Veränderung  ist,  welche 
die  Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erfährt,  desto  einfacher 
muss  die  Form  der  mittlren  Eioielcnrve  sein,  und  desto  ähn- 
licher ihrer  Greoseurve,  so  dass  die  hier  erhaltenen  Resultate 
sehr  gut  mit  den  frttheren  flberelsstimmen,  da  die  Gurven  um 
so  susammengesetttere  Form  annehmen  und  um  so  mehr  von 
ihrer  Grenicurve  abweichen,  je  kleiner  das  Intervall  ist.  ]>as 
Njtmliohe  iMsst  sich  für  die  Intensität  behaupten.  Wir  konunen 
also  SU  demselben  Schlüsse,  den  wir  schon  aus  den  Gurven 
höherer  Intensitäten  gezogen,  dass  die  Aenderung,  welche  die 
Einzelcurve  mii  steigender  Reizzahi  erfahrt,  je  oaoh  der  GrOsse 
der  Intensität  zunehmen  muss.  Es  wäre  dabei  nur  noch  hervor- 
zuheben, dass  bei  einer  bestimmten  Reizgrösse  der  Untersehied 
zwischen  den  mittleren  Einzeicurven  und  ihren  Grenzcurven 
nahezu  verschwindet,  welcher  Punkt  aber  für  jedes  Inl('r\all 
einen  anderen  Werth  bcsilzl.  So  sind  z.  B.  für  das  Inlcrvall 
0.67  bei  E=  \  'ü  die  mittlere  Einzelcurve  und  ihre  Grenzcurve 
nahezu  identisch.  Das  nilmliche  findet  sich  bei  In«.  0.20  fUr 
E=  10.  Was  die  Form  der  mittleren  Kinzelcurve  belrilH,  so 
lassen  sich  auch  aus  ihr  gewisse  Folgerungen  auf  die  Verän- 
derungen der  Fiinzelcurve  mit  steigender  Heizzahi  machen,  be- 
sonders wenn  wir  dazu  die  Summationscurven  zu  lltllfc  nehmen. 
Ich  habe  in  einem  Beispiele')  klar  gelegt,  dass  die  mittlere 
£iDzeIcur\'e  länger  als  die  Grenzcurve  ist,  wenn  die  Einzeicur- 
ven constani  zunehmen,  d.  h.  wenn  die  maximale  Höhe  der 
Summationscurve  spater  eintritt,  als  dem  Ende  der  ersten  Ein» 
lelcurven  entspricht.  In  ähnlicher  Weise  wird  die  mittlere  Ein- 
zelcurve kurzer  als  die  Grenzcurve  ausfallen,  wenn  die  Einiel- 
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curven  aoch  nur  theilweise  bis  lur  Grensourve  sieh  YSiUei- 
netüf  80  dass  die  mazimale  Hlliie  der  Sommatioiisciirve  yot  das 
Bude  der  ersten  Einzelcurven  fallen  moss.  Je  grttsser  also  der 
Unterschied  swisehea  den  £inzelearven  der  ersten  Reize  und 
der  Grenioarve  Ist,  desto  kleiner  muss  die  Länge  der  mittleren 
Einielourve  werden.  Wenn  nun  diese  Länge  mit  der  VerkUr- 
suni:  des  Intervalles  abnimmt,  und  innerhalb  des  Intervailes 
wieder  mit  der  Intensität,  so  zeigt  dies  wieder,  dass  die  Gesetze, 
welche  wir  für  die  hohen  intensitiiten  aufizestellt  haben,  allge- 
mein güUif;  sind.  Das  N'amliche  beweist  auch  die  Vergrösserung 
der  Einzetcurvc  mil  der  inlensitüt,  sowohl  in  Belüg  auf  die 
Utfhe,  wie  die  Geschwindigkeit  des  Anstiegs. 

Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig ,  auf  die  Geschwindigkeit, 
mit  der  die  Entwickelung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  sich 
bei  den  verschiedenen  Intensitäten  vollzieht,  naher  einzugehen. 
Ich  habe  nämlich  früher  den  Satz  aufuestellt,  dass  dieselbe  für 
niedere  und  mittlere  intensitUlen  nahezu  gleichmUssig  verlauft, 
dass  also  der  Anfang  der  rückläufigen  Bewegung  ungefähr  auf 
den  nflmlichen  Reit  fällt,  da  die  BinaaLeonren  niederer  Inten- 
aiMten  in  ihrem  ganten  Umfange  kleiner  sind,  wie  die  der 
bifheren.  leh  seUoss  dies,  weil  bei  dem  grtfsseren  Intervalle 
UM  die  rOcklttnfige  Bewegung  mil  Zunahme  der  IntensiUll  an- 
fangs nur  unbedeutend  früher  eintritt,  und  erst  bei  den  stärkeren 
Intensitftten  die  Eniwiokelung  rasoher  verlauft.  Mit  Hülfe  der 
angeführten  Summatienseurven  litsst  sieh  dies  vollstindig  sieher- 
stellen, wenn  wir  ihre  Formvertnderung  bei  Zunahme  der  In- 
tensitttt  berlieksiehtigen. 

Wenn  die  Einzelcurven  gleichbleiben,  mussdieSnmmations» 
curve  maximaler  Reizanzahl  eine  regelmässige  Form  annehmen, 
indem  die  Geschwindigkeitscurve  des  An-  und  Abstiegs  zu- 
sammenfällt, und  der  Gipfel  parallel  zur  Abscisse  verläuft.  So- 
l>aid  die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  zunehmen,  oder  wenig- 
stens die  spJUere  Abnahme  noch  zurücktritt,  muss  die  Ge- 
schwindigkeit des  Abfalles  gegenüber  des  Anstieges  in  rascherem 
Maasse  wachsen,  und  der  Anfang  des  Gipfels  später  erreicht 
werden.  Die  Differenz  in  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs 
und  Abfalles  gleicht  sich  aus,  sobald  die  Abnahme  der  Einzel- 
curve mit  den  späteren  Reizen  weiter  fortschreitet.  So  lange 
die  Entwickelung  der  Einzelcurve  gleichmassig  vor  sich  geht, 
müssen  auch  die  einzelnen  Tbeile  der  Summationscurve  propor- 
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tional  wachsen,  d.  h.  die  Zunahme  derCorv'e  mit  der  ReizinteD- 
siUtt  darf  die  Gestalt  derselben  nicht  wesentlich  ändern .  Sobald 
aber  einmal  die  rückläufige  Bewegung  ttnd  die  Annäherung  an 
die  Grenzcur\'e  rascher  sich  vollzieht,  muaa  aiieh  die  maximale 
Höhe  früher  beginnen,  der  Anstieg  steiler  werden,  und  zuletzt 
mit  Verflachung  der  Einzeicurve,  attob  die  Geschwindigkeit  des 
Abfalles  zurücicgehen. 

Analysiren  wir  unsere  Summationsciirven  auf  Figur  36,  37, 
Taf«»l  V  und  14  — < 6.  T;ifel  Ii  in  dieser  Richtung,  so  finden  sich 
bei  jedem  lnter\allc  diese  Formen  vertreten,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  bei  den  erösseren  Intervallen  die  Stadien 
langsamer  durchlaufen,  und  zum  Theil  die  spatesten  gar  nicht 
erreicht  werden. 

Wir  kommen  also  zu  dem  Schluss,  dass  die  bei  den  grossen 
Intervallen  gefundenen  Umänderungen  auch  für  die  kleinen 
Qeltnng  haben,  aber  nur  ftlr  kleinere  Intensitäten. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Resnltate  svsannen,  so  Ittsst. 
sich  nngeflihr  folgendes  Bild  von  der  Entwiekelung  der  Einsal- 
ourve  naoh  der  Reissabi  maofaen: 

Die  Snuukmve  Mäd/ert  »ich  mü  der  ReizaM  bm  klemm 
BewmieiuiUUm  nur  sehr  wenig  bis  xur  GrenMcmve.  Mit 
nekmender  InieneiUU  waeheen  die  ^Mekurven  der  ereten  Reme 
viel  ratdter  an,  als  die  Grmscurven,  wedurdi  m  der  Curven- 
veränderung  sich  wieder  eine  riickUtiufSge  Bewegung  au^ildety 
der  Art,  dass  die  Curven  von  einem  bestimmten  Pmkte  an  nll- 
mähHch  bis  zur  Grenzcurve  sich  wieder  verkleinem  zugleich  mit 
einer  qeriiKjen  Versrhiehinitf  des  Gipfels,  wodurch  Anstieg  wui  Ab' 
fall  ebenfalls  sicJi  abflachen.  Während  die  Vergi^össerung  der 
Grenzcurve  aufhört,  und  sie  sich  nur  mehr  durch  eine  seitliche 
Verschiclnnu/  und  Vprbreiterung  des  Gipfels  ändert,  verbunden  mit 
einer  weiteren  Ferfludiung  des  Anstiegs  und  AhfalJes,  7iehmen  die 
den  ersten  Reizen  entsprechenden  Junzelairrcn  constant  zu.  so 
dass  die  Formveriinderung  der  Kinzeicurven  durch  die  Reizsahl 
mit  der  Grösse  der  Intensitui  fortwährend  icäclisf.  Mit  zuneh- 
mender Intensdül  bildet  sich  noch  eine  weitere  Veränderung  in  der 
Entwiekelung  der  Einzeicurve  aus,  in  der  M'eise,  dass  die  rück- 
läufige Bewegung  immer  früher  beginnt,  und  die  Curven  immer 
rascher  der  Grenzcurve  sich  nähern,  was  um  so  mehr  in  den 
Vordergrund  tritt,  wenn  einmal  die  Einzeicurve  ifire  Maximal- 
Me  errekM  hat.  Bei  den  stärksten  Intensitäten  unterscheideti  sich 
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«ito  <jte  Cmvm  mm  m$kr  äadurdi  tton  emander,  4au  iieu 
Maximalhoke  früher  erreichen,  und  der  Grenncwve  immer 
sehneUer  A'eft  nähern. 

Von  dem  IniervaUe  hängt  die  GeetaU  der  GrensKurve  ab^  dat 
heitit  die  Grme  der  Furmveranderun^j  welche  die  Ming^curve 
mü  der  BmKtakl  mi  durehkmfen  hat,  hn  UMtrigen  änderi  eich 
die  Einukurve  mit  der  VerkärMWMf  de$  InUrvaUee  §tmx  iümM 
wie  mit  der  Reisintensität. 

Auf  diese  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der  Reizzahl 
wwM,  wie  von  der  Grösse  der  Inlensität  und  des  IntervaUes 
lassen  sich  alle  Abweichungen  von  den  anfangs  angeftthrten 
Gesellen  der  Sumoialion  surtlekfüliren. 

d)  Einfluss  des  IntervaUes  auf  die  Gesammtwirkung 

einer  Reizung. 

Ich  habe  schon  bei  Besprechung  der  Summationsei*schei- 
nungeo  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Reizanzahi  und  der  Reiz- 
intensitat  Einiges  Uber  die  Gesammtmenge  der  überzähligen 
Pulse  erwähnt,  habe  aber  dabei  die  Abhängigkeit  derselben 
von  dem  Intervalle  unberücksichtigt  gelassen.  Khe  ich  darauf 
eingehe,  möchte  ich  noch  einmal  daraul  zurückkommen,  wie 
die  Curve  der  Gesammtwirkung  erhalten  werden  kann. 

Zeichnet  man  die  aus  den  Summatleiisouiven  vtfrsehiede- 
ner  Reitanialil  eriuütenen  Wertbe  fOr  die  Gesammtmenge  der 
Obersahligen  Pulse  auf  ein  Millimeterpapier  auf,  so  iMsst  sich 
mit  Httlfe  dieser  Punkte  die  Curve  selbst  eonstniiren,  wobei 
sich  sum  Vergleiohe  die  bei  andern  IntennUlten  und  Intervallen 
gewonnenen  Punkte  mit  grossem  Vortheile  verwerthen  lassen, 
unter  der  Annahme,  dass  diese  Gurren  nur  allailhlieh  in  geseta- 
massiger  Weise  sieh  Andern.  Um  den  wahren  Nullpunkt  der 
Curve  lu  bestimmen,  sind  die  Gurven  von  gleicher  Intensität 
aber  verschiedenem  Intervalle  besonders  geeignet,  indem  der- 
selbe  bei  diesen  Gurven  identisch  sein  muss,  da  der  Erfolg  eines 
einsigen  Reizes  nicht  mehr  von  dem  Intervalle  abhängig  sein 
kann.  Wir  haben  also  solche  Curven  nur  nach  unten  zu  ver- 
längern, um  in  dem  gemeinsamen  Schnittpunkte  auch  den  Aus- 
gangspunkt für  die  Curven  aller  Intervalle  gleicher  Intensität 
zu  erhalten.  Nimmt  man  also  Summationscurven  von  verschie- 
dener Intensität  und  verschiedenem  Inter>aile  zu  Hülfe,  so  lässt 


Digitized  by  Google 


276 


Erwin  Voit, 


sich  die  Gnnre  der  Abhängigkeit  der  Gesammlwirknng  von  der 
Reixanzahl  mit  grosser  Wahrsclieinliebkeit  feststellen. 

In  Figur  49,  Tafel  Yll  sind  solche  Gurven  aus  dem  Versuobe 
y  wiedergegeben. 

Aus  ihnen  Ittsst  sich  leieht  die  jeder  Einzeleur\e  zukoni- 
mende  tlberzählige  Pulsmeoge  ableiten,  und  swar  durch  Suh- 
traetion  der  den  einzelnen  SummaUonscurven  zugehörizen  Or*- 
dinalen.  Ich  habe  der  Bequemlichkeit  halber  die  Differenzen 
von  Ordinaten  der  Abscissenabschnitte  genommen,  die  2.5  Rei- 
zen entsprechen,  und  aus  diesen  die  überzahl  igen  Pulsmencen 
einer  mittleren  Einzelcurve  gerechnet.  UebortrJigt  man  dies»* 
Zahlen  wieder  in  derselben  Weise  auf  ein  Millinielerpapier,  so 
erhellt  ninn  eine  Curve,  weiche  uns  die  Oescimnitinenge  der 
ttberzähligen  Pulse  des  Einzelreizes  abhängig  von  der  Ketzzahi 
darstellt. 

Zur  Beurtheilung  der  Abhängigkeit  dieser  Curve  \on  den» 
Intervalle  ist  es  zunJirhst  nolhwendig,  die  Entwicklung  dersel- 
ben nach  der  Reizintensitüt  bei  jedem  einzelnen  Intervall  zu 
verfolgen. 

Auf  Tafel  Hl,  Figur  25,  26,  27  finden  sich  solche  Curven- 
reihen,  Aber  deren  Bedeutung  ich  sehen  früher*)  das  Noth- 
wendige  gesagt  habe.  leh  mtfehte  diesen  Ertfrteningeu  nur  noch 
Einiges  hinsnfUgen.  Aus  der  Veränderung,  welche  die  Einsei- 
curve  mit  der  Reitsahl  bei  niederen  Intensitllten  erführt,  lasst 
sieh  leicht  die  Gurvenform  für  die  Gesanimtwirkung  der  Ret- 
snng  ableiten.  Wenn  die  Einseleurve  ihre  Gestalt  nur  wenig 
lindert,  muss  dieselbe  nahesu  eine  Gerade  darstellen ;  und  erst 
wenn  einmal  die  Einselcurven  der  ersten  Reise  hoher  werden 
als  die  Grenzcurven,  tritt  die  Curvengestali  auf,  wie  wir  sie  in 
unseren  Beispielen  vertreten  finden.  Mit  der  Reizintensitfit 
steigt  zugleich  mit  dem  Ausgangspunkte  der  Gipfel  der  Curve 
ronstant  und  zwar  so,  dass  die  Entfernung  der  beiden  zuerst  zu-, 
dann  wioder  abnirnnU,  während  der  Gipfel  selbst  allmählich 
gegen  den  Anfang  zu  rückt.  Ob  es  eine  Inlensitiit  gibt,  wn  der 
Gipfel  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenflillt.  darüber  werden 
wir  noch  später  zu  sprechen  hnben.  Mit  der  Intensität  rückt 
auch  der  Wendepunkt  der  abfallenden  (lurvcntheile  weiter  nach 
unten  und  aussen.  Und  da  die  Greuzcurve  von  einer  bestimm- 
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ton  ReizgrOsse  an  Dor  mehr  sehr  wenig  sfeh  ändert,  so  mfls- 
sen  auch  die  Gurven  an  einem  bestimmten  Punkte  ihres  ab- 
fallenden Theiles  sehr  nahe  lusammentreten»  um  dann  allmtth- 
lieh  in  ihren  Greniwerth  Uberxugehen. 

Ftlr  das  grossere  Intervall  (Fig. 85)  ist  eharakteristisehi  dass 
die  maximale  Gurve  nur  mehr  eine  geringe  Entfernung  ihres 
Gipfels  vom  Ausgangspunkte  aufweist,  und  dass  die  Gurven 
der  einzelnen  IntensitSten  sich  \vahrschem1ich  nie  wirklich 
kreusen,  indem  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Curven  dem 
Grenswerthe  zustreben,  nahezu  gleich  ist.  Bei  dem  kleineren 
lotervalie  wird  die  Curvenentwicklung  für  die  niederen  Inten- 
sitäten eine  ganz  ahnliche  sein,  und  virird  nur  in  Uebereinstim- 
mung  mit  der  Einzeicurvo  schneller  mit  der  Reizgrösse  zuneh- 
men. Auch  hier  werden  an  ciiicrn  Ptinkle  des  abfallenden 
Schenkels  die  Curven  nahe  zusammentreten,  um  dann  den 
Werth  für  ihre  Grcnzcurve  anzunehmen.  Wenn  einmal  mit  der 
höheren  Intensität  die  Einzelcurven  der  Grenzcurve  rascher  sich 
zu  nähern  beginnen,  so  dass  ihre  Gipfel  unter  die  der  kleineren 
Intensitilten  fallen,  sinkt  auch  der  Wendepunkt  des  abfallenden 
Theiles  unserer  Curve,  so  dass  diese  mit  den  Curven  niederer 
Intensität  einen  Kreuzunizspuiikt  l)csltzt  [Fig.  27  und  26). 

Bei  dem  kleinen  Intervalle  0.10"  kommt  noch  eine  weitere 
Unregelmtlssigkeit  zum  Ausdruck,  die  damit  zusammenhängt, 
dass  die  Binzelenrven  sehr  kleiner  Intervalle  ihre  hOehste  Ent- 
wicklung viel  rascher  erreichen,  weshalb  die  beiden  Gurven  auf 
Figur  S7  'schon  zu  Anfang  des  ablsllenden  Curventheiles  ein- 
ander sehr  nahe  treten.  Dass  In  diesem  Beispiele  die  Differenz 
der  absinkenden  Gurventheile  nicht  mehr  so  bedeutend  ist,  wie 
in  Fig.  liegt  wohl  daran,  dass  lür  das  Intervall  0.40"  die  In- 
tensitHt  Emm  377  schon  tibermaximal  ist. 

Diese  Aenderungen  der  Curven  beweisen  uns,  dass  die 
Gurven  des  Totaleffectes  nach  der  Hohe  der  Einzelcurven  sich 
richten,  und  mit  ihr  steigen  und  fallen. 

Vergleichen  wir  nun  die  Curven  der  verschiedenen  Inter^ 
valle  bei  gleicher  Reizintensilüt.  Beispiele  dafür  habe  ich  in  Figur 
50,  5< ,  52,  Tafel  Vll  aus  dem  Versuch  Y  gegeben.  Ftlr  jede  Reiz- 
intensitilt  wächst  die  Cur\e  mit  der  Verkürzung'  des  Intervalles, 
erreicht  aber  ungefähr  zur  nHmlichen  Zeit  ilir  .Maximum.  Ebenso 
füllt,  wenigstens  für  kleinere  und  mittlere  Intensitäten,  der 
Wendepunkt  des  Abfalles  zeillich  nahe  zusammen.  Da  nun, 
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naob  den  Einzelcurven  in  sobliesBen,  die  Greniwertbe  um  so 

niederer  sind,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  so  müssen  auch  beide 
Schenkel  des  abfallenden  Tbeiles  mit  dem  Intervalle  zunehmen, 
so  dass  die  Cur\'en  gleicher  Inlensitül  an  heslinimlen  Punkten 
sich  schneiden.  Diese  Schnittpunkte  fallen  hinter  den  Wende- 
punkt, auf  den  zweiten  Schenkel  des  abfallenden  Gurventheiles; 
sie  sind  um  so  weiter  vom  Wendepunkte  entfernt,  je  grösser 
die  Differenz  zwischen  den  beiden  Intervallen  ist.  Ein  Beispiel 
dafür  gibt  der  Vergleich  des  Intervalles  0.42  und  0.20  bei 
£=  ;iüO. 

Für  das  Interv.ili  0.1 0"  derselben  Reizgrösse  f:  =  300  lindet 
sich  schon  eine  ünregehnilssigkeit,  weil  die  liinzclciirven  dieses 
Intervalles  viel  rascher  der  Grenzcurve  sich  niihern,  als  dies  bei 
den  grösseren  Intervallen  z.  B.  Int.  0.20  der  F;il]  ist.  In  Folge 
davon  sinkt  auch  der  absteigende  Curvenasl  viel  tiefer  und 
kommt  dessen  Wendepunkt  unter  den  des  Intervalles  0.20  zu 
liegen,  so  dass  der  Kreuiungspunkt  beider  Curven  frtlher  ein- 
tritt. Das  Gleiche  Ist  der  Fall  bei  der  InteDaiUit  377,  nur 
mit  dem  Untersehiede,  dasa  hier  auch  der  Wendepunkt  des 
Intervalles  0.20  auffeilend  tiefer  liegt,  weshalb  die  Curven 
des  Intervalles  0.20  und  0.40,  unter  sieh  wieder  viel  ühn- 
lieher,  vor  ihrem  Wendepunkte  mit  deoQi  Intervalle  0.42  sich 
kreusen. 

Auf  Figur  52  habe  ieh  Gurven  von  maximaler  Intensität  bei 

den  Intervallen  0.42  und  0.10  aufgezeichnet.  Beide  stehen  sich 
deswegen  in  ihrer  Form  viel  niiher .  Da  die  Maximalintensität 
fUr  das  Intervall  0.42  J?s  464  fUr  0.10£«k  377  darstellt,  so 
müssen  auch  die  Ausgangspunkte  der  Curven  verschoben  sein, 
desgleichen  wird  ftlr  das  grössere  Intervall  0.42  wegen  der 
höheren  Reizintensitäl  die  Entfernung  des  Ausgangspunktes 
vom  Gipfel  kleiner.  Strenge  genommen  sollten  alle  Intervalle 
die  gleiche  Maximalintensitat  haben,  da  die  Summationscurven 
niclil  voilstündig  gleich  sein  können,  so  lange  nicht  auch  die 
erste  Eiuzelcurve  ihre  niavimale  Rei/grosse  erreicht  hat.  Dass 
also  die  MaximalinlensitiU  für  das  kU^nere  Intervall  früher  ein- 
tritt, als  für  das  grössere,  liegt  nur  an  der  ungleichen  Entwick- 
lung der  Einzeicurve  nach  der  Heizzahl,  bei  den  verschiedenen 
Intervallen;  weshalb  die  geringe  Differenz,  welche  für  die  höch- 
sten Intensitcilen  zu  Anfang  der  Summalionscurxe  noch  vorhan- 
den ist,  niciit  mehr  unterschieden  werden  kann.  Ob  wirklich 
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der  Gipfel  der  Curve  bei  dem  grosseren  Intervalle  niederer  ist, 
wie  bei  dem  kleineren,  mag  dabin  gestellt  bleibeO}  da  ich  gerade 
dafür  keinen  zweiten  vergleichbaren  Fall  unter  meinen  Ver^ 
suoben  habe.  Wahrscbeiolieli  wird  es  aber  durch  die  ganze 
Foni)  der  Curven. 

Kehren  wir  nun  nochmals  zu  den  Curven  zurück,  welche 
für  die  Summalionscurve  die  Gesammtmenge  der  Uberzähligen 
Pulse  in  ihrer  Aenderung  mit  der  Reizanzahl  wiedergeben.  Auf 
ihnen  bedeuten  die  Ordinaten  die  überzahligen  Pulsmengen, 
die  Abscissen  die  Anzahl  der  Reize.  In  Figur  31,  Tafel  IV  sind 
solche  Curven  gleichen  Interv alles  aber  verschiedener  Intensitcit 
dargestellt.  Es  lasst  sich  aus  ihnen  der  Einfluss  der  Intensität 
enlnelimen,  indem  mit  ihr  die  Geschwindigkeit  des  Anstieges 
wiiehst.  Wahrend  aber  bei  kleinen  und  mittleren  Intensitäten 
die  Geschwindigkeitszunahme  haupts^ichlich  auf  den  mittleren 
Curventheil  bescbrKnkt  bleibt,  rückt  sie  mit  wachsender  Reiz- 
grttsae  immer  mehr  gegen  den  Anfang  dar  Curve  vor,  und  wird 
gegen  dm  Grenswarth  tu  früher  conatant.  Für  die  maximale 
Intensität  erlialten  wir  eine  Curve,  die  schon  naliesu  mit  grüss- 
tar  Geschwindigkeit  anhebt,  und  allmllfaUch  mit  abnehmender 
Geschwindigkeit  in  eine  Gerade  übergeht. 

Bei  grosseren  IntervaUan  nimmt  die  Geschwindigkeit  glej» 
eher  Curvenabschnitte  mit  der  Intensitilt  bestand  ig  zu,  wenn 
auch  in  ungleichem  Maasse.  Das  Gleiche  niuss  für  die  kleineren 
Intervalle  mittleror  Intensität  sutreOen.  Bei  hohen  Intensitäten 
dagegen  zeigt  sich  in  so  lerne  ein  Unterschied,  als  die  Ge- 
schwindiskeit  der  Curve  von  höherer  Intensität  theilweise  unter 
die  der  niederen  herabsinkt.  Die  Curven  hoher  Intensität  diver- 
giren  also  nicht  während  ihres  ganzen  Verlaufes,  sondern  nur 
im  Anfangstheil,  um  dann  nach  einer  kurzen  Convergenz  nahezu 
parallel  der  Geraden  sich  zu  nahern. 

Bei  Betrachtung  der  Curven  gleicher  Intensität  aber  ver- 
schiedenen Intervalles  (Figur  49,  Tafel  Vll)  ist  zunächst  zu  Ije- 
achten,  da.ss  die  Curven  um  so  später  der  Geraden  sich  nahern, 
je  kleiner  das  Intervall  ist,  d.  h.  je  später  die  Einzelcurve  in  die 
Grenzcurve  Übergeht.  Da  die  (irenzcurve  mit  dem  Intervalle, 
wenn  letzteres  nicht  sehr  gross  ist,  zunimmt,  so  ist  der  Winkel, 
den  diese  Gerade  mit  der  Abscisse  einschliesst,  um  so  spitzer, 
je  kleiner  das  Intervall  ist.  Es  müssen  sich  also  die  Curven 
von  verschiedenen  Intervallen  in  einem  bestimmten  Punkte 
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kreuzen.  Dieser  Kreusungspunkt  ist  aber  um  so  weiter  entfemt, 

je  grösser  die  Differenz  der  beiden  Intervalle,  und  um  so  grös- 
ser die  ReizintensiUlt  selbst  ist,  wie  wir  sogleich  aus  der  Ge- 
stalt der  Ciirven  entnebmen  werden.  Die  Gur^'en  wachsen 
nSimlich  aufaugs  um  so  rascher,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  d.h. 
sie  divergircn  bis  zu  dem  Punkte,  wo  die  Wirkungsourven  der 
Einzelrei/f  für  das  giössero  Intervall  die  grösseren  werden. 
Von  hier  an  müssen  sie  convergiren.  znorst  schnell,  dann  lang- 
sam bis  zum  Kreuzungspunkle.  Da  nun  aber  die  Einzelcurven 
des  kleinen  Intervalles  mit  zunehmender  Intensitül  viel  rascher 
sich  vergrössern,  wodurch  auch  die  anfangliehe  Divergenz  in 
den  Curven  der  Gesanimlwirkung  anwachst,  wahrend  die  Nei- 
gung der  (ieraden,  der  sie  sich  allmiihlich  nithern,  bei  den  ver- 
schiedenen IntensiliUen  nahezu  gleich  bleibt,  so  niuss  mit 
wachsender  Reizgrösse  auch  der  Kreuzungspunkt  hinausgescho- 
ben werden.  Eine  Ausnahme  hievon  machen  wieder  die  Cur- 
ven bei  beben  Intensitttten,  sobald  die  von  der  Intensität  be- 
dingte Zunabme  der  Elnseleurve  filr  das  grossere  Intervall  be- 
deutender wie  ftlr  das  kleinere  wird^  d.  b.  wenn  in  der  Gurve 
der  Gesammtwirkung  die  Gesebwindigkeit  des  Anstiegs  gegen- 
über einer  Gurve  grosseren  Intervalles  abnimmt,  wodureh  aueb 
ihr  Kreusungspunkt  früber  eintreten  rouss.  Ein  solcher  Unter- 
sebied  kommt  auf  Figur  49,  beim  Vergleicb  des  Intervalles  0.80 
und  0.4S  bei  J?8b300  oder  377  zur  Geltung.  Noch  deutlicher 
tritt  es  zu  Tage  bei  maximaler  IntensitBt,  weil  dabei  die  anfangs 
nahezu  gleich  grosse  Einzelcur\e  um  so  rascher  ihrer  Grenz- 
curve  sich  nüherl,  je  kleiner  das  Intervall  ist. 

Es  ist  also  der  Einfluss  der  Reiz  int  ensitSt  auf  die  Summa- 
tionscurven  bei  den  einzelnen  Intervallen  mit  der  Reizanzahl 
wechselnd,  und  lüsst  sich  nur  dann  ein  richtiges  Bild  von  der 
Aenderung  der  Summationscurve  nach  der  Reizslarke  für  die 
verschiedenen  Intervalle  erhallen,  wenn  die  Cur\en  von  verschie- 
dener Reizanzahl  bcstinunt  werden.  Aus  den  Curven  der  Ge- 
sammtwirkung ist  auch  leicht  zu  ersehen,  welchen  Nutzcftcct 
die  Reizung  bei  verschiedenen  Inlervallen  hat,  und  iasst  siel»  auch 
leicht  beweisen,  dass  für  nicht  zu  lange  Einwirkung  die  kleinen 
Intervalle  den  Vorzug  verdienen.  Die  Curven  kleiner  Intervalle 
wachsen  ja,  wie  wir  gesehen,  rascher  an,  und  sinken  erst  bei 
längerer  Reizdauer  unter  die  des  grosseren  Intervalles  herab, 
diese  Differenz  ist  fttr  mittlere  und  kleine  Intensitäten  am  be- 
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dentendsten.  Ausserdem  gestattet  nar  das  kleine  Intervall  eine 
bedeutende  Veiünderung  von  kuner  Dauer. 

Bekanntlieh  Kegt  das  Intervall  der  physiologischen  Reizung^ 
wenigstens  für  die  Muskeln,  unterhalb  0.09".  Ich  glaube  es  spricht 

nichts  dagegen,  das  physiologische  Intervall  im  Allgemeinen  als 
sehr  klein  anzunehmen,  da  die  Erregungen  von  einander  sehr 
nahe  stehenden  Apparaten  ausgehen.  Ein  solches  Intervall  würde 
wenigstens  in  diesem  Falle  den  grOssten  NutzefTect  haben,  sodass 
dabei  der  Organismus  mit  dem  geringsten  Kraftaufwand  arbeiten 
witrde* 

y.  Die  Ursachen  der  Terifiiderang  der  Einzelcurre. 

Ich  horte  dargethan  zu  haben,  dass  die  Resultate,  welche 
ich  durch  Einwirkung  einer  Accelerans-Reizuntj  auf  die  Ver- 
mehrung der  Schiagzahl  des  Herzens  erhalten  habe,  sich  aus 
dem  Summationsgesetze  erklaren  lassen,  unter  der  Annahme, 
dass  die  Einzelcurve  nicht  allein  eine  Function  derRei/inlcnsiliil, 
sondern  auch  der  Reizzahl  ist,  welche  Function  aber  wieder  nach 
der  Reizgrösse  selbst  und  nach  dem  Intervalle  variabel  gedacht 
werden  muss. 

Es  frägt  sich  also,  auf  welche  Ursache  eine  soldie  Ver- 
Sndemng  der  EIncelonrve  surQcksufBhren  ist. 

Bei  einer  Erklärung  vonSummationsvorgängen  im  lebenden 
Organismus  haben  wir  hnmer  damit  su  rechnen,  dass  die  Reiiung 
selbst  eine  Zustandsinderung  im  nervösen  Apparate  hervor- 
bringt, vermöge  deren  die  Bedingungen  fttr  den  Erfeig  des  nach* 
folgenden  Reises  geändert  werden.  Es  muss  also  die  Einzel- 
curve mit  der  Reuzahl  sich  andern,  und  zwar  entsprechend  der 
Grüsse  der  Zustandsünderung,  welche  zur  Zeit  der  Reizung  be- 
steht; das  heisstalso,  analog:  (Um  Ordinate  der  durch  die  vorher- 
gehende Reizung  bedingten  Summationscurve.  Da  der  Grund 
dieser  Aenderung  der  Einzelcurve  schon  bei  Beginn  derselben 
besteht,  so  Mndert  sich  die  Form  der  Gurve  wohl  im  Ganzen,  muss 
sich  aber  immer  ähnlich  bleiben. 

\un  kann  die  Grösse  der  möglichen  ZuslandsJinderung  im 
nervösen  A[)parale  nur  eine  beschränkte  sein,  und  darf  ein  ge- 
wisses iMaass  nicht  überschreiten.  Da  aber  dieser  Einfluss  mit 
der  Höhe  der  Summationscurve  allmählich  erst  sich  ausbildet, 
und  um  so  mehr  sich  geltend  macht,  je  mehr  die  Summationscurve 
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dieser  Greme  ilcli  nHbert,  so  wird  dadurch  nicht  die  Einzelcurve 
als  solche  geändert,  sondern  eigentlich  nur  die  einzelnen  Ordi- 
nalen der  Summationscurve,  was  sich  bei  der  Gonstruelion  der 
Einzelcurven  aus  dieser  durch  eine  mehr  oder  weniger  grosse 
UniwandluDg  ihrer  Form  ausdrücken  muss. 

Wenn  eine  Summation  eine  zweite  hervorbringt,  so  richl^l 
sich  letztere  nicht  mehr  nach  den  Einzelcurven  der  ersten  Sum- 
mation, sondern  nur  nach  den  Ordinalen  derseU^en.  So  lange 
aber  die  erste  noch  aus  regelmässig  sich  ändernden  Einzel- 
curven zusammengesetzt  ist,  wird  dies  auch  bei  den  Eime\- 
curven  der  Fall  sein,  welche  wir  aus  der  zweiten  conslruiren 
können,  vonnisgesetzt,  dass  wir  nicht  bei  dieser  früher  an  die 
obere  Grenze  L;elangen.  Die  Aehnlichkeit  in  der  Form  der  Ein- 
zelcurven hört  alsbald  auf,  wenn  einoial  irgend  ein  Theil  des 
nervösen  Apparates  an  die  Grenze  seiner  ZustandsänderuAg  an- 
gekommen ist.  Das  schliessliche  Resultat  fällt  also  gans  ver- 
schieden aus,  je  nachdem  die  mögliche  Zustandsandening  an 
einem  Tbeiie  des  nervitsen  Apparates  grösser  oder  kleiner  wie 
die  des  anderen  ist. 

Kommen  wir  nun  auf  unsern  speciellen  Fall  zurttck,  so  ist 
sunflchst  im  Auge  zu  behalten,  dass  die  Ursache  der  Hersbe- 
wegong  im  Herzen  selbst  zu  suchen  ist;  die  Erregung  d« 
Nervus  accelerans  Übertragt  sieh  also  nicht  diroct  auf  die  Hen- 
mnsoulatur,  sondern  durch  versebiedene  Zwiaohenglieder,  und 
haben  wir  es  nicht  mit  einer  einfadien  Summation,  sondern  mit 
verschiedenen  SummationsvorgUngen  zu  thun.  Der  Zusammen- 
hang zwischen  der  Acoelerans-Reisungund  der  Pulsvermehruag 
ist  also  sehr  complicirter  Natur.  Ausserdem  kommt  noch  in  Be- 
tracht, dass  wir  durch  Veränderung  der  Schlagzahl  des  Herzens 
indirect  den  ganzen  hier  in  Betracht  kommenden  nervösen 
Apparat  unter  andere  Bedingungen  setzen.  Ich  will  dabei  nur 
auf  eine  Möglichkeil  aufmerksam  machen ,  weil  sie  mir  zum 
Theil  an  der  Aenderungdei  l  inzelciirs  e  helUeiliglzu  sein  scheint. 
Mii  (kl-  Veränderung  der  SchhiLizahl  des  Herzens  wird  die  Lei- 
stung der  Herzmiisculatur  eheiifalis  eine  andere,  und  zwar  an- 
nHhernd  pro{)ürlional,  d.i  die  Sliirke  der  einzelnen  Contraclionen 
für  gewöhnlich  wenigstens  izieich  bleibt.  Da  dies  die  Bildung 
einer  grösseren  Menge  von  Zersetziingsproducten  bedinul.  so 
wird  dadurch  der  chemische  Zustand  der  Herzmusculatur  ein 
anderer,  und  desgleichen  auch  die  Erregbarkeit  derselben,  wenn 
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Biohi  mit  der  Leitttmg  der  MusealatQr  die  Diirobepttlung  dei^ 
selbeo  in  gleichem  Ilaasse  Sttnimmt. 

ErhUht  sieb  die  Schlagtabl  des  Hersel»,  so  vemehit  sich 
auch  die  Bhitmenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  In  das  Gelte» 

Sy  stem  geworfen  wird,  wcBigsteos  so  lange  die  Herzcontraction 
gleich  gross  bleibt.  Da  nun  der  Austausch  zwischen  Zelle  und 
Vmgebungsflttssigkeit  um  so  rascher  und  intensiver  vor  sich 
gebt,  je  grosser  der  Unterschied  in  der  Zusammensetzung  der 
Innen-  und  Aussen-FlUssiskeit  ist,  so  wird  der  Austausch  bei 
dem  hJiufigprpn  Blutwechsel,  der  bei  Gleichbleiben  des  Blut- 
druckes eintreten  inuss,  auch  leichter  und  besser  sich  Noliziehen 
können.  Wir  haben  also  auf  der  einen  Seile  eine  Anhüufung 
von  Zersctzungsproducten  im  ilerzmuskel,  henorgerufen  durch 
seine  grössere  Leistung,  auf  der  andern  Seite  eine  bessere  Aus- 
sptllung  solcher  Zersetzungsproducte  durch  den  häufigeren  Blut- 
wechsel. Es  wird  deshalb  allein  auf  die  Lage  der  einzelnen 
Theile  des  nervösen  Apparates  und  auf  die  Blutvertheiluna  in 
ihm  ankoiiHiien,  welcher  Erregbarkeitsitnderung  jeder  derselben 
durch  den  Wechsel  in  der  Schlugzahl  des  Herzens  ausgesetzt  ist. 
Die  gleiche  Betrachtung  gilt  auch  für  die  Zufuhr  des  nothwen- 
digen  Emtitrungsmaterials  etc. 

Bei  directer  Reitung  eines  nenrosen  Apparates  muss  die 
schon  bes|Mrochene  Grense  der  mifglicben  Zustandsünderung  so- 
wohl durch  smeti  maximalen  Reis,  wie  durch  eine  Summation 
snbmaximaler  Reize  hervorgebracht  werden  können.  Anders  ist 
es  bei  indirecter  l(eianng,  wo  die  H(fbe  der  möglichen  Zustands- 
ünderung des  direet  gereisten  Theiles  eine  andere  Ist,  wie  die 
des  zweiten,  auf  den  sich  die  Erregung  überträgt.  Wir  dürfen, 
glaubeich,  annehmen,  dass  histologisch  und  physiologisch  gleich 
geartete  Organe  bei  ihrer  Beisuog  auch  eine  ähnliche  Einzel- 
corve  geben,  so  lange  wenigstens  nicht  das  Gegentheil  erwiesen 
ist.  Nun  zeigen  aber  die  Untersuchungen  von  Kries  und  Se- 
whII*),  dass  eine  Verstlirkung  des  Reizes,  das  heisst  eine  Sum- 
mirung  der  Reize  im  NorNon  selbst  nur  bei  einem  Intervalle 
unter  0.006"  eintritt,  so  dass  dieses  Intervall  ungefähr  die  Länge 
der  Einzeicurve  des  gereizten  Nerven  repräsentiren  würde. 

Es  ist,  glaube  ich,  daraus  der  Schluss  zu  ziehen,  dass  in 


1'  Tobcr  die  Summirung  untermnximaler  Reize  in  Muskeln  und  Ner- 
ven. Archiv  für  Physiologie  von  Du  Bois- Reymond.  Bd.  1884. 


Digitized  by  Google 


284 


ElWIM  YoiT, 


meioeD  Versuchen  bei  einem  Minimalintervull  von  0.035"  eine 
Summation  im  Nerven  überhaupt  nicht  eingetreten  ist.  sondern 
erst  io  den  folgenden  Theilen  des  nervösen  Apparates,  und  d;iss 
die  auffallende  Llinj^e  meiner  Eiozelcurven  wohl  erst  von  dem 
motorischen  Theiie  des  ganzen  Apparates  herrührt,  wie  ja  auch 
der  willkürlich  bewegliche  Muskel  eine  verhilltnissmüssig  lange 
Contractionscur\e  aufweist.  Damil  (nkiart  sich  auch,  warum 
trotz  maximaler  Reizung  noch  eine  \n  eitere  Summation  zu  Staude 
kommt,  indem  diese  nur  der  maximalen  Zustandsünderung  im 
xNerven  entspricht,  wo  wegen  der  Grösse  des  \ou  mir  ange- 
wendeten Reizintervalles  Uberhaupt  keine  Summation  slaltlin- 
den  kann,  withrend  die  Übrigen  Theiie  des  nerv öseo  Apparates, 
deron  ZiittsndsiDderuDg  viel  spHUec  ihre  oberste  Greme  erreiobt, 
eine  selche  noch  gestelten. 

Was  DUO  die  VertHideniiig  betrifft,  welehe  die  EioseUmrve 
uDter  dem  Einflüsse  der  Reissahl  erleidet»  so  ist  dieselbe  sweier- 
lei  Art,  die  eine  tu  Gunsten,  die  andere  ui  Unpinsten  ihrer 
Grosse  und  ihres  Umlangee*  Bie  anlingUcbe  Zunahme  der  Ein- 
selourve  mit  der  Reissahl  seiehnet  sieh  dadurch  aus,  dass  die 
Gurven  alle  einander  ahn  lieh  bleiben,  das  heisst  ihaf  Form  nur 
wenig  ändern.  Es  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  die  Ursache  dafttr 
auf  das  Zustandekommen  der  Einzeicurve  selbst  von  Einfluss 
ist,  und  sich  nicht  erst  im  Laufe  der  Summation  entwiehein 
luinn.  Daher  liegt  es  sehr  nahe,  die  Zustandsänderung  des  ner- 
vösen Apparates  durch  die  vorhergehende  Reizunsz  dafür  in 
Ansi)rueh  zu  nehmen.  Principiell  lassl  sich,  glaube  ich,  dagegen 
nichts  einwenden ,  ja  es  ist  sogar  sehr  wahrscheinlich ,  dass, 
wenn  einmal  ein  System  in  eine  bestimmte  Schwinfiuuijsrich- 
lung  \ ersetzt  ist,  der  gleiche  Anstoss  eine  grössere  Wirkung 
erzielt. 

Eine  grosse  Unterstützung  hndet  diese  Annahme  ferner 
darin,  dass  die  nämliche  Modification  der  Curve  durch  eine  Er- 
höhung der  Ueizinlensitüt  erzielt  werden  kann.  Da  es  feststeht, 
dass  ein  grösserer  Reiz  auch  eine  grössere  Erregung,  oder,  was 
dasselbe  ist,  eine  grossere  Zustandsänderung  im  nervösen  Ap- 
parat hervorbringt,  wodurch  auch  der  sichtbare  Erfolg  ein  grös- 
serer sein  muss,  so  dOrfen  wir  die  gleiche  Wirkung  bei  dem 
nachfolgenden  Reise  voraussetzen,  in  Folge  der  durcä  die  vof^ 
hergegangene  Reisung  hervorgebrachten  Zustandsttnderung.  Wir 
müssen  also  annehmen,  dass  die  Grosse  der  Einseicurve  von 
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der  Utthd  des  SimuiuilioDsabschDUtes  abbttngt,  der  der  voraus- 
gegiDgeneo  Reizung  entsprichl. 

Es  Hesse  sich  Uberhaupt  die  ganze  Abhängigiieit  der  Einzel- 
curve  von  der  Reizzahl,  der  IntensilHt  und  dem  Intervalle  er- 
klliren,  unter  der  Ann.ihme,  dass  die  Grenze  der  Zustandsilnder- 
UDg  eines  nervösen  A[)})arates  um  so  spater  erreicht  wird,  je 
langer  seine  Einzelcurve  ist,  und  dass  letztere  bei  dem  hier  in 
Frage  kommenden  Apparate  von  dem  Nerven  gegen  den  End- 
apparat  zunimmt. 

Dadurch  wird  verslilndlich,  warum  eine  Erhöhung  einer 
Einzelcurve  schon  eintreten  kann,  wenn  deren  Reiz  noch  in  das 
Latenzstadium  füllt,  zu  einer  Zeit,  wo  ein  sichtbarer  Erfolg 
noch  nicht  vorhanden  ist,  indem  in  eineui  Theile  des  nervösen 
Apparates  ganz  gut  der  Erregungsvorgang  schon  abgelaufen  sein 
kann,  ehe  derselbe  im  Endapparate  beginnt. 

Die  Einialciirv»  wxehtt  unter  dem  Bittfiusee  der  Eeiisebl 
anfangs  mit  tnnebmender,  dann  abnehmender  GesofawindigkeU. 
Ob  des  Gleiebe  für  die  Beisstärke  gilt,  ist  wenigstens  naeb  Fig. 
S9y  Tafel  IV  sehr  wahrsebeinlich.  Jedenfalls  nimmt  aber  die  6e- 
sehwindigkeitssunabme  nach  einigen  Reisen  ab»  bis  die  maxi- 
male Einielcurve  erreicht  wird.  Diese  Gesebwindigkeitsltnder- 
nng  in  dem  Waebstbnm  der  Binseleurve  liesse  sieh  sehen  ans 
einem  einxigen  Snumiationsvorgange  ableiten,  unter  der  ven  mir 
schon  gemachten  Annahme,  dass  die  Grtfsse  der  Einzelcurve  von 
der  Zuslandsünderung  abhängt,  welche  die  vorausgehende  Heiz- 
ung hervorgerufen  hat.  Dieselbe  wird,  als  Summation  aufgefasst, 
anfangs  rascher,  dann  aber  langsamer  ansteigen.  Ks  findet  da- 
mit auch  die  Thatsnche  ihre  Erklärung,  dass  die  Geschwindigkeit 
der  Zunahme  mit  der  Reizgrosse  wächst,  indem  dabei  die  Einzel- 
curve des  ersten  Reizes  im  ganzen  Umfange  grösser  ist^  so  dass 
die  Summationscurve  ebenfalls  rascher  ansteigt. 

Vollständig  reicht  aber  eine  einzige  Summation  zur  Er- 
klärung nicht  aus,  indem  die  Zunahme  der  Einzelcurve  eine 
Grenze  hat,  die  nicht  Überschrilteu  werden  kann,  und  die  um 
so  rascher  erreicht  wird,  je  höher  die  Intensität  ist.  Bei  einer 
einzigen  Summation  dagegen  mUsste  die  Einzelcurve  constant 
wachsen,  allerdings  mit  abnehmender  Geschwindigkeit,  und 
swar  mOsste  die  Zunahme  um  ao  betrHchtHeher  sein,  je  hoher  die 
Reizintensitnt  gewählt  ist.  Dies  triEl  nun  allerdings  Im!  niederen 
Reisgrossen  su,  aber  wie  gesagt,  nicht  mehr  bei  den  höheren. 
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Wir  haben  aUo  hiefUr  eine  weitere  Summation  zu  Hülfe  zu 
nehmen,  und  zwar  der  Art,  dass  die  erste  aus  verhültnissinäsaig 
kurzen  Einzelrunen  zusammengesetzt  ist,  wobei  deren  maxi- 
male Zuslandsfinderung  bald  erreicht  wird.  Damit  heben  sich 
ilie  angegebenen  Schwierigkeiten;  bei  untermaximalen  Reizen 
wird  wegen  der  kurzen  Einzeicurve  die  Grenzhöhe  der  ersten 
Summation  bald  erreicht  werden,  so  dass  nun  bei  weiteren 
Reizen  die  Einzeicurven  alle  gleich  ausfaileU}  wahrend,  wenn 
einmal  die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  Uberhaupt 
erreicht  ist,  weder  durch  Erhöhung  der  Reizintensität,  noch 
durch  weitere  Summation  eine  höhere  Wirkung  für  einen  Ein- 
zelreiz erzielt  werden  kann.  Es  muss  also  mit  der  Vermehrung 
der  Reizintensiiat  die  höchste  Wirkungscurve  des  Einzelreizes 
immer  firOlitr  aulMeii. 

Wegen  der  längeren  Einielenrve  und  der  weiteren  Eni- 
femnng  der  maximalen  ZnatandsUndening  im  iweiten  Theile 
des  nenrosen  Apparates  kann  aber  auch  dann  noch  eine  Summa- 
tion eintreten,  wenn  für  den  ersten  Summatienayorgang  die  maxi* 
male  Hohe  oder  die  Grenie  der  mdgUehen  ZustandsHnderung 
eingetreten  ist,  wie  wir  Ja  auoh  bei  einmaligem  maximalen  Reiie 
noch  eine  Summation  tu  Stande  kommen  sehen. 

Wenn  einmal  die  maximale  Zustandsanderung  in  einem 
Theile  desApparatos  eingetreten  ist,  wird  allerdings  die  Wir- 
kungscurve  des  Einzelreizes  auoh  ihre  Form  andern  mUssen. 
Deshalb  tritt  aber  auch  bei  unserer  Summation  die  Form  Ver- 
änderung um  so  früher  ein,  je  grösser  die  Intensität  ist,  d.  h.  je 
schneller  wir  uns  der  Grense  der  möglichen  Zustandsanderung 
des  einen  Theiles  nähern. 

Auf  die  nämliche  Weise  lUsst  sich  auch  die  Abhängigkeit 
der  Einzeicurve  von  dem  Intervalle  erklaren.  Dieselbe  wird  bei 
dem  uMösseren  Intervalle  mit  steigender  Reizzahl  nur  langsam 
Wiichscü,  einmal  da  das  Intervall  grösser  sein  kann  als  die  Er- 
regun^scurve  eines  Theiles  des  in  Frage  konmienden  Appa- 
rates, dann  weil  die  ZustandsUnderung  als  Summation  auf- 
gefasst  selbst  langsamer  zunimmt,  und  ihre  Curve  eine  viel 
niederere  Grenzhöhe  besitzt,  so  dass  die  bei  jedem  Intervalle 
lu  erreichende  höchste  Einzeicurve  mit  der  Grösse  des  Intern 
valles  kleiner  wird. 

Deswegen  muss  auoh  die  Gurvenentwlekelung  nadi  der 
Reixzahl  bei  dem  grtfsseren  Intervalle  eine  gleichmassigere  sein. 
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da  die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  des  nervösen 
Apparates  ^ar  nicht  oder  bei  viel  höherer  Intensitcit  erst  erreicht 
wird. 

Zwischen  dem  Einflüsse  der  Intensität  wie  des  Intervalles 
auf  die  Grösse  der  Einzelcurve  ist  deshalb  eine  so  grosse  Uober- 
efaistimmung,  weil  dtireh  beide  die  Sttmoialionsoiirve  erhöht 
werden  kann,  und  damit  auch  die  Einzeleurve  des  nftehsten 
Beizes,  Mit  Erfatthnng  beider  tritt  auch  die  sogenannte  rttck- 
laufige  Bewegung  der  Einzeleurve,  d.  h.  deren  Verldeinening 
und  Umformung  froher  ein,  weil  sowohl  durch  das  eine  wie 
das  andere  die  maximale  ZustandMnderung  eines  llieiles  des 
nervUsen  A]iparates  früher  hergestellt  werden  kann,  und  da- 
durch nothwendiger  Weise  auch  die  Umgestaltung  der  Ein- 
zeleurve. Es  beruht  daher  auch  die  rückläufige  Bewegung  wohl 
zum  grOssten  Theile  auf  den  Summationen  allein,  und  muss 
dieselbe  um  so  grosser  sein,  je  mehr  Theile  des  nervOsen  Ap- 
parates in  ihre  maximale  Zustandsänderung  eingetreten  sind. 
Auch  warum  die  Grösse  der  auftretenden  Formveränderung  von 
dem  Intervall  allein  ahhUngt,  lüsst  sich  wohl  erklären;  denn 
wenn  an  irgend  einem  Theilo  des  in  Erregung  versetzten  Appa- 
rates die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  erreicht  ist, 
wird  die  betreffende  Summationscurve  nicht  mehr  in  ihrer  Höhe, 
sondern  nur  mehr  im  Abfalle  mit  dem  Intervalle  und  der  In- 
tensität sich  ändern.  Die  \üu  der  ersten  abhängige  zweite  Sum- 
mation  wird  dadurch  in  gleicher  Weise  von  dem  Intervalle  und 
der  Intensität  unabhängig.  Und  wie  die  erste  Summationscurve 
sich  in  der  Zeiteinheit  um  nahezu  gleiche  Stücke  vergrossert, 
wenn  einmal  die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  er- 
reicht ist,  so  muss  auch  der  Zuwachs  für  die  zweite  Summa- 
tionaenrve,  von  Intervall  und  Intensität  unbeeinflusst,  nahezu 
gleich  sein.  Die  aus  dem  ganzen  Vorgange  resultirende  Einzel- 
eurve wird  also  um  so  niederer  sein,  je  grösser  die  Reizanzahl 
in  der  Zeiteinheit  gewesen  ist.  Yollständig  erklart  sich  daraus 
die  gesetzmSssige  Aenderung  der  Einzeleurve  mit  dem  Intervalle 
noch  nicht,  und  hauptsächlich  nicht  die  fortdauernde  Terlftn- 
gemng  der  Einzeleurve  mit  dem  Intervalle  und  der  Intensität; 
wir  mflssten  nur  annelmien,  dass  mit  vrachsender  Zustands- 
änderung in  dem  letzten  Theile  des  nervösen  Apparates  die 
Einzeleurve  viel  weniger  in  ihrer  Höhe  als  ihrer  Lange  zu- 
nimmt. 

]C»tk.>phy«.  CImm  1886.  49 
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Es  darf  aber  aueh  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden,  dass 
die  vermehrte  Schlagzahl  des  Hersens  auf  die  schon  früher  an- 
gegebene Weise  direct  auf  die  entstehende  Summationscurve 
einwirken  kann. 

Ich  will  nicht  behaupten,  dass  die  Erklärung,  welche  ich 
für  die  Abweichung  der  Einzelcurven  gegeben  liabe,  in  Allem 
richtig  ist.  Die  Frage  wird  sich  überhaupt  erst  entscheiden 
lassen,  wenn  in  ähnlicher  Weise  der  Zusammenhang  zwischen 
Reiz  und  Auslösung  an  weiteren  Beispielen  quantitativ  verfolgt 
ist.  Ich  {zlaube  aber  gezeigt  zu  haben,  dass  es  sich  der  MUhe 
lohnt,  solche  Untersuchungen  anzustellen,  da  selbst  so  compli- 
cirte  Vorgänge,  wie  die  Abhängigkeit  der  Pulszahl  von  der  Acce- 
lerans-Heizung,  in  so  regehniissiger  Weise  verlaufen,  dass  man 
ihre  Gesetzuiässigkeil  zu  ergrUudeu  im  Stande  ist. 

Hanptaresiiltate. 

Zum  Schluss  möchte  ich  die  hauptsächlichsten  Resultate 
der  vorliegenden  Arbeit  in  folgenden  Sätzen  zusammenfassen  : 

1)  Die  WirkiiDi! ,  welche  eine  Reizung  des  N.  arrelerans 
auf  die  Schlagzahl  des  Herzens  ausübt,  lässt  sich  als  eine  Sum- 
mation  auffassen,  welche  sich  aus  den  Wirkungscurven  aller 
angewendeten  Einzelreize  zusammensetzt. 

9:  Diese  Wirkung  hängt  von  der  Reizinlensit^t,  der  An- 
zahl der  Reize  und  dem  Intervalle  zwischen  zwei  einander  fol- 
genden Reizen  ab.  in  der  Weise  wie  es  die  Gesetze  der  Suni- 
malion  verlangen.  Sur  ist  dabei  noch  dio  Annahme  zu  machen, 
dass  die  Wirkungscurven  gleicher  Reize  nicht  identisch  sind, 
sondern  im  Verlaufe  der  Reizung  eine  Aetulerune  erfahren. 

3)  Die  Wirkung  des  Einzelreizes ,  d.  h.  die  Einzelcurve, 
hängt  nicht  allein  von  dem  Zustande  des  nervösen  Apparates 
und  der  Reizinlensität  ab,  sondern  ist  auch  eine  Function  der 
vorausgehenden  Reizung,  d.  h.  der  Reizzahl.  Die  Einzelcurve 
nimmt  anfangs  mit  der  Heizzahl  zu,  um  von  einem  bestimmten, 
dem  .T**"  Reize  an  unter  Veränderung  ihrer  Form  bis  zu  der 
Grenzcurve  wieder  sich  zu  verkleinern. 

4)  Mit  der  Reizinteusität  ändert  sich  die  Grösse  der  Einzel- 
curve, vor  Allem  die  der  ersten  Reize,  während  die  Grenzcurve 
von  ihr  nahezu  unabhängig  ist. 
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5'  Mit  dem  Intervalle  ilndert  sich  die  Abhängijzkeit  der 
EiQzelcurve  von  der  Reizzahl.  Je  kleiner  das  Intervall  ist, 
desto  schneller  wachsen  die  Curven  der  ersten  Reize,  nehmen 
aber  ftlr  die  folgenden  Reize  unter  Umgestaltung  ihrer  Form 
um  so  bedeutender  bis  zur  Grenzcurve  ab.  Mit  der  Verkürzung 
des  Intervalles  füllt  auch  die  Grenzcurve  mit  einem  um  so  spil- 
teren  Heize  zusammen.  Die  Gestalt  der  Grenzcurve  hängt  also 
hauptsächlich  vod  dem  Intervalle  ab,  und  somit  auch  die  Grösse 
der  Umwandlung,  welche  die  Form  der  Einzelcurve  im  Ver- 
laufe der  Eeiicmg  erleidet. 

6)  Die  darcli  eine  YerkOrsnng  des  Intervalles,  wie  durch 
eine  Stelgerang  der  IntensiUlt  m  enielende  VergrOssemng  der 
Einieleonre  erreicht  eme  maximale  Grenze,  welche  nro  so  frflher 
elotritt,  je  kleiner  das  Intervall,  oder  je  grösser  die  angewendete 
ReidDtensiUlt  ist;  wobei  in  demselben  Maasse  die  AnnXhemng 
an  die  Grentcnrve  sieh  besehlennigt. 

7  i  Die  Veränderung  der  Einzelcurve  während  des  Verlaufes 
der  Reizunji  lässt  sich  durch  die  Annahme  erklären,  dass  die 
durch  die  Reizung  des  N.  accelerans  hervorgebrachte  Pulsver- 
mehrung das  Resultat  mehrerer  Summationen  ist.  Dieselben 
mttssen  in  verschiedenen  nervösen  Apparaten  zu  Stande  kom- 
men, welche  ungleiche  Errecungscurven  besitzen^  wobei  dem 
Endapparate  die  grössere  Erregungscurve  zukommen  wtlrde. 

t 


W.  Hia,  Ueber  embryonale  Ganglienzellen, 

Bei  menschlichen  Embryonen  von  Schluss  des  ersten  und 
von  Anfang  des  zweiten  Enlwickelungsmonales  sind  die  Zellen 
derSpiuaiganglien  bipolar.  Von  den  beiden  Auslilufern  derselben 
tritt  der  dorsal  gelegene  in  den  Hinlerstrang  des  Rückenmarkes 
ein,  wahrend  der  ventral  gerichtete  den  motorischen  Wurzel- 
fasern sich  zuwendet,  um  in  deren  Begleitung  peripheriewärls 
weiter  zu  gehen.  Die  Auslaufer  Ijcginnen  miteinem  coniscben  An- 
satzsttlcke,  verschmalern  sich  aber  weiterhin  zu  dünnen  Fasern 
vom  Charakter  von  Axencylindern.  Ihre  Verbindung  mit  dem 
Zellenleib  ist  keine  mittel-  sondern  eine  seiteoständige.  Am  meis- 
ten excentrisch  liegt  der  Kern,  auf  diesen  folgt  eine  mehr  oder  min- 
der breite  Piasmazone,  von  deren  Aandtheil  die  beiden  Ausläufer 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  abgehen.  Das  beschriebene 
Verhalten  der  Ze.Uen  ist  als  einleitende  Vorstufe  für  die  Bildung 
T-filrmiger  Fasern  aufzufassen.  Fttrdie  Beobachtung  ist  esgünstig, 
dass  in  diesan  frühen  Entwickelungsperioden  das  Ganglion  noch 
nicht  ron  Blndegawebselementen  durehwaofasen  ist  und  dass 
daher  die  Zellen  auch  noch  keine  besonderen  Scheiden  tragen. 
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Durch  eine  geeignete  Methode,  welche  ich  bereits  in  den 
Berichten  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft*)  mitgelheilt 
habe,  ist  es  mir  gelungen,  die  Beschaffenheit  des  Siebröhren- 
inhaltes genauer  zu  bestimmen,  als  es  bisher  geschehen  war. 
Schon  die  wenigen  Dicotylen ,  welche  ich  untersucht  hatte, 
zeigten,  dass  die  Siebröhren  der  Cucurbitaceen  einen  anders 
differenzirten  Inhalt  führten,  als  die  von  Anchusa,  Coleus  etc.  Es 
lag  die  Vermuthung  nahe,  dass  alle  Siebröhren,  welche  Stärke- 
körner enthalten,  die  gleiche  Beschaffenheit  des  Inhaltes  zeigen, 
dass  aber  bei  andern  die  Verhältnisse  der  Cucurbitaceen  sich 
wiederfinden  wtlrden.  Von  diesen  ErwUgungen  geleitet  habe 
ich  noch  eine  Anzahl  von  Dicotylen  untersucht.  Anderseits  habe 
ich  aber  das  abgcbrOhte  Material  dazu  verwendet,  die  Lebens- 
geschiehte  der  Siebrtfhren  ven  Cucurbita  von  Anfeng  bis  lu 
Ende  eingehend  su  studiren.  Ankntipfend  an  Gueurbita  werde 
leh  die  SiebrtfhMn  der  Dicotylen  überhaupt  beqfirecfaen. 

Um  den  Inhalt  der  unverietsten  SiebrOhren  kennen  su  ler- 
nen, brühte  ich  anfangs  ganse,  ausgetopfte  Pflansen  in  heissem 
Wasser  ab.  Später  führte  idi  nur  einsäe  Theile  unverletiter 
Pflansen  in  dasselbe  ein.  Man  kann  hierzu  die  Sprossenden 
benutxen,  man  kann  aber  mit  gleich  gutem  Erfolg  auch  Stücke 
mitten  am  Stengel  in  das  heisse  Wasser  hineinbriDgen.  Selbst- 
verständlich dürfen  die  abgebrühten  Stücke  erst  nnch  einigen 
Minuten  ,  welche  sur  Gerinnung  und  Fixirung  des  Siebröhnn> 
haltes  genügen,  abgeschnitten  werden,  wenn  man  unverletztes 
Material  erhalten  will.  Die  ganze  Manipulation  ist  so  einfat^y 
dass  ich  auf  eine  genaue  Beschreibung  verzichten  kann. 


i  III.  Bd.  üeber  den  Inbatt  der  SiebrObren  lo  der  noyerletzteo 

Pflanze. 
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Um  WiederholuDgen  zu  vermeiden^  will  ich  mein  Untere 
suchungsmaterial  gleidi  liier  aufiHhlen  mit  Angabe  der  Art  und 
Weise,  in  welcher  es  gewonnen  wurde.  Ich  werde  spllter  nar 
noch  von  unverletzt  abgebrühtem  Material  oder  von  Kodimaterial 

reden. 

4 .  Cucurbita  Pepo  (ganze  Pflanze  und  einzelne  Theiie  ab- 
gebrüht). 

2.  Ecballium  Elaterium  (ganze  Pflanze). 

3.  Lagenaria  vulgaris  (oberster  Theii  einer  ßingetopften 

Pllanze), 

4.  Humuius  Lupulus  einzelne,  zweijährige  Aeste  . 

5.  Urtica  dioica  (einzelne  Stücken  uiitieu  am  Stengel). 

6.  Xanthium  Strumarium  ganze  PÜauzeJ. 

7.  Euphorbia  Lalhyris  [ganze  Pflanze). 

8.  Dahlia  \ariabilis  ^einzelne  Stücke  . 

9.  Fnixinus  excelsior  Einjährige  Aeste). 

10.  Tropaeoluni  uiujuü  ^einzelne  Stengelstückej . 
Ausserdem  wurden  frische  und  in  Alkohol  aufbewahrte  Stengel- 
sttteke,  welche  also  partiell  entleerte  Slebrtthren  enthielten,  von 
einer  grossen  Zahl  von  Dieotylen  untersucht.  Ein  Verseichniss 
derselben  findet  man  am  Endo  der  Abhandlung. 

I.  Bio  active  Siebröhre. 

Nach  den  Beobachtungen,  welche  bisher  ttber  die  Functions- 
dauer  der  Siebröhren  angestellt  worden  sind,  unterliegt  es 

keinem  Zweifel,  dass  dieselben  bei  alien  Pflanzen  nur  eine  be- 
stimmte Zeit  lang  funotioniren  und  dann  zu  Grunde  gehen.  Man 
bezeichnet  diesen  Vorgang  als  Obliteration,  ein  Name ,  welcher 
treflcnd  darauf  hinweist,  dass  die  Siebröhren  bis  auf  unkennt- 
liche Reste  verschwinden;  ihr  Inhalt  wird  entleert ,  die  Röhre 
zusariiiiieiii;edrückt.  Bekanntlich  liegen  an  der  Peripherie  der 
Sieblheiie ,  in  der  secimdiiren  Rinde  immer  Schichten  oder 
Gruppen  solcher  obiiterirler  Kohren,  welche  früherund  leider  zu- 
weilen auch  jetzt  noch  als  besonderes  Gewebe,  als  Hornprosen- 
chym,  bezeichnet  werden.  Die  otVi  nen,  aclivcn  Siebröhren  können 
aber,  wie  de  Hary  zuerst  erkannte,  auch  vorübergehend  in  einen 
Ruhezustand  eintreten.  Diese  Veränderung  findet  jedenfalls  im 
Winter  bei  allen  unseren  perennirenden  Pflanzen  statt.  Man  be- 
zeichnet solche  Irausitorisch  geschlossene  Siebrohreu  als  passiv. 
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Da  Untersacbangen  über  die  acUven  Siebröhren  wofil  nur 
im  Sommer  angesteUt  werden,  so  ist  keine  Gefalir  Torhanden, 
dass  dieselben  mit  den  passiven  verwechselt  werden.  Dagegen 
bat  man  sorgf^Ug  swischen  aetiven  und  obliterirenden  Sieb- 
rOhren  zu  unterscheiden,  wenn  man  den  Bau  der  ersteren  er- 
forscheA  will.  Die  bereits  obliterirten  Rohren  sind  ja  sicher  zu 
erkennen,  die  obliterirenden  dagegen  dürften  zu  mancher  Ver- 
wechslung geführt  haben.  Beobachtungen,  welche  man  an  diesen 
gemacht  hatte,  übertruiz  man  auf  die  aetiven  Röhren ,  deren 
eigentlicher  Bau  obendicin  l)ei  der  Untersuchung  verletzter 
PÜanzpD  gar  nicht  zu  ermitteln  war. 

Das  Gesagte  wird  mein  Streben  ret  hlferligen,  den  Begriff' 
»aclive  Siebröhre«  strenger  als  bisher  zu  fassen.  Bei  allen  An- 
giospermen ist  eine  Siebrühre  erst  dann  und  nur  so  lange  als 
activ  zu  bezeichnen,  als  sie  beim  Zerschneiden  der  Pflanze 
Schlauchköpfe  bildet.  Die  Entstehung  dieser  ist  aber  abhängig 
einmal  von  der  BeschnfTenhoit  der  Siebplatten  und  zweitens  von 
derjenigen  des  Inludtes.  Die  (M-steren  müssen  offen  sein,  gleich- 
viel wie  stark  das  sie  umschliessende  Callusgerüst  ist.  Der 
letztere  muss  noch  flüssig  und  fähig  sein,  Schleim  vor  den 
Siebplatten  abzuscheiden.  Sobald  eine  dieser  beiden  Be- 
dingungen wegfhilt,  die  Siebplatten  unwegsam  werden  oder 
der  Inhalt  in  später  zu  schildernder  Weise  sich  verändert  hat, 
ist  die  Siebrtfhre  nicht  mehr  activ,  sondern  in  Obiiteration  be- 
griffen. 

4.  Der  lahnlt«  Nach  der  Beschaffenheit  des  Inhaltes  unter- 
scheide ieh  drei  Arten  von  Siebrtfhren  bei  den  Dicotylen.  Es  ist 
nicht  unmöglich,  dass  eine  Ausdehnung  meiner  Untersuchung 
auf  eine  grossere  Zahl  von  Pflanzen  auch  eine  grossere  Mannig- 
faltigkeit ergeben  haben  würde;  berOchsichtigt  man  aber  die 
Erfahrungen,  welche  andere  Forseher  in  dieser  Beziehung  mit- 
getbeOt  haben,  so  seheint  die  Annahme  gerechtfertigt,  dass  auch 
die  Siebrtfhren  der  noch  nicht  untersuehten  Dicotylen  einem  der 
drei  sogleich  zu  schildernden  Typen  angehören  werden.  Ich 
wQl  dieselben  sunfldist  hurs  beschreiben  und  dann  einige  spe- 
dellere  Bemerkungen  folgen  lassen. 

r  Typus.  Siebröhren  mit  gerinnbarem  Saft.  Der 
Inhalt  besteht  aus  einem  schmächtigen,  j)rotüplasmalischonWand- 
heleg  und  einem  klaren,  in  der  Hitze  gerinnenden  Safte,  dem 
Siebröhrensaft.  Cucurbita^ 
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S.Typus.  Sieb  röhren  mit  Schleim.  Der  lahall  besteht 
aus  einem  zarten,  mit  kleineren  und  grösseren  Schleimmen;:ea 
bcladenen  Wandbelege  und  einer  klaren,  nicht  gerinneadeD} 
wl^erigen  Flüssigkeit.  Humulus. 

3.  Typus.  Siebröhren  mit  StärkektfriiarD.  Derlii- 
halt  besteht  aus  einem  zarten,  geringe  Schleimmengen  ftlhrenden 
Wandbelege  und  einer  klaren,  nicht  gerinnenden  FItlssigkeit  mit 
kleinen  St^rkekömern.  Coleui, 

Zu  dem  ersten  Typus  gehören  ausser  den  Siebröhren  von 
Cucurbita  noch  diejenigen  von  EcbaUium  (Taf.  1 ,  Fig.  4  u.  2) 
und  Lagenaria,  Nach  Beobachtungen,  weldie  ich  firtlher  an  AI- 
koholmaterial  gemacht  habe,  muas  ich  annehmen,  dasa  alle  Cu- 
curbüaceen  gleich  gebaute  SiebrOhren  beaitien,  welche  einen  be- 
sonderen Typus  reprüaentiren.  Ueber  denselben  habe  ich  berehs 
frtther  eine  ausführliche  Mittheilung  veröffentlicht.*)  Der  Inhalt 
der  activen  Siebrohren  besteht  aus  einem  Wandbeleg  und  ge^ 
rinnbarem  Saft,  SiebrOhrensall.  SchlauchkOpfe  kommen  in  der 
lebenden  Pflanse  gar  nicht  vor,  wie  ich  fitlher  gezeigt  habe. 
Schleim  in  grösseren  Mengen  fehlt,  dagegen  findet  er  sich  in 
spllter  tu  besprechender  Weise  an  den  Siebplatten  fast  immer 
vor,  aber  ohne  Schlauchköpfe  zu  bilden.  Auch  könnte  man  kleine, 
glänzende,  winzige  Tröpfchen  oder  Ktigelchen,  welche  im  Wand- 
l>elcge  regelmässig  vorkommen,  für  ScJileiiii  halten.  Dieselben 
könnten  aber  auch  als  Mikrosomen  betrachtet  werden,  jedenfalls 
bestehen  sie  aus  Eiweiss.  Sie  sind  nicht  mit  den  grossen  Schleim- 
tropfen  zu  verv^echseln ,  welche  in  noch  geschlossenen  jungen 
Siebrohrenglicdern  abgeschieden  werden.  Ihr  Schicksal  wird 
uns  im  ncichsten  Kapitel  m  beschäfligen  hai>en. 

Nach  Beobachtuncen  an  abgebrühtem  Material  kommen  Siel>- 
röhren  mit  Schleim  bei  Ilumulns  Lupulus  (Taf.  I,  Fig.  3 — 5]  und 
Urtica  dio'ica  (Taf.  I,  Fig.  6,  7.  9)  vor.  Wahrscheinlich  tiehören 
die  Siebröhren  einer  grüs.seren  Zahl  von  Dicolylen  hierher.  Ich 
habe  bei  den  weiter  unten  genannten  Pflanzen,  welche  allerdings 
nur  frisch  oder  in  Alkohol  aufbewahrt  untersucht  wurden,  fest- 
stellen können,  dass  die  partiell  entleerten  Siebröhren  keine 
Stärkekömer  enthalten  und  c^leiche  Besch afTen he it  ihres  Inhaltes 
seigen,  wie  diejenigen  von  Jhimulus  (Taf.  1.  Fig.  5)  und  Urtica 
(Taf.  1,  Fig.  6)  nach  der  Verletsung  der  Pflanze.  Es  ist  aber 


1)  Berichte  der  deutschen  botanischen  Gesellschaft  III. 
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mehl  unmifglich,  dass  in  dem  eioen  oder  dem  andern  Felle  Sieb- 
rohren  mit  gerinnbarem  Safte  vorgelegen  haben,  welche  ja  nach 
einer  partiellen  Entleerung  dasselbe  Bild  gewähren,  wie  die  mit 
Sehleim  (Taf.  I,  Fig.  2J .  Da  aber  das  SiebrOhrensystem  der  Ctt- 
eurbHacem  auch  in  anderer  Beziehung  so  exceptionell  ausgebildet 
ist,  so  halte  ich  es  für  wahrscheinlich,  dass  alle  andern  stMrke- 
freien  Siebröhren  der  Dicolylen  dein  zweiten  Typus  ;m}:elioren. 
Ich  möchte  deshalb  deniselbeu  noch  folgende  Pilauzeu  ein- 
ordnen : 

4.  Parietaria  officinalis        6.  Oxalis  slricla 

2.  Boehmeria  nivea  7.  Sedum  niaximum 

3.  Cannabis  sativa  8.  Polentilla  anserina 

4.  Atriplex  nitens  9.  Kubus  Idaeus 

5.  Chenopodiuni  murale     10.  Cytisus  Laburnum. 

Von  den  dicotylen  Wasserj)Üanzen  scheinen  folgende  hier- 
her zu  gehören:  MijriopliyHuni  spicatum,  Hottonia  palustris  und 
i/i/)p?/r/,?  i'ulgaris.  Bei  diesen  enthüll  der  Wandbeleg  der  Sieb- 
röhren jedenfalls  nur  sehr  geringe  Schleimmengen,  wie  mir  aus 
der  Kleinheit  der  SchlauchkOpfe  zu  folgen  scheint.  Nach  den 
Angaben  Russow't *]  und  Jakczbwbu's*)  werden  sich  vermutblich 
hier  anschliessen :  Tilid ,  Rhammts  und  Aristolochia.  Wahr^ 
schein  lieh  werden  auch  die  Siebröhren  zahlreicher  Monocotvien 
diesem  Typus  angehören,  wie  ich  aus  Beobachtungen  an  Tra- 
äueanHa  virgmka,  Pkiiodendrün  SeUowiammf  Sparganhm  m- 
sMiuffi  schliesse. 

Die  aotiven  Siebröhren  in  abgebrühten,  unverletst^  Inter- 
nodien  Ton  HumtUus  und  Urtica  «eigen  die  in  den  Fig.  3,  4, 
7  n.  9, .  Taf.  I  wiedergegebene  Besdiaffenheit  ihres  Inhaltes. 
Derselbe  gliedert  sich  in  einen  zarten  Wandbeleg  mit  Schleim 
und  eine  wttsserige,  nicht  gerinnbare  Flttssigkeit.  Die  letztere 
hat  wahrscheinlich  dieselbe  Znsammensetzung  wie  der  Zellsall, 
eine  Frage ,  welche  sieh  vorläufig  jeder  Untersuchung  entzieht» 
Der  im  Wandbelege  abgelagerte  Schleim  verhttlt  sich  gegen  Re» 
agentien  so,  wie  die  Substanz  der  Sehlaudiktfpfe  In  den  partiell 
entleerten  Röhren ,  woraus  folgt ,  dass  er  ans  Eiweiss  besteht. 
Er  findet  sich  seltener  in  Form  von  Tropfen,  gewöhnlich  bildet 

1)  Bau  und  Entwicklung  der  Siebröhren.  Sitzungsberichte  der  Dor- 
ptier Naturforscher-Gesellschaft.  VI.  Bd.  4884.  pag.  300. 

2,  Etudes  compar(^es  sur  les  tultO'i  rrihrcux,  Mt^moires  de  la  sociöt^ 
nationale  des  scienses  naturelles  de  Cberbourg.  Will.  4880.  pag.  805. 
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er  Ittngere  oder  ktlrsere,  sehmale  Fäden,  welche  aber  nicht  die 
wässerige  Flüssigkeit  durchsetzen)  sondern  dem  Wandbelege 
anhaften* 

Ein  ganz  anderes  Bild  gewähren  die  SiebrOhren,  wenn  man 
die  lebende  Pflanze  oder  gewöhnliches  Alkoholmaterial  unter- 
sucht.  An  einer  Seite  der  Siebplatten  hat  sich  Schleim  in 
grosserer  Menge  zu  ansehnlichen  Schlauchkopfen  angehäuft 
(Fig.  5  u.  6,  Taf.  I).  In  dem  Protoplasma,  welches  hie  und  da 
von  der  Wand  sich  zurückgezogen  hat,  (indel  man  nur  noch 
wenig  Schleien,  dessen  Hauptmasse  bei  der  partiellen  Entleerung 
der  Siebröhren  von  der  ausströmenden  Flüssigkeil  fortgerissen 
wurde  und  an  der  Siebplatte  als  Schlauchkopf  sich  ansammelte. 
So  bestätigt  sich  abermals,  dass  der  Siebröhren  Inhalt  beim  Zer- 
schneiden der  Pflanzen  tief  eingreifende  Veränderungen  erführt 
und  in  dem  unverletzten  Organismus  eine  durchaus  andere  Glie- 
derung besitzt. 

Aus  den  Untersuchungen  Briosi's ')  ist  es  bekannt,  dass 
die  Siebröhren  der  meisten  Dicotylen  kleine  Starkekörner  ent- 
halten, welche  gesvöhnlich  an  den  Siebplatten  sich  nnhJiufea 
und  lebhafte  Wiinmelbewegung  zeigen.  Wenn  auch  neuere  Be- 
obachtungen ergeben  haben,  dass  das  Vorkommen  der  Stärke  in 
den  Siebröhren  keineswegs  ein  so  all  gemeines  ist,  wie  Buosi 
annahm,  so  steht  es  doch  fest,  dass  die  Mehrzahl  der  unter- 
suchten Dicotylen  stärkehaltige  Siebrtfhren  besitzt.  Ich  habe 
eine  grossere  Zahl  dicotyler  Pflanzen  untersucht  und  werde  die- 
selben am  Schlüsse  der  Arbeit  aufzählen.  Besonders  wichtig 
erschien  es  mir,  alle  diese  Untersuchungen  zu  gleicher  Zeit  und 
wahrend  des  Sommers,  an  lebhaft  wachsenden ,  gesunden  Pflan- 
zen auszuführen.  Auf  diese  Weise  allein  war  es  mtfglich,  ver- 
gleichbare Resultate  zu  erlangen,  da  die  Jahreszeiten  nach  Bus- 
sov^)  auchEinfluss  auf  den  Inhalt  der  Siebrtfhren  haben.  Nach 
RussoVs')  und  meinen  Beobachtungen  unterliegt  es  keinem 
Zweifel,  dass  die  Mehrzahl  der  Dicotylen  wahrend  der  Yegetations- 
zeit  Starke  in  den  SiebrOhren  enthalt.  Ueber  die  besonderen 
Eigenschaften  der  kleinen,  mit  Jod  meist  weinroth  sich  ftrhen- 
den  Starkekomehen  wolle  man  Baiosi's  oben  citirle  Abhand- 
lung vergleichen. 

l\  Bot.  Zeit.  1873. 

2;  Dorpat.  Sitzungsb.  I.  c.  pag.  312. 

3}  I.  c.  pag.  360. 
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RcssOfW*)  hat  wohl  zuerst  darauf  aufmerksam  gemadit, 
dass  in  den  stärkehaltigen  Siebröhren  weniger  Schleim  (kleinere 
Schlauchköpfe)  vorkommt,  als  in  den  sturkefreten ,  dass  die 
Menge  derselben  im  umgekehrten  Verhaltniss  zum  Slärkeroich- 
tbum  steht.  Hieraus  erklärt  es  sich,  dass  die  Sohlauchköpfe 
in  den  partiell  entleerten  Siebröhren  des  dritten  Typus  gewöhn- 
lich einen  geringen  Umfani:  hnhen.  Ich  habe  sie  aber  immer 
und  zuweilen  recht  kraftige  angetrofl'en  (Fig.  11,  1 3  u.  1 5,  Taf.  1). 

Üeber  die  Gliederung  des  Inhaltes  in  abgebrühten  Pflanzen 
habe  ich  schon  frtlher  ausfuhrlich  berichtet.  Neue  Beobachtun- 
gen, welche  ich  an  Xnnthium  Stnimariumy  Euphorbia  Lalln/n's. 
Dahlia  variabilis,  Fraxinus  ecixelsior  und  Tropaeolum  majus  an- 
gestellt habe,  haben  meine  erste  MIuIh  ilung  voll  bestätigt.  Die 
activen  Siebröhren  des  abgebrühten  Maleriales  enthalten  einen 
feinen  Wandbeleg  mit  geringen  Schleimmengen  und  eine  nicht 
gerinnende,  wüsserige  Flüssigkeil  mit  Stiirkekörnern  (Fig.  10, 
12  u.  U,  Taf.  1). 

Beim  Zerschneiden  der  lebenden  Pflanze,  weldies  eine 
partielle  Entleerung  der  in  starke  Strttmung  versetsten  Plttssig- 
keil  xur  Folge  bat,  bilden  sich  Schlaucfaktfpfe.  Man  vergleiohe 
die  Figuren  40—16,  Taf.  I. 

Die  Stärkekltmer,  welche  in  theilweise  entleerten  Sieb- 
rohren meist  an  einer  Seite  der  Siebplatte  zusanmien  mit  dem 
Schleim  angehluft  sind,  seheinen  in  der  lebenden  Pflanse  sehr 
oft  auf  beiden  Seiten  derselben  zu  liegen.  Ich  mochte  aber  be- 
zweifeln ,  dass  die  Starkekörner  Überhaupt  eine  feste  Lage  län- 
gere Zeit  beibehalten,  da  sie  ausserordentlich  leicht  beweglich 
sind  und  bei  jeder,  auch  noch  so  schwachen  StrOmung  der  Sieb- 
rOhrenflüssigkeit  ihren  Ort  verändern  werden. 

2.  Die  Siebplatte.  Aus  den  Arbeiten  Wilhelm's,  Ja nczewski's 
und  Ri  ssow'«;  hatte  sich  ergeben,  dnss  alle  activen,  partiell  ent- 
leerten Siehröhren,  denn  nur  solche  haben  die  Genannten  unter- 
sucht, stark  callöse  Siehplalten  besitzen.  Das  CallusgerUst  Uber- 
zieht das  ganze  Cellulosesieb,  hüllt  dasselbe  vollständig  ein  und 
verengt,  je  nach  seiner  eigenen  Entwickelung ,  die  Sieblücher. 
Es  erhob  sich  die  Frage,  ob  die  Siebplatten,  welche  in  der  ver- 
letzten Pflanze  stets  starke  Gallusgerüste  tragen,  auch  in  der  un- 
verletzten callös  sind. 


\)  I.  c.  pag.  3)2. 
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llDtersuehtmaii  abgßbrtthtes  Material  mit  denbekannlen  Gal- 
lusreagentien,  besonders  mit  Ghlorsinkjod-Jodkaliumjedlnsaiig  ^) 
oder  mit  Gorallin,  so  hat  es  aueh  noch  bei  starker  Vergrtesemng 
den  Anschein,  als  ob  die  Siebplatten  callusfrei  wären.  Ich  habe 
lange  Zeit  diese  Ansicht  gehabt,  bis  es  mir  mit  Hilfe  der  Oel- 
immersion  gelang,  an  allen  Platten  der  activen  Siebrlfhren  von 
Cucurbita  Gallus  naduuweisen.  Allerdings  ist  derselbe  so 
ausserordentiich  dttnn,  dass  er  leicht  ttbersehen  werden  kann. 
Die  mit  starker  GorallinlttsuDg  behandelten  Siebplalten  nehmen 
nur  einen  schwaehen  rosaen  Hauoh  an,  an  durcbscbnittenen 
Platten  sieht  man,  dass  eine  äusserst  dttnne  Lage  von  Gallus  auf 
ihnen  sich  ausbreitet  [Fig.  23  u.  24,  Taf.  I). 

Von  einem  Callusgerüsl  kann  man  nicht  mehr  reden,  dieses 
ist  dagegen  in  allen  partiell  entleerten  Bdhren  neben  deutlichen 
Schlauchköpfen  vorhanden.  Jetzt  werden  die  Siebplatten  durch 
Corallin  augenblicklich  schön  hyacinthroth  gefürbl,  jetzt  hat  der 
Gallus  die  oft  beschriel)ene  Mächtigkeit  erreicht.  Durch  seine 
Vergrüsserung,  welche  infolge  der  Verletzung  eintritt,  sind  die 
Sieblöcher  stark  verengt,  kurz  alle  jene  KigenthUmlichkeiten 
haben  sich  eingestellt ,  welche  bisher  als  normal  für  die  active 
Siebröhre  beschrieben  worden  sind.  Richtig  ist,  dass  dieselbe 
stets  callöse  Platten  besitzt,  der  Gallus  bildet  aber  nur  eine 
ausserordentlich  dünne  Schicht  und  so  bleibt  es  bis  zum  Be- 
ginne der  Obliteration.  Er  vergrössert  sich  aber,  sobald  die 
Pflanse  verletzt  wird.  Ausfttbrlioh  habe  ich  diese  Verhältnisse 
beiGucurbita  studirt;  bei  den  anderen  Dicotylen,  welche  ich  in 
abgebrühtem  Material  untersuchte,  habe  ich  nur  festgestellt,  dass 
der  Gallus  viel  schwächer  entwickelt  ist,  als  nach  partieller  Ent- 
leerung der  Siebröhre. 

Eine  andere  Eigenthttmliehkeit,  welche  man  bisher  noth- 
wendig  tibersehen  musste ,  wurde  an  den  genannten  Pflansen, 
besonders  wiederum  an  Cucurbita  verfolgt.  Die  Siebplalten 
sind  meistens  mit  kleineren  Schleimmengen  bedeckt,  gleichviel 
welchem  Typus  die  betreffende  SiebrOhre  angehört.  Bs  handelt 
sich  aber  hier  nicht  um  Schlauchktfpfe,  sondern  um  eine  Aus- 
scheidung oder  Anhäufung  von  Schleim  am  Rande  derSiebkfcher 
und  auf  beiden  Seiten  der  Platte,   loh  werde  Cucurbita  ge-> 


i)  Vergl.  Russow,  1.  c.  pag.  260. 
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DMier  begprcchen,  ftlr  die  anderen  Pfiansen  ergeben  sieh  dann 
die  betrelEraden  Verhallniaae  Ton  selbst 

Betrachtet  man  mit  Jodglyoerin ,  wekhes  nur  den  Schleim 
und  iwar  gelbbraun»  den  Gallus  aber  gar  niehlftrbt,  behandelte 
UingsschnUte  ans  abgebrühtem  Material,  so  siebt  man,  dass  die 
Siebplatten  ebenfalls  gelbbmun  und  meist  dunkler  als  der  ge- 
ronnene Siebrtfhrensaft  gefärbt  siod.  Bei  stürkerer  Vergrdsse- 
mng  erkennt  man,  dass  dieselben  nicht  ganz  schleimfrei  sind, 
sondern  auf  beiden  Seiten  niedrige  Wärzchen  des  bekannten 
Schleimes  zu  tragen  scheinen.  Auf  der  Flächenansioht  ergiebt 
sich  aber,  dass  dieser  nur  die  Ränder  der  Siebldcher  umsäumt. 
Die  Balken  des  Cellulosesiebes  sind  schleimfrei  und  sind  nur 
von  einem  dünnen  »Schleim ringen  [s)  eingefasst  (Fig.  23,  Taf.  1). 

Nicht  selten  trifft  man  in  abgebrühtem  Material  Siebplatten, 
bei  denen  die  einzelnen  Schleimringe  über  die  Cellulosebalken 
hinweg  zu  einer  continuirlichen ,  dünnen  Schicht  verschmolzen 
sind,  fetzt  ist  das  Sieb  vollständig  in  eine  »Schleimhülie  a  ein- 
geschlossen, welche  auch  den  dünnen  Caliusüberzug  bedeckt 
und  unsichtbar  macht,  daher  leicht  zu  Täuschungen  führen  kann. 
Die  Schleimhülle  bildet  gewissermassen  eine  zweite,  äussere 
Umhüllung  der  Siebplatte.  Diese  wird  von  dem  Siebröhrensaft, 
welcher  den  Schleim  am  Rande  der  SiebKkjher  abscheidet, 
durohsetst.  Zu  einer  ToUsUindigen  AnsfOlhing  derselben  mit 
Sehleim  kommt  es  in  der  lebenden  Pflanie  nicht,  der  Schleim- 
beleg  beschmnkt  sich  auf  die  EMnder  der  Lifcher* 

In  dem  abgebrtthten  Material,  bei  dessen  Herstellung  seihet 
bei  grtfsster  Vorsicht  gewaltsame  Bewegungen  des  Siebröhren- 
saftes nicht  SU  yermelden  sind,  findet  sieh  sehr  oft  ein  krxf- 
ttgerer  Schleimbeleg  vor,  als  fitr  die  lebende  Pfianse  ansnnehmen 
ist.  In  dieser  selbst  muss  die  Dicke  und  Ausbreitung  desselben 
aber  grossen  Schwankungen  unterworfen  sein,  da  auch  hier 
leitweilig  stärkere  Strömungen  des  Inhaltes  kaum,  ausbleiben 
werden.  Diese  haben  aber  immer  eine  At>8oheidung  vonSchleim 
ans  dem  Siebröhrensaft  zur  Folge,  wie  in  überzeugendster 
Weise  die  Entstehung  der  Schlauchköpfe  zeigt.  Es  ist  deshalb 
unmöglich,  ein  Schema  für  eine  normale  acti  ve  Siebrohre  in  Bezug 
auf  die  Grösse  des  Schleimbeleges,  wie  ich  die  besprochene 
Bildung  nennen  will,  aufzustellen.  Derselbe  wird  manchmal 
ganz  fehlen,  bald  auf  Schleinuinge  an  den  Porenrandern  be- 
schränkt, bald  als  vollständige  SchieimhüUe  ausgebild^et  sein. 
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Jtf  da  der  Schleim,  wie  die  Eotwiekelung  der  SiebHduren  aeigl, 
leicht  und  noraialer  Weise  geltfsiwird»  eo  ist  annmehmeD,  dass 
an  einer  und  derselben  Platte  der  Schleimbeleg  je  nach  Um- 
stünden seine  Dicke  verltndem,  vielleicht  seitweiliggans  schwin- 
den wird. 

Diese  Fragen  Hessen  sich  natttrlich  durch  meine  Unter- 
suchungen nicht  Itfsen,  sie  werden  sich  einstweilen  auch  nicht 
lösen  lassen.  Als  ein  sicheres  Ergebniss  derselben  hebe  ich  aber 
hervor,  dass  der  klare  Siebröhrensaft,  ieh  rede  immer  noch  von 
Cucurbita,  sehr  leicht  Schleim  abzuscheiden  vermag  und  dass 
hierauf  die  Verschiedenheiten  in  der  Starke  des  Schleimbelepies 
zurückzuführen  sind.  An  den  Haiken  des  Cellulosesiehes  staut 
und  \  erdichtet  sich  der  in  Bewegung  begriflFene  Siebröhrensaft, 
es  erfolgt  Schleiniabsonderung ,  wie  bei  der  Schlauchkopf- 
bildung, aber  in  viel  geringerem  Maasse.  Ich  habe  auch  viele 
Platten  ohne  Schleimbeleg  gesehen.  Die  Löcher  waren  nur  mit 
dem  geronnenen  Siebröhren  safte  erftlllt. 

Da  die  Siebplatten  in  der  lebenden  Ptlanze  nur  sehr  schwach 
caillle  sind,  in  partiell  entleerten  Röhren  aber  von  einem  starken 
GallusObenug  bedeckt  werden,  so  fragt  es  sich,  weher  das  Ma- 
terial sum  Wadisthum  des  Gallus  kommen  ist.  Der  Schleim- 
beleg  ist  in  verletaten  Rdhren  nicht  mehr  sn  sehen  und  eni«> 
weder  von  dem  ausströmenden  Seile  fortgerissen  oder  in  Gallus 
verwandelt  worden.  Bs  ist  unmöglich,  das  eine  oder  das  andere 
SU  beweisen.  Ueber  die  Abstammung  des  Gallus,  welcher  bald 
einUmwandlnngaproductderGelhüose,  beld  ein  Erzengniss  des 
Inhaltes  sein  soll,  geben  die  bisher  an  den  verletsten  und  un- 
verletzten activen  Siebröhre  angestellten  Beobachtungen  keinen 
Aufschluss.  Wir  werden  diese  Frage  in  den  beiden  nflehsten 
Kapiteln  wieder  aufsnnehmen  haben. 

IX.  Butwiekelnngsgeschiehte  der  SiehiAhre. 

Da  dieses  Thema  in  letzterer  Zeit  von  WansLH  *],  Janczbwski*) 
und  Russow*)  ausführlich  bearbeitet  worden  ist,  so  werde  ich  nur 


4]  Beitrüge  sor  Kenntniss  des  SiebrOhrenappanles  dicotyler  Pflanzen. 

Leipzig  1SS0. 

J)  I.  c.  Mömoiros  dps  sricnrcs  nntuipllfs  dr  Cherboiirg.  XXlll.  1880. 
8)  I.  c.  Dorpatcr  Naturf.  Gcselisch.  VI.  l»S4. 


Digitized  by  Google 


ISele  BEiraAGE  zta  KsififTNiss  der  Siebrohren.  SOI 

einige  Erweiterungen  und  Berichtigungen  zu  den  Mittbeilungen 
derGeiiaiinlen  geben.  In  enter  Linie  habe  ieh  den  Inhalt  der 
Slebrohren  berflcktichtigt,  dessen  Entwicklung  bisher  nur  von 
Waasui  und,  wie  nicht  anders,  mdglich,  nur  in  Rttdksichl  auf 
die  damalige.  Ansicht  Uber  die  Beschaffenheit  der  activen  Sieb- 
TUhrw  untersucht  werden  ist.  Die  Entwicklung  der  Siebplatten 
habe  ich  nur  bei  Cucurbita  verfolgt  in  der  Absicht,  ttber  den 
Ursprung  des  Gallus  Genaueres  so  erlaltfen. 

4.  Der  Inhalt*  D|e  verschiedene  Gliederung«  welche  der» 
selbe  in  activen  SiebrOhren  zeigt,  liess  erwarten,  dass  auch  seine 
Entwicklung  in  verschiedener  Weise  verlaufen  würde.  Ich  her 
ginne  meine  Barstellung  mit  den  Veränderungen,  welche  in  dem 
jungen  noch  geschlossenen  Siebrl^hrengliede  nach  Abscheidung 
der  Gleitzellen  sich  abspielen,  und  werde  zunttobsi  Cucurbita 
als  Repräsentanten  des  ersten  Typus  beschreiben. 

Das  junge  Siebi  ohrenglied  enth'Ut  bei  Cucurbita  einen  kräf- 
tigen proloplasniatischen  Wandbeleg  mit  einem  tirossen  Zellkern 
und  sonst  wHsserige,  nicht  gerinnbare  Flüssigkeit,  Zellsafl.  In 
solchen  durch  poren freie  Querwände  getrennten,  also  noch  ge- 
schlossenen Röhrengliedern  scheiden  sich  zunächst  kleine,  glitn- 
zende  Tropfen  aus,  welche  im  Protoplasma  liegen  und  bei  ge- 
nauerer Untersuchung  als  Schleim  sich  erweisen.  (Fig.  \  7,  Taf.  I.) 
Sie  nehmen  während  der  langsamen  Erweiterung  des  jungen  Röh- 
rengliedes an  Zahl  und  Umfang  schnell  zu  (Fig.  50,  Taf.  II),  und 
Ündeu  sich  sowohl  an  den  Längs-,  als  auch  an  den  Querwänden. 

Diese  Vorgänge  hat  bereits  Wilrelm*)  richtig  beschrieben, 
die  ferneren  Entwickelungstadien  des  Inhaltes  sind  ihm  dagegen 
entgangen.  WiMiui  seheint  bereits  efifene  SiebrOhren  fUr  noch 
gesohlcsseoe  gehalten  su  habend  wie  Fig.  1 04,  Taf.  Vlir  und  •seine 
daiu  gehörige  Auseinandersetsimg  auf  pag;  1^4  etc.  sehüessen 
Ufsst.  Dif  citirte  Figur,  in  wacher  die  einseinen  SiebrtihrcBr* 
güeder  bereits  deutliche  BchlaqchkDpfS»  enthalten^  ste&t  ettU 
schieden  eine  aetive  SiebrUhre  d^r.  In  Fig.  99  dagegen  hat 
WnjiiiJi  eines  der  von  Ihm  ttbersehenen  oder  falsch  gedeuteten 
Stadien  abgebildet.  Die  Sebleimtropfea  sind  verschwunden« 
»der  Schleim  hat  die  anfänglich  homegene  Beschaffenheit 
scheinend  mit  einer  kernigen  vertauscht«..*)  Die  Zeichnung 


I.  cpig.  AI 
2)  1.  e..pBg.  64  tu  Fig.  99  Ta(.  Ylll. 
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wurde  nach  einem  Macerationspri5paral  angefertigt,  in  welchem 
natürlich  der  aus  den  Scbleimtropfen  bereits  entstandene  Sieb- 
röhrensaft  zu  einem  feinkörnigen  GeriDnael  entant  war.  So 
glaube  ich  mir  Wiuinv'fl  Darstellung  deaten  zu  sollen.  Wiunui 
setite  eben  voraus,  dass  SeUandiktfpfe  bei  normaler  Entwiek- 
lung  der  SiebrMiren  entstehen  mflssten  und  so  musste  er  auf 
Abwege  gerathen. 

Wir  haben  das  junge  Siebmhfenglied  wahrend  der  Ab* 
seheidung  der  Sehloimtropfen  yerlassen.  Wenn  diese  in  grös- 
serer Zahl  auftreten ,  dann  ist  auch  die  TUpfetung  der  sukttn^ 
tlgen  Siebplatte  vollendet.  Kurz  vor  oder  nach  der  OefiTnung 
dieser  vollzieht  sich  nun  mit  dem  Inhalte  der  Siebröhre  eine 
sehr  wichtige,  bisher  nicht  beachtete  Yernnderung.  Die  Scbleim- 
tropfen verschwinden  und  werden  in  dem  Zellsaft  zu  einer  klaren, 
beim  Erhitzen  gerinnenden  Flüssigkeit  gelöst.  Es  hat  sich,  wie 
ich  schon  in  den  Berichten  der  deutschen  botanischen  Gesell- 
schaft kurz  erwühnt  habe,  Siebröhren saft  gebildet.  Jetzt  ist  auch 
der  Zellkern  geschwunden,  wahrscheinlich  wird  er  zugleich  mit 
den  Schleinidopfen  gelöst.  Der  Siebröhreninhalt  hat  nunmehr 
seine  detinitive  Beschaffenheit  erreicht,  er  besteht  aus  einem 
zarten  protoplasmatischen  Wandbelege  und  dem  geriuobaren 
Siobröhren  safte. 

Die  Oeffnung  der  Siebplatte  und  die  Lösung  der  Schleim- 
tropfen zum  Siebröhrensaft  scheinen  selli-n  zu  gleicher  Zeit,,  ge- 
wöhnlich nach  einander  einzutreten.  Dann  geht  wohl  meist  die 
Bildung  der  Sl^löcher  derjenigen  des  Siebröhrensaftes  voraus. 
Ich  habe  aber  auch  nidil  wenige  Präparate  eesehen,  welche  die 
umgekehrte  Reihenfolge  andenteton.  Die  Figuren  49  und  49, 
Taf.  I  und  Fig.  2,  Taf.  XV  meiner  Abhandlung  in  den  Berliner 
Beriehten  seigen,  dass  die  Lösung  der  Schleimtropfen  der  Oef^ 
nung  der  Siebplatten  vorausging.  Die  Fig.  S4,  Taf.  I  veran- 
schaulicht den  umgekehrten  Fall.  Da  beide  VorgJInge,  gleich- 
viel in  welcher  Reihenfolge,  jedenfalls  sohnell  auf  einander 
folgen,  so  ist  das  Resultat  das  gleiche.  D!e  olfene  Siebplatte  ist 
zunächst  schleimfrei  und  erst  spater  scheidet  sieh  aus  dem  Sieb- 
röhrensaft der  oben  beschriebene,  nicht  selten  erat  am  Ende  der 
FunctioDsdauer  auftretende  Schleimbeleg  ab. 

Die  Entwicklung  des  Inhaltes  beginnt  auch  bei  den  Sieb- 
röhren des  zweiten  Typus,  bei  Humulus  und  Urtica,  mit  der 
Abscheidung  glänzender  Tropfen  im  Wandbeleg  (Fig.  8,  Taf.  I). 
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wie  bei  Cucurbita,  sondern  seine  Bescbaffenheil  auch  in  der 
aotiven  Röhre  beibehalt.  Nur  die  GesUiIt  der  Schlei maohttuf- 
ODgen  {lodert  sich,  die  Tropfen  gehen  in  Faden  oder  Strange 
über,  Fig.  8  und  9,  Taf.  I.  Wahrscheinlich  wird  diese  Verän- 
deruDg  durch  die  beim  Oefl'nen  der  Siebplatten  eiDiretende  Be- 
wegung der  wässrigen  SiebrührenflUssigkeit  hervorgerufen. 

Andere  Ufnwnndluni^en  in  der  Anordnung  und  BeschafTen- 
heit  des  Inhaltes  linden  nicht  statt,  abgesehen  von  der  Lösung 
des  Zellkernes.  Derselbe  verschwindet  allem  Anscheine  nach 
bei  Urtica  nicht  vollständig.  Als  Rest  desselben  möchte  ich 
ein  kleines,  scheibenförmiges  Gebilde  deuten,  welches  fast  in 
allen  activen  Siebröhreu  von  Urtica,  bald  an  einer  Siebplatte, 
bald  anderswo  liegend,  vorkommt,  (Fig.  7  und  9,  Taf.  I,  K),  und 
seinen  Reaclionen  nach  als  Schleim  aufzufassen  ist.  Sicher  kann 
ich  nicht  entscheiden,  dass  hier  ein  Rest  des  Zellkernes  vorliegt. 
Die  Gestalt  des  fraglichen  Gebildes  hat  mich  zu  dieser  Ver- 
muthung  geführt. 

Die  geringen  Schleimmengeo,  welche  in  den  acU?en  Sleb- 
rOhren  des  dritten  Typus  gewöhnlich  vorkommen,  entstehen  lu- 
gleich  mit  den  StarkelLtfrnem  in  den  noch  geschlossenen,  jungen 
Bohrengliedem.  Die  StarkekOmchen  liegen  an  beiden  Seiten 
der  snkttnftigen  Siebplatte.  Ich  habe  diese  Thatsachen  sehr 
schon  an  abgebrtthtem  Material  Ton  Xanthhm  Strumarhm  (Fig. 
16,  Taf.  I)  beobachtet.  Baiosi  deutet  dasselbe  ftlr  ^aeania 
Moutan*)  an.  Die  weitere  Ausbildung  der  Siebröbren  ist  von 
keinen  nennenswerthen  Veränderungen  des  Inhaltes  begleitet, 
abgesehen  von  der  Losung  des  Zellkernes.  Ein  schönes  Beispiel 
ftlr  die  Entwickelung  stärkehaltiger  Siebröhren  bat  Wilbbim 
gegeben.  Er  beschreibt,  dass  bei  Vitis  vinifera  in  den  noch  ge- 
scUossenen  Röbrengliedern  kleine  SttfrkekOrner  und  Schleim- 
massen entstehen. 

2.  Die  Siebplatte.  Die  EntwickelungsgcscMchte^)  der  Sieb- 
platte ist,  wie  schon  gesagt,  von  Wilheim,  Janczfwski  und 
Russow  eingehend  studirt  worden.  Es  handelt  sich  hierbei  be- 
sonders um  das  ei  sie  Auftreten  dos  Gallus  und  um  seine  Ab- 
stanimuDg.  In  beiden  Beziehungen  sind  die  genannten  Forscher 


1)  Bot.  Zeit.  1873,  pag.  32ß. 
2^  Slebröhretiapparal  etc.  pag.  16 — 47. 
Müili.-phjs.  Ciasse  l^M;.  j|0 


Digitized  by  Google 


304 


Alfred  i  iscuoK, 


ZU  abweiehenden  Resultaten  gelangt.  Nach  Wilbilm  und  Jan- 
czBWsu  ist  der  Gallus  ein  Umwandlungsproduct  der  Gellulose, 
nach  Russow  wird  er  vom  Inhalte  auf  die  Siebplatte  abgelagert. 
Diese  Ansieht,  welche  bereits  von  Hahstbin >),  dem  Entdecker 
des  Gallus,  aufgestellt  wurde,  vertreten  auch  db  Babt^  und 
Stbasbirger^). 

Unanfechtbare  Beweise  fUr  eine  der  beideo  Annahmen  las- 
sen sich  nicht  ))eibringen  und  hieraus  erklären  sich  zum  Thell 
die  abweichenden  Ansichten.  Geht  man  von  der  Untersuchung 
aller,  stark  callöser  Platten  aus,  so  wird  man  den  Gallus  ftlr 
eine  Auflngoruni; ,  für  ein  Product  des  Inhaltes  ansehen.  Ver- 
sucht man  dagegen  die  Abstammung  des  Callus  an  jungen  Sieb- 
plalleu  zu  erfors<:hen  ,  so  wird  man  zunächst  zu  der  anderen 
Ansicht  neigen.  So  erklart  sich,  dass  Wilhelm  und  Janczewski, 
welche  fast  ausschliesslich  auf  entwickehinysuesohiciillichen 
Beül)achtungeu  fussen,  zu  einer  audereu  Auflassung  als  Russow 
konunen  mussten,  welcher  mit  dem  Studium  der  alten  Gallus- 
polsler  hogann. 

Wilhelm  hat  beobachtet,  dass  auf  den  noch  nicht  durch- 
löcherten Querwänden,  den  siikttnfligen  Siebplatten,  rundliche 
Fleckchen  von  abweichendem  Liohtbrediungsvermtfgen,  welche 
aus  Gallus  bestehen,  sichtbar  werden.  Diese  Gallusfleekchen 
vergrtfsaem  sich  und  lassen  zwischen  sich  nur  ein  Balkenwerk 
aus  Gellulose,  das  sukflnftige  Sieb,  frei.  An  den  callosen  Stellen 
entstehen  schliesslich  die  Siebltfcher,  der  Gallus  breitet  sich 
auch  ober  die  Cellulosebalken  aus  und  httllt  die  Siebplatte  all- 
seitig in  das  sogenannte  GallusgerUst  ein.  Aus  diesen  Beobach- 
tungen folgert  WiUBUi,  dass  der  Callus  durch  Umwandlung 
der  Gellulose  entsteht.  Er  hat  doch  nur  festgestellt,  dass  auf 
der  anfangs  homogenen  Querwand  rundliche  Fleckchen  auf- 
treten, welche  aus  Callus  bestehen.  Hieraus  aber  lu  schliessen, 
derselbe  sei  aus  der  Wandsubstanz  hervorgegangen,  ist  ebenso 
verfehlt,  wie  der  Scliluss,  dass  der  Oelfleck  auf  dem  Papier 
durch  eine  locale  chemische  l'niwandlung  desselben  entsl.inden 
sei.  Eine  weitere  Begründung  seiner  Aosicbl  hat  VVilu£Lm  nicht 
gegeben. 


4]  Die  Milcbsaftgcfässc  etc.  pag.  26. 

1)  Vergleichende  AnalonMc  pag.  184. 

3)  Dau>  botanische  Practicuu  pag.  150  J'iuus  siivc»lriä;. 
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Janczewsii  ist  sa  BesuUaten  gelangt,  welche  deDen 
Wilhxlh's,  Rq880w*8  ttod  meinen  eigenen  widersprechen.  Er 
beschreibt  die  Entwickelung  der  Siebplatte  (bei  Phragmües 
nnd  Aristohchia)  folgendermassen.  Auf  ])eiden  Selten  der  an- 
fangs homogenen  Gellulosewand  l)ilden  sich  corrcspondirende 
Warzen,  welche  sunSchst  ebenfalls  aus  Geliulose  bestehen. 
Diese  Warzen  verwandeln  sich  unter  gleichzeitiger  Vergrösse- 
ning  in  Gallus.  Zwischen  den  Galluswarzen  bleibt  ein  zunächst 
aus  reiner  Geliulose  bestehendes  (Ütterwerk  übrig,  \Velches  das 
Sieb  liefert  und  spater  von  Gallus  überzogen  wird.  Die  Löcher 
entstehen  dadurch ,  dass  die  zwischen  den  correspondirenden 
Galluswarzen  vorhandene  Geliulose  sich  in  Gallus  verwandelt. 
Jetzt  ist  die  QiHM-vNand  durchlöchert,  die  Lttcher  sind  aber  mit 
Galluspfropfen  verschlossen.  Diese  werden  spiiler  von  den  Ver- 
binduüKsfaden  durchbohrt.  Wenn  wirklich  zunächst  Geliulose- 
Warzen  sich  bildeten  und  an  ihrer  Stelle  spiiler  Calluswarzen 
vorkämen,  dann  würde  die  Entstehung  dieser  aus  jenen  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  angenommen  werden  können.  Einst- 
weilen erheben  sich  aber  einige  Zweifel  gegen  die  Jangzewsu- 
sehen  Beobaehtnogen. 

Jarcuwski  hat  nur  mit  Ghlorsinkjod  (cblonire  de  sine  jode) 
gearbeitet  und  sohliesst  immer  dann  auf  Gallus,  wenn  er  eine 
braune  Färbung  erhalt.  Unsersetztes  Ghlorsinkjod  filrbt  aber 
nach  WuBBLu^s*),  Russow's'),  und  meinen  eignen  Erfahrungen 
den  Gallus  gar  nicht,  bringt  ihn  nur  au  starker  Quellnog.  Zu 
dieser  Unklarheit,  welche  vielleicht  nur  durch  eine  ungenaue 
Ausdrucksweise  hervorgerufen  ist,  kommt  hinzu,  dass  die  gania 
Ansicht  Jamc/ewsüi's  ausserordentlich  complicirl,  gcradesu  pa- 
radox ist.  £s  bilden  sich  correspondirende  Verdickungen  auf 
der  Gellulosemembran,  diese  wird  also  gewissermassen  primSr 
getüpfelt.  Die  Verdickungen  vergrtfssern  sieb,  dann  sollen  sie 
sich  in  Gallus  verwandeln  und  an  ihrer  Stelle  sollen  später  die 
Siebporen  entstehen.  Die  anfangs  dfinnen  Membranstellen  da- 
gegen Hefen  das  Gellulosesieb.  Gerade  diese  müssten  aber, 
nach  Analogie  zu  schliessen.  zu  den  Siebtüi)feln  und  schliess- 
lich zu  den  Löchern  sich  umbilden.  Da  endlich  nicht  auzu- 
nehmen  ist,  dass  die  Siebplatten  bei  verschiedenen  Pflansen 


i)  I.  c.  pag.  35. 
S)  1.  c.  pag.  260. 
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in  verschiedenerweise  sich  entwickeln,  so  kann  man,  wie  auch 
Russow  gethan  hat,  die  Angaben  Jaivczewski's,  deren  Allgemein- 
gilligkeit  er  sicher  selbst  voi  ausselzt,  auch  an  andern  als  deu 
von  ihm  unlersuchtoD  Pflanzen  controliren. 

Meine  Untersuchungen  an  Cucurbita  haben  nun  in  Ueber- 
einstimraung  mit  Hissow  ergeben,  dass  der  Gallus  nicht  in  Form 
von  Warzen  auftritt,  sondern  die  seichten  TUpfelgrübchen  aus- 
kleidet. Aber  auch  spater  tr(Meii  nicht  Calluswarzen  auf,  ler- 
sell>e  hat  immer  die  in  den  Figuren  28  und  29  Taf.  l  abgebildete 
Form,  welche  Russow  ganz  trefVeud  als  seichte  Schüsseldipn  be- 
schreibt. Erst  dann,  wenn  der  Gallus  auch  über  die  Balken  des 
Geliuiosesiebes  sich  ausbreitet  (Fig.  28,  Taf.  1),  bekommt  man 
den  Kindruck  voD  Gailuswareen.  Diese  sind  aber  auch  jeUl 
nicht  voiiiandefi,  man  hat  es  nur  mit  bei  gewissen  Ansiehlen 
warzenförmig  erscheinender  Gelluloseioalken  zu  thun,  welche 
auf  ihrer  Oberflttche  mit  Gallus  überzogen  sind.  Wie  Janczewsei 
zu  seiner  Auffassung  gelangt  ist,  kann  ich  mir  nicht  erklären, 
da  grobe  Beobachtuogsfehler  ihm  in  seiner  Arbeit  nicht  nach- 
zuweisen sind.  Jedenfalls  verlttuft  die  Entwickelung  der  Sieb- 
platten bet  Cucurbita  gans  anders. 

Roisow  hat  feststellen  können,  dass  die  jungen  Siebplattes 
schon  vor  dem  Sichtbarwerden  desCallus  gelttpfelt  sind  und  dass 
dieser  in  die  sehr  seichten  TOpfelgrttbchen  abgelagert  wird. 
Diese  Ablagerung  hat  Russoir  natttrlioh  nicht  direct  beobachten 
können,  sie  Sst  nur  erschlossen  aus  der  eben  mitgetbeilten  Tbat- 
saohe,  dass  die  Platten  vor  dem  Erscheinen  des  Callus  getüpfelt 
sind.  Hieraus  allein  aber  die  Abstammung  desselben  eine  An- 
sicht ableiten  zu  wollen ,  wttrde  voreilig  sein  und  deshalb  bat 
Russow  noch  Folgendes  ftlr  seine  Behauptung  vorgebracht.  Der 
Callus  erscheint  nicht  in  rundlichen,  verwaschenen  Tupfen,  son- 
dern in  rundlich  eckigen  IMatlohen,  welche  an  (lurch.schnittenen 
Mend)ranen  haarscharf  von  der  Cellulose  abge|.irenzt  sind,  wie 
unsere  Figuren  Ä7  und  29  Taf.  I  zeigen.  iJiese  Thatsachen, 
welche  ich  voll  bestätigen  kann,  veranlassen  Russow  zu  fokenden 
allgemeinen  Bemerkungen  :  »Es  i;>t  nicht  denkbar,  dass  bei  einer 
chemischen  Umwandlung  einerSubslanz  in  eine  andere  wahrend 
dieses  Processes  eine  scharfe  Grenze  zwischen  diesen  Subslanzea 


I)  I.  c.  pag.  SO«. 
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bestelle.«^!  Diese  Bemerkung  mag  richtig  seio,  man  sollte  aber 
so  allgemein  gehaltene  Stttze  nicht  fUr  oder  gegen  die  Deutung 
bestimmter  Thatsaeben  verwenden,  da  sie  nichts  beweisen  und 
doeh  leicht  zu  Tiiuschunizen  ffiliron  können. 

Besser  ist  tler  Kinwand  Hi  ssow's*),  dnss  in  allen,  stark  cal- 
lösen  Platten  das  Colluinsciiitter  nicht  dünner,  in  manchen 
Fallen  dicker  peworilen  zu  sein  scheine  als  früher  und  dass  man 
nicht  besreifcn  könne,  wie  d<issell)P  an  der  Oberfl<Mche  in  Callus 
sich  verwandeln,  eine  vielmal  stärkere  Callusluge  abscheiden 
könne,  ohne  selbst  dünner  zu  werden.  Mehr  aJs  ein  Wahr- 
scheinlichkeitsbeweis liecl  aber  auch  in  dieser  Bemerkunjj  nicht 
und  über  einen  soh'heu  ist  aucli  Rissow,  ebenso  wie  \Vii.ftELM 
und  Jaxczewski  ,  nicht  hinausgekommen.  Mit  einer  grösseren 
Wahrscheinlichkeit  muss  man  sich  aber  hier  begnügen,  da  man 
immer  nur  einselnefixirte Stadien, niemals  oontinuirllche  Reihen 
beobachten  kann.  loh  hab«  mich  bemUht,  einige  neue  Wahr- 
sdieinlichlLeitsgrande  fttr  Rosiow  und  gegen  Wiibuji  und 
JAXCZBwnu  aufzusuchen. 

Nach  meinen  Beobachtungen  verlauft  die  Enlwiokelung  der 
Siebplatle  und  des  Callus  bei  Cucurbita  folgendermassen.  An 
der  jungen  Querwand,  der  lukflnftigen  Siebplatt«,  Itfsst  sich, 
wie  Russow  gexeigt  hat,  schon  vor  dem  Auftreten  des  Gallus 
eine  seichte  Tttpfelung  in  glücklichen  Präparaten  erkennen. 
Aber  diese  primdren  Tüpfel  sind  noch  nicht  die  sogenannten 
Siebtüpfel,  aus  welchen  spJlter  die  Sieblöcher  werden,  sondern 
sie  sind  klein  und  ausserordentlich  seicht.  Die  Membran  ist 
rtschwach  welleoförmig  hin-  und  hergebogen,  der  Unterschied  in 
der  Dicke  zwischen  den  dünneren  und  dickeren  Partien  der 
Wand  ist  nur  am  Hände  der  Platte  deutlich,  nach  der  Mitte  der- 
sel}»en  zu  aber  weniger  leicht  zu  erkennen  ff'  (Fi«;.  53.  Taf.  II). 
Solctie  callusfreie,  seicht  getüpfelte  Querwätule  konnnen  selten 
zur  Beobachtung,  dieses  Stadium  scheint  scimell  vurUberzuszehen. 

Es  beginnt  nun  die  Bildung  des  Callus  bei  gleichzeilitier 
Vergrösserung  der  Tüpfel,  welche  nach  und  nach  zu  den  Sieb- 
tüpfeln sich  verbreitern  und  vertiefen.  Der  Callus  tritt  zunächst 
nur  in  den  Tüpfelgrüljchen  auf,  erfüllt  dieselben,  wie  11l.<»sow 


1   1.  c,  pap.  305—80«. 

2i  t.  c.  pag.  306. 

3}  cf.  Russow,  1.  c.  pag.  SOS* 
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gezeigt  hat,  in  Form  flacher  Pliittchen,  oder  seichter  Sehtlssel- 
chen  von  rundlich  eckifiem  Uniriss  (Fig.  22,  Tnf.  I),  der  Ge- 
stalt der  Tüpfel  entsprechend.  Der  Gallus  setzt  sich  von  seinem 
ersten  Auftreten  an  sehr  scharf  gegen  die  Cellulose  ab,  eine 
Thatsache,  welche  Russow  bereits  hervorgehoben  hat  (Fig.  27  u. 
29,  Taf.  I] . 

Der  Inhalt  des  junizon  Siebröhrengliedes  zeis;!  iininor  schon 
einige  Schleimtropfen,  wenn  die  Callusbildiinii  aiitäniit  und  es 
erhebt  sich  die  Tniue.  ob  Itoide  Vorpiiiiiic  nicht  vielleicht  im 
Zusammenhange  stehen,  länige  Präparate,  von  d»Mien  eines 
in  Figur  29,  Taf.  I  abgebildet  ist,  haben  mich  auf  diese  Ver- 
niuthung  geführt.  Man  sieht,  dass  die  junge  Siebplallc  bereits 
deutlich  getüpfelt  ist  und  dass  die  TUpfelgruben  von  scharf  ab- 
gegrenzten Callusplattchen  [ca]  ausgekleidet  werden.  Der  Wand- 
beleg hat  sich  verschoben,  zeigt  aber  noch  deutlich  die  warzen- 
förmigen Aussackungen,  welche  er  in  die  Tttpfelgrttbcben  hinab 
getrieben  hatte.  Im  Grunde  jeder  dieser  Ausstülpungen  hat  sich 
glänzender  SiebrOhrensehleim  (s)  abgesondert,  welcher  hier 
ebenso  wie  an  beliebigen  andern  Stellen  des  Wandbeleges  ab- 
geschieden wurde.  Die  Form  der  Aussackungen  entspricht  ge- 
nau der  der  TttpfelgrübcheUi  deren  Callusbelege  wiederum  ge- 
nau den  Sohleimansammlungen  entsprechen.  Kurz,  es  sieht  so 
aus,  als  ob  vom  Wandbeleg  zunächst  Schleim  abgeschieden 
worden  würe  und  dieser  dann  unter  Verwandlung  in  Gallus  in 
den  Tüpfeln  sieh  ablagerte.  Ob  hierbei  die  Cellulose  mitwirkt, 
oder  ob  der  Callus  nur  ausSchleiin  hervorgeht,  ist  nicht  zu  sagen. 
Man  könnte  ja  das  Bild  auch  folgendermassen  deuten.  In  den 
Tüpfelgrübchen  wird  Schleim  abgeschieden,  dieser  wirkt  ge- 
wissermasen  iilzend  auf  die  Cellulose.  verwandelt  dieselbe  in 
Callus  und  bewirkt  dadurch  eine  Vorliofung  und  Verbreiterung 
der  Tüpfel.  Man  sieht,  eine  sichere  KntsflieidnnL'  ist  auch  hier 
nicht  möglich,  obschon  der  Augenschein  mehr  dafür  sjiriciit.  dass 
der  Schleim  auf  (Wo  ficllulose  abgelagert  und  vielleicht  mit,  viel- 
leiclit  ohne  Theilnahme  dieser,  in  Callus  verwandelt  wird. 

Bei  der  Weilerentwicklung  der  Siebplatle  rücken  sich  die 
Calluspliittchcn  in  den  corresiiondirenden  Tüpfelchen  iuuuer 
nHher,  da  die  zwischen  ihnen  voriiitudeiic  TUpfelwand  innner 
dünner  und  dünner  w^ird  (Fig.  52,  Tafel  11).  Vielleicht  vereinigt 
sich  die  hierbei  in  Lösung  gehende  Cellulose  mit  dem  Schleim 
zu  Callus,  bierOber  weiss  ich  nichts.  Noch  ehe  die  OefiTnung  der 
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Siebtttpfel  erfolgt,  breitet  sieh  der  Gallusttberzug  in  dttnner 
Schicht  auch  auf  die  Ballceii  des  Gelliilosesiebes  aus  (Fig.  28, 
Taf.  V .  Das  nächste  Stadium ,  die  Oefinung  der  Poren  und  das 

VerlKilten  dos  Gallus  hierbei,  habeich  eliensowie  meine  VorgiiDt;er 
nicht  untersucht.  Das  Resultat  dieser  letzten  Yeriindcrungen,  die 
fertige,  offene  Siebplatte,  ist  bereits  geschildert  worden. 

Im  Hinblick  auf  die  Vorhaltnisse,  welche  wir  an  dieser 
kennen  selernl  haben,  ist  es  nir^izlich,  die  VorcJinge  l)ei  dov 
Durchbohrung  der  Siebttlpfei  vermuthungsweise  vornus  zu  be- 
stimmen. Wenn  die  Zoll\v;ind  zwischen  den  correspondireuden 
Callusplättchen  in  [den  Tüpfeli^rubcn  vollständig  gelost  oder 
geschwundon  ist,  dnnn  iiiflssrn  sicli  zunächst  diese  Callusplütt- 
chen  berühren  und  die  neue  Siehpore  verschliessen.  SpiHer 
ist  dieselbe  ;iber  weif  geöffnet  und  nur  am  Hände  von  einer 
dilnnen  Callusschicht  ausgekleidet.  Es  muss  also  nothwendig 
eine  partielle  Auflösung  des  Gallus  stattgefunden  haben,  durch 
welche  die  Siebporen  für  den  Siebröhrensaft  wegsam  wurden. 
Yielleichl  hat  dieser  selbst  die  Fähigkeit,  Callas  aufsulOsen. 

in.  Die  Ohliteration. 

Auf  die  Vorgänge  bei  der  Obliteration  musste  ich  mein 
Augenmerk  einiger  Widersprüche  wegen  lenken ,  welche  swi- 
schen  meinen  neuen  Beobachtungen  Uber  die  Beschaflisnheit  des 
Inhaltes  und  denjenigen  Angaben  scheinbar  bestanden,  welche 
KocB*)  und  ich*)  Uber  prall  mit  Schleim  erfullte  Rohren  ver- 
dfientlioht  haben.  Der  Erstere  fand  dieselben  in  absterbenden 
Blattern  von  Bcballium,  Ich  habe  die  gleiche  Erscheinung  in 
der  Schale  junger  KOrbisfrOchte,  welche  gleich  nach  ihrer  Los- 
trennung  von  der  Pflanze  in  Alkohol  gebracht  worden  waren, 
und  an  obliterirenden,  stark  callOsen  Rtfhren  der  Intemodien 
beobachtet. 

Da  aber  der  bekannte  Schleim,  wie  ich  neuerdings  gezeigt 
habe,  die  activen  Siebröhren  nich(,  wie  ich  frtlher  aniiaiun.  prall 
erfüllt,  ja  in  denselben  niclil  einmal  in  Form  \on  Schlauchköpfen 
vorkommt,  so  erhob  sich  die  Frage,  wie  derselbe  in  den  ab' 


4)  Ueber  den  Verlauf  und  die  Endignogen  der  SiebrObren  in  den 

Blättern.  Botan.  Zeit?.  !8S^,  paj^.  4  0.'5. 

%  Siebrübrensystem  der  Cucurbitaceen,  pag.  37  u.  47. 
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sterbenden  Bliiltern  von  Ecballium  und  in  den  ohliterlronden 
Siehrühren  der  Inlernodien  enlstehl.  Kunsljuixlucio  konnten 
hier  nicht  vorliegen,  diese  Vermuthunt;  schien  nur  IjotroUs  der 
jungen,  in  Alkohol  gebrachten  Früchte  einige  Berechtigung  zu 
haben.  Idi  werde  später  seigen,  dass  diese  Annahme  der  Wahr- 
heit entspricht.  Zunächst  handelt  es  sich  um  die  Entstehung  des 
in  obliterirenden  SiebrObren  vorlcommenden  Schleimes,  welcher 
ein  normales  Erseugniss  der  lebenden  Pflanse  ist.  Dies  folgt  aus 
der  Beobachtung,  dass  obliterirende,  schleimerfttllte  Rtfhren  in 
abgebrtthtem  und  lebendem  Material  ebenso  regelmassig  an  den* 
selben  Orten  sich  Torfinden,  wie  im  Alkoholmaterial. 

Die  ersten  Verttndeningen,  welche  an  alternden  SiebrOhren 
auftreten  und  die  Obliteration  einleiten,  betreffen  den  Inhalt .  So 
bestätigt  sich  DE  Bary's  Ausspruch,  dass  eine  vom  Druck  (der 
umliegenden  Gewehe)  un;il)hiinj;ige  »Verlinderung  der  obliteri- 
renden Organe,  speciell  ihres  Inhaltes,  die  primäre  und  der  Druck 
nur  eine  mitwirkende  Ursache  der  Erscheinung  ist«.*)  Ich  glaubte 
früher,  mich  dieser  Aussicht  nicht  anschliessen  zu  können,  dn 
ich  ;mn;ihni.  dass  die  activen  Siehrühren  hereils  prall  mit  Schleim 
erfüllt  seien  und  ohne  weitere  Venindcnini:  des  Inhaltes  ohlite- 
rirten').  Ich  freue  mich,  durch  eigene  Untersuchungen  meine 
irrigen  Meinungen  berichtigen  zu  können. 

h.  Der  Inhalt.  Bei  den  acliven  Siehröhren  des  ersten 
Typus,  denjenigen  der  Cucurbitaceen,  l>esleht  der  Inhalt  aus 
einc'iii  Wandbeleg,  gerinnbarem  Saft  und  dem  verschieden  star- 
ken Schleimbeleg,  welcher  die  \on  einer  dünnen  Callusschicht 
überzogenen  Siebplatten  bald  vollständig  als  Schleimhülle  be- 
deckt, bald  in  Form  von  Schleimringen  nur  die  Sieblöcher  um- 
säumt. Schleim  ist  in  versehwindend  kleiner  Menge  nur  vor- 
handen und  doch  sind  die  obliterirenden  Siebrtfhren  oft  prall 
davon  erfüllt.  Zahlreiche  Beobachtungen  haben  ergeben ,  dass 
die  Inhalte  obliterirender  SiebrOhren  nicht  immer  die  gleichen 
Veränderungen  erfahren,  dass  das  Endsiel  —  die  Entleerung 
der  Rohre  —  auf  swei  verschiedenen  Wegen  erreicht  wird. 

Am  häufigsten  verläuft  die  Obliteration  folgendermassen : 
Der  klare  Siebröhrensaft  erstarrt  zu  Schleim ,  welcher  als  glän- 
zender Faden  die  Siebrohre  ganz  ausfüllt.  Gleichzeitig  wird 


1]  Vergl.  Anatomie,  pag.  577.  , 
2)  Cttcurbitaceen,  pag.  IS. 
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dieselbe  von  dem  umliegenden  Gewebe  bald  mehr,  bald  weniger 
losamiDengedrttokt ;  deshalb  sind  auch  die  obliterirenden  Sieb- 
rtfhren  roeisi  betrtfchtlich  enger  als  die  aetiven.  Einselne  Sta- 
dien dieses  Erstarningsvorganges  aufzufinden  ist  mir  nicht  ge- 
lungen ;  ich  bin  der  Meinung,  dass  derselbe  sehr  schnell  verlauft. 
Diese  Ansicht  findet  eine  Sttttze  in  der  sicher  ermittelten  That- 
Sache  f  dass  der  SiebrOhrensafi  sehr  leicht  und  schnell  Schleim 
bei  der  Bildung  der  Schlauchkopfe  abscheidet.  Dasselbe  findet 
auch  bei  der  Obliteration,  aber  ohne  Verschiebung  des  Inhaltes 
statt,  die  ganse  Menge  des  SiebrOhrensaftes  verwandelt  sich 
unter  Wasserabgabe  in  Schleim.  Die  leichtlösliche  Modification 
des  Eiweisses,  welche  im  Safte  gelost  war,  geht  wieder  in  die 
unlösliche,  den  sahen  Schleim  über. 

Dieser  erleidet  aber  noch  neue  Verfinderungen.  Zunächst 
stellt  derselbe,  wie  schon  erwähnt,  einen  glänzenden,  homoge- 
nm  Faden  dar  (Fig.  33,  Taf.  I) ,  welcher  schon  bei  schwacher 
Yergrösserung  sehr  scharf  hervortritt.  Spater  wird  der  Sdileim 
brüchig,  es  entstehen  Querrisse  und  grössere  Lttcken ,  welche 
daraufhinweisen,  dass  derselbe  eintrocknet.  Hiermit  im  F^in- 
klange  steht  die  Thatsache,  diiss  das  lAinien  der  Siebröhre  wie- 
der abgenommen  hat.  Die  Lücken  und  Uisse  werden  breiter, 
vermehren  sich,  der  Schleiinfaden  zeigt  die  in  l'igur  34,  Taf.  I 
\aiedergegebene  Beschaffenheit.  Endlich  ist  er  in  einzelne, 
durch  grosse  Tdcken  getrennte  Sttlcke  zerfallen,  welche  immer 
kleiner  werden  und  endlich  ganz  verschwinden.  Jetzt  ist  die 
Siebröhre  entleert,  der  aus  dem  Siebröhrensaft  hervorgegangene 
glanzende  Schleim  ist  gelöst,  aus  der  obliterirlen  Siebröhre  ent- 
fernt worden.  Diese  wird  nun  gilnzlich  zusanimengedrtlckt. 
Bis  zu  diesem  Eodstadium  gelangt  der  Process  io  der  lebenden 
Pflanze  immer. 

"Wenn  dieselbe  dagegen  im  Herbste  abstirbt,  so  gerinnt  nur 
noch  der  Siebröhrensaft  zum  zühen  Schleim,  welcher  dann  mit 
dem  llbrigen  Gewebe  vertrocknet  oder  verfault.  Hieraus  er- 
klären sich  die  Booliachtungen ,  welche  Koni  an  alisterbenden 
Bl.itlern  von  ijhnUium,  ich  an  herbstdUrren  Stengeln  von 
Ci/rnrhita^]  gemacht  habe.  Meine  frUlier  ausgesprochene  Ver- 
mulhunp.  dass  diese  einige  Auskunft  über  die  normale  Be- 
schaQenheit  des  Siebröhreninhaites  geben  könnten ,  hat  sich 


«)  SwbröbreDsystem  der  Cocurbilaoeen,  pag.  44,  Taf.  lY,  Fig.  41. 
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sonach  bestütigl.  Nur  die  richtige  Deutung  des  Beobachteten 
war  mir  damals  noch  nicht  möglich.  Ich  nahm  an,  dass  die  zu 
oinom  Strang  contrahirle  Schloimmnsse  die  nctivo  Siebröhre 
früher  prall  erftillte.  Jetzt  weiss  ich,  dass  der  Schleimstrang 
durch  die  Erstarrung  dos  klaren  Siebröhrensaftes  entsteht. 

Mit  einigen  Woi  lon  habe  ich  an  dieser  Stelle  auf  Koch's 
Beobachtungen  an  /;V6«//mw-Bhlltern  einzugehen.  Koch  be- 
schreibt, dass  er  in  RlHttern,  welche  im  November  einer  im 
freien  I.ande  wachsenden  I^balliumpllanze  entnommen  wurden, 
die  Sicl)i'()hren  prall  mit  glänzendem  Schleim  erfüllt  fand.  Koch 
bezeichnet  diesen  Zustand  als  den  lierbsllichen  und  giebl  «m, 
dass  er  nur  in  den  erwähnten  Blättern,  aber  niciit  in  Stengel 
nnd  Blattstiel  und  zu  keiner  anderen  Zeit  solche  schleimerfUlUe 
Rtfhren  beobaeblet  bat.  leb  habe  oben  gezeigt,  dass  diese  im 
normalen  Yerlauf  der  ObHteration  auftreten.  Wenn  Kocb  langer 
gesucht  hotte,  dann  würde  er  ebensolche  Rohren  auch  im  Blatt- 
stiel und  im  Stengel  aufgefunden  haben  und  nieht  bloss  Im  No- 
vember, sondern  su  jeder  Zeit.  DieObliterationderSiebrtfhrenln 
den  Blattnerven  beginnt  auch  keineswegs  erst  in  diesem  Monate, 
die  Jahreszeit  ist  zunHehst  glelcbgiltig.  Wenn  man  im  October 
gelbwerdende  oder  gelbe  Blatter  von  Ecbatlium  untersucht,  so 
ßndet  man  ebenfalls  obliterirende,  |)rall  mit  Schleim  erfüllte 
Röhren,  so  wie  Koch  beschreibt.  (Fig.  45  u.  17.  Taf.  11. 

Der  Genannte  hat  aber  auf  einen  Punkt  nicht  geachtet, 
w^elcber  für  die  Deutung  der  Erscheinung  hätte  massgebend  sein 
sollen:  er  hat  die  Siebplatten  gar  nieht  berücksichtigt.  Diese 
sin<l  aber  regelmässig  durch  dicke  Calluspo1st(M'  verschlossen, 
ein  \^  fM1oros  Zeichen  dafür,  dass  Obliter*ation  eingetreten  ist.  Zu- 
weilen, nicht  selten,  trifft  man  Siebröhren,  bei  denen  einige  Siel»- 
plalten  niclit  callos  aufgetrieben  sind,  so  dass  es  bei  llikh- 
tiuer  lieobachtun!J  den  Anschein  liat,  als  ol)  die  schleimerfüilte 
Röhre  noch  offen  wäre.  Sieht  mau  aber  genauer  hin,  so  (indet 
man,  dass  stark  callose  Platten  mit  den  andern  abweciiseln, 
so  dass  durch  zwei  Calluspolster  nicht  bloss  ein  einziges,  sondern 
zwei  oder  drei  Röhrenglieder  abgeschlossen  werden  Fig.  46, 
Taf.  II).  Koch  hat,  wie  ich  schon  gesagt,  diese  Verhältnisse  gar 
nicht  berücksichtigt. 

Es  ist  nothwendig,  an  dieser  Stelle  einige  Bemerkungen 
über  die  physikalischen  Eigenschaften  des  SiebrOhrenschletmes 
einzufügen.  Derselbe  kommt  vor  in  geschlossenen,  jungen  Rüh- 
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rengliedern,  als  Sohleiintropfeii,  ferner  an  der  Slebplatte  der 
aetiyen,  als  Sofaleimbeleg,  und  endlteh  im  obliterirendeDi  als 
Schleimsirang.  Die  Eigenschaften  einer  allerdings  zähen  Flflssig- 
keii  scheint  der  Schleim  in  sieh  entwickelnden  SiebrOhren  zu 
haben.  Seine  Abscheiduog  iy  Tropfen  spricht  dafttr.  Dagegen 
ist  der  Schleim  in  obltterirenden  Siebrtfhren  slarr  und  fest, 
keine  Flüssigkeit  mehr.   Dass  aber  dem  Schleim  jene  Eigen- 
schaften zukommen,  folgt  aus  seinem  Verhalten  zu  Reagentien. 
In  Kali  quillt  er  stark  auf,  wie  Koch*)  und  vor  ihm  sehr  aus- 
führlich Hanstkin ')  boschrieben  haben.  Die  gequollenen  Schleim- 
füden  lassen  sich  sehr  stark  deiinon,  ringeln  sich,  wenn  sie  an 
der  durch  Kali  bewirkten  Streckung  verhindert  werden ,  in 
Schlangenwindungeu  hin  und  her,  kurz  sie  zeigen  lauter  Eigen- 
schaften nicht  einer  Flüssigkeit,  sondern  eines  festen,  kautschuk- 
ähnlichen Körpers.    Dieses  Verh;dtcn  hoolinchtet  man  an  Prä- 
paraten von  lebendem  Material,  eine  künstliche  Tlerinnung  ist 
also  ausgeschlossen ;  diese  wird  auch  durch  Kali  oder  Schwefel- 
Siiure  nichterst  bewirkt, denn  die  glänzenden  Schleimstriini^e  sind 
schftn  vorher  sichtbar  und  ((uellen  nur  noch  auf.  Da  der  Schleim 
Eiweissreaction  zeigt,  so  ergiebt  sich,  dass  bei  der  Obliteralion 
das  im  Siebrohrensafte  gelöste  Ei  weiss  als  fester,  kautschuk- 
ahnlichcr  Körper  abgeschieden  wird. 

Die  eben  dargelegten  Eigenschaften  des  Schleimes  erklaren 
auch  die  Erscheinung,  dass  derselbe  aus  angeschnittenen,  obli- 
terirenden  Siebröhren  nicht  ausfliesst,  dass  diese  z.  B.  in  den 
selben  Ecballiumblültern  keine  Schlauchköpfe  bilden.  Hiermit 
fidlt  aber  Kocu's  Einwand  gegen  meine  seiner  Ansicht  nach 
ebenso  unwahrscheinliche  als  unbegründete  Behauptung  über  die 
Entstehung  der  Schlauchköpfe.  In  der  Wand  iilterer  Früchte 
ßnden  sich  obliterirende,  schleimerfüllte  Siebröhren  in  grosser 
Zahl;  diese  fliessen,  wie  Kocb  mir  voraussagt,  nicht  aus,  wenn 
man  die  Frucht  in  Stücke  schneidet.  Aber  nicht  deshalb,  weil 
bei  der  Verletzung  der  Pflanze  überhaupt  keine  Bewegung  des 
Siebrtthreninhaltes  und  infolgedessen  auch  keine  Schlauchkopf- 
bildung stattfindet,  sondern  nur  deshalb,  weil  sie  nicht  mehr 
mit  Siebrtfhrensaft,  sondern  mit  starrem  Schleim  erfüllt  sind. 

4]  1.  c.  pag.  ■.06. 

3)  Milcbsaftgefasse  pag.  29. 

8)  Siehe  Kocb*8  Kritik  meiner  Untersacbungen  über  das  Siebröbren- 
syttem  der  Cucurbitaceen.  Bot.  Zeit.  1885. 
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Die  01)literation  des  iuhiiltes  kann  aber,  wie  schon  gesagt, 
noch  in  anderer  Weise  geschehen,  ohne  Bildung  des  Schleim- 
Stranges.  Der  Proeew  beginnt  mit  einer  Verttnderung  des  In- 
haltes, welcbe  nur  im  abgbrOhten  Material  siditbar  ist  and 
darin  besteht,  dass  der  Siebrtfl|pnsafi  nicht  mehr  ein  fein- 
körniges, sondern  ein  grobflookiges  Gerinnsel  (Fig.  36  tt.  38, 
Tat  I)  liefert.  Gleichseitig  treten  im  Wandbeleg  der  Siebrtfhren 
wieder  Sebleimtropfen  in  grösserer  Menge  auf,  es  scheint,  dass 
der  SiebrOhrensaft  nicht  mehr  im  Stande  ist ,  den  Schleim  auf- 
zulösen. Welchem  Zustande  in  der  lebenden  Pflanze  das  grob- 
flockii^o  Gerinnsel  eotspHcht,  habe  ich  nicht  entscheiden  können, 
jedenfalls  einer  Lösung,  einem  Siebröhrensaft  von  einer  nicht 
nttber  bestimmten  Beschaflenheit. 

Anfangs  ist  das  grobkörnige  Gerinnsel  sehr  dicht,  weist 
also  darauf  hin,  dass  noch  viel  gerinnbare  Substanz  im  Sieb- 
rnhronsaft  enthalten  war.  Nach  und  nnoh  wird  das  Gerinnsel 
lockerer,  der  Baum,  welcher  von  einer  wilsserigen  TlUssigkeil 
eingenommen  zu  werden  scheint,  vergrössertsich  (Fig.  40.  Taf.  I). 
SpiJler  zeigen  sich  nur  noch  vereinzelte  Flocken  ,  die  letzten, 
spiirlic'lien  Hoste  der  einstens  im  Siebröhrensafte  gelösten  Eiweiss- 
subslanzen.  Auch  diese  schwinden,  es  bleibt  nur  der  Wand- 
beleg mit  einigen  Schleim Irojtfcn  ül)rig  (Fig.  42,  Taf.  I).  End- 
lich werden  auch  tlicse  beiden  entfernt,  die  leere  Siebröhre 
bleibt  zurtlck  und  wird  zerdrückt. 

£s  erbebt  sich  die  Frage,  ob  die  beiden  beschriebenen  Arten 
der  Obltteration  nicht  bloss  Stadien  eines  und  desselben  Vor- 
ganges sind,  deren  Znsammenhang  sich  der  Wahrnehmung  ent- 
zieht. Nach  meinen  sehr  zahlreichen  Beobachtungen  verhält  es 
sich  folgendermassen.  Der  Inhalt  obliterirender  Siebröhren  er^ 
leidet  zunächst  immer  erst  ein  und  dieselbe  YerUnderung,  welche 
darin  besteht,  dass  Schleimtropfen  im  Wandbeleg  auftreten  und 
dass  der  Siebröhrensaft  ein  grobkörniges  Gerinnsel  liefert.  Solche 
Siebröhren  würden  bei  der  Verletzung  der  Pflanze  noch  gewöhn- 
liche  Schlauchköpfe  bilden  und  durchaus  den  activen  gleichen, 
da  ihre  Siebplatten  in  der  Begel  noch  offen  sind.  Die  w  eiteren 
Veränderungen  fuhren  nun  entweder  zum  Schleimstrai^  oder 
zur  langsamen  Verarmung  des  Siebröhrensaftes. 

Im  ersteren  Falle,  welclior  unter  starkem  Bruck  der  um- 
liegenden Gewel)e  eintritt,  wird  dem  veränderten  Siebröhren- 
satte  eben  durch  diesen  starken  Druck  das  Wasser  schnell 
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entiogen  und  es  bleiben,  wie  bei  der  ScblauehkopfbilduDg,  die 
aehwer  Itfsliohen  Eiweisssnbslanzen  als  Sohleim,  hier  als  homo- 
gener Schleimstrang,  zurttclK.  Dieser  wii:d  dann,  wie  oben  be- 
schneben,  aufgelöst.  Dass  wirklich  der  starke  Druck  der  um- 
liegenden Gewebe  die  Bildung  des  Schleioistranges  veranlasst) 
möchte  ich  daraus  entnehmen,  dass  die  scbleimerfullten  Röhren 
immer  einen  viel  geringeren  Durchmesser  haben,  als  diejenigeD, 
deren  Inhalt  nnderB  ohlilerirt.  Bei  schwächerem  Druck  werden 
die  eiweissarlij^en  Beslaudtheile  des  Siebröhrensafles  nach  und 
nach  fortgeführt ,  wie  daraus  folgt,  dass  derselbe  ein  immer 
schwächeres  und  substanzärnieres  Gerinnsel  liefert. 

Meine  Ansicht  würde  also  die  sein,  dass  heim  Beginn  der 
Obliteration  der  Inhalt  in  allen  Siebröhren  die  gleiche  Verän- 
derung (Abscheidung  von  Schleimtropfeu,  grobkörniges  Gerinn- 
sel) erleidet,  dass  aber  später  zwei  Wege  zur  ganzlichen  Entlee- 
rung der  Siebrühreo  lühreu.  Die  Obliteration  mit  Schleiinstrang 
tritt  vermulhlich  bei  starker  Quetschung  der  oblilerirendeu 
Rohre  ein;  sonst  findet  Obliteration  mit  Erlialtuog  des  Sieb- 
rtthrensaftes  und  langsamer  YerarmuDg  deflselben  statt.  Mebne 
Annahme,  dass  der  Siebrtfhrensaft  obliterirender  Rohren,  ^el- 
eher  ein  grobkörniges  Gerinnsel  liefert,  unter  sehneUer  Wasser^ 
entiiehnng  som  Sohleimstrang  erstarrt,  stttlst  sich  auf  folgende 
Beobaohtung. 

Fuhrt  man  das  waehaende  Ende  einer  nnverletsten  Kürbis- 
pflanse  in  starken  Alkohol  nnd  laast  dasselbe  ungefähr  drei 
Stunden  darin  verweilen,  so  kann  man  es  unter  Alkohol  ab- 
schneiden, ohne  dass  noch  Siebröhrensaflausfliesst.  Der  Alkohol 
bat  also  den  Inhalt  der  Siebröhren  fixirt,  aber  nach  dem  Alter 
dieser  in  verschiedener  Weise.  In  den  acliven  Siebröhren  haben 
sich  Scblauchköpfe  gebildet  unter  dem  EinOuss  der  Strömungen, 
welche  durch  die  wasserentziehende  Knift  des  Alkohols  her- 
vorgerufen w  urden  Fig.  37,  Tnf.  I).  Diejenigen  Siebröhren  da- 
gegen, welche  an  der  Peripherie  der  Sieblheiie  liegen  nnd  be- 
reits in  Obliteration  begrillen  sind,  erweisen  sich  prall  mit 
Schleim  erfüllt,  deutlieh  sieht  man  aber  von  diesen  sich  einzelne 
Schleimtropfen  im  Wandbeleg  abheben.    Fig.  39,  Taf.  I  bei  s.] 

Hatte  ich  diese  Siebröhren,  wie  ein  Vergleich  mit  anderen 
Materialien  ergiebt,  in  heissem  Wasser  abgebrüht,  so  würde  ich 
nicht  einen  solchen  Sehleiinstraug,  sondern  ein  j^robüockiiies  Ge- 
rinnsel mit  Scbleimlroplen  im  Wandbeleg  erhalten  haben.  Die 
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Figuren  38  und  39,  Taf.  1  zeigen  dies.  Sie  gehören  zu  ungeflttbr 

gliMi-h  alten,  unverletzten  Intemodien,  von  denen  das  eine  un- 
verletzt ab^cbrtlht  (Fi}:.  38),  das  andere  in  Alkohol  fixirt  war 
(Fig.  39).  Die  scbieimerfUlUen  Röhren  und  die  mit  grobllockigem 
Gerinnsel  haben  die  gleiche  Lage  an  der  Peripherie  der  Gefiiss- 
bündcl.  El»enso  hatten  alle  ento-  und  ectoc\  clischen  Siehrohren 
im Kochiiiaierial  die  in  Figur38,  im Alkoholmaleriai(iieiQFig.39f 
Taf.  1  abgel)ildele  Beschaffenheit. 

Hieraus  möchte  ich  aber  folgern,  dass  der  bereits  veründerte 
Saft  einer  obiilerircnden.  Siebröhre  bei  schneller,  gewaltsamer 
Wasserontziehung  zum  Schleimstrang  erstarrt,  im  anderen  Falle 
nach  und  nach  alle  gerinnbare  Substanz  verliert. 

Wir  haben  gesehen,  dass  der  Alkohol  die  Bildung  schleim- 
erfüllter Siebröhren  in  Inlcrnodieu  veranlasst  und  wir  dlii'fen 
hieraus  schliessen,  dass  es  sich  mit  denjenigen  in  der  Wand 
junger  Frachte  ebenso  verbalt.  Die  scbleimerAlllten  Rubren, 
welebe  ieb  frttber  bescbrieben  babe,  sind  nacb  meinen  neuen 
Untersuebongen  tum  Tbeil  Kunsiproducte*  leb  sage  xum  Theil, 
denn  es  kommen  sebon  in  jungen  Frttebton  obliterirende  Sie]>- 
robren  mit  Sebleimstrang  in  grosser  Zabl  in  der  Frucbtwand  vor. 
Es  ist  aber  unmtfgliob,  im  Alkobolmaterial  swisriien  scbleimer- 
fttllten  Rubren,  welebe  scbon  in  der  lebenden  Fraebt  vorlianden 
waren,  und  soloben  lu  unterscbeiden,  welche  durch  den  Alkohol 
gewissermassen  erst  erzeugt  worden  sind. 

Ich  babe  zwei  ungefiabr  gleich  alte,  junge  Früchte  zu  einer 
neuen  Untersuchung  benutzt.  Die  eine  derselben  war  an  der 
Pflanzeohne  Verletzung  in  heissem  Wasser  abgebrüht,  die  andere 
unter  denselben  Bedingungen  drei  Stunden  in  Alkohol  gebracht 
worden.  In  der  letzleren  w  aren  alle  Siebröhren  des  hypodermalen 
Netzes  prall  oder  nahezu  vollständig  mit  Schleim  erfüllt  (Fig.  44, 
Taf.  II).  Die  letzteren  zeigten,  dass  der  Siebröhrensalt  vor  seiner 
durch  den  Alkohol  bewirkten  Erstarruni;  in  schwacher  Slrömuun 
gewesen  war.  In  der  abgekochten  Frucht  befanden  sich  die  hypo- 
dennalen  Siebröhren  im  Zustande  der  Figur  45,  Taf.  II.  Schwache 
Schleimtropfcn  (s)  als  Andeuliing  der  beginnenden  Oblileration. 
Dieselben  Tropfen  zeigton  sich  auch  im  .\lkoholmaterial  (Fig.  44), 
dessen  Siebröhren  demnach  auf  demselben  Sladiutn  der  Obli- 
teration  standen.  Wahrend  aber  das  heisse  Wasser  den  Sieb- 
robrensaft  zur  Gerinnung  brachte  (das  Gerinnsel  ist  hier  noch 
feinflockig),  bat  der  Alkohol  vermdge  seiner  starken  Wasser- 
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anziefjuuii  die  Erstarrimji  zum  Schleinistrani:  veranlasst.  Diese 
schleiuiert'üllten  Siebrohren  h.ibo  ich  früher  ueben  anderen, 
welche  bereits  in  der  Oblileraliou  vori^erückt  und  auch  mit 
Schleim  erfüllt  waren,  vor  mir  gehabt,  jene  waren  ein  Kunst- 
product  des  Alkohols,  diese  ein  uormules  Krzeugniss  der  lebeo- 
den  Pflanze. 

Die  Obiiteralion  der  Siebroliren  endet  mit  einer  gänzlichen 
Entleerung  derselben,  der  Inhalt  wird,  gleichviel  welche  Ver- 
iinderuni^en  er  erleidet,  fortgeführt.  Auf  welelien  Wegen  das 
geschieht,  muss  ich  dahingestellt  bleiben  lassen.  Bei  den  Sieb- 
röhren des  zweiten  und  dritten  Typus  ha))e  ich  die  Obliterations- 
erseheinungen  nicht  lückenlos  verfolgt.  Das  Endresultat  des 
in  Rede  stehenden  Processes  ist  auch  hier  eine  uiinzliche  Ent- 
leerung, welcher  bei  iJumtilus  z.  B.  die  Bildung  eines  Schleiui- 
ßtranges  vorangeht.  Bei  den  Siebrohren  mit  Stürkekörnern  ver- 
schwinden diese  zulelzt  nach  dem  Wandbeleg  mit  soiaen 
Schlei rneinlagerungen,  Schleimslränge  entstehen  hier  nicht. 

Ich  habe  schon  früher  darauf  hingewiesen,  dass  schleim- 
erfttllte,  obUlerirende  Siebröhren  grosse  Aehnlichkeit  mit  Milch- 
röhren haben  und  frtlher  oft  als  Lcbenssaftgefüsse  befiohriebeo 
worden  sind.^;  Auch  Haxstelx  hat  diese  Vermuthung  ausge- 
sprochen, ist  aber  dem  anderen  Irrthume  verfallen,  solche  obli- 
terirende  Siebrdhren  für  active  za  halten.  In  diesen  kommen 
aber  Schleimstränge  nicht  vor,  denn  gerade  durch  die  Verwand- 
lung des  Siebröhrensaftes  in  zHhen,  festen  Schleim  wird  die  Stofl- 
Wanderung  unmdglich  gemacht. 

2.  Der  Callas.  Von  allen  Forschern,  welche  über  Siebröbreo 
gearbeitet  haben,  ist  hervorgehoben  worden,  daas  mit  dem  Alter 
derselben  der  Gallusüberzug  der  Siebplattcn  zunimmt,  bis 
endlich  ein  vollstKndtger  Verschluss  derselben  eintritt.  Da  alle 
activen  SiebrOhren  bereits  callllse  Platten  besitsen,  so  ist  es 
schwer  anzugeben,  bei  welehem  Umfange  des  Gallus  die  Oblite- 
ration  beginnt.  Das  Wachsthum  desselben  steht  auch  nicht  in 
einer  erkennbaren  Beziehung  zu  den  Verttndemngen  des  In- 
haltes. Wie  Figur  35,  Taf.  I  zeigt,  hat  derselbe  gelegentlich 
noch  die  typische  Beschaffenheit  activer  Böhren,  während  die 
Platten  schon  von  dicken  Galluspolstem  verschlossen  sind.  In 
anderen  FttUen  wiederum  hat  der  Inhalt  bereits  merkliche  Ver- 


1)  Cucurbitaceen  pag.  (7. 
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ünderungen  erfahren,  ohne  gleichzeitige  Vergrösserung  des 
Galiusüberzuges  (Fig.  40,  Taf.  1).  Eine  Regel  für  diese  Ver- 
hältnisse habe  ich  niclit  nuffinden  können.  Ich  kann  nur  be- 
stätigen, dass  in  obiiterirctuieu  Siebröhren  der  Gallus  sich  stark 
vermehrt  und  sowohl  die  Siebplatten,  als  auch  die  Siebfelder 
endlich  ganz  verschliesst.  Nach  der  Losung  des  Inhaltes  erhal- 
ten sich  die  Galluspolster  noch  lange  Zeit,  scbeineii  dann  aber 
auch  zu  zerfallen. 

Um  Uber  die  Abstammung  des  Gallus  weiteren  Aufschluss 
zu  bekommen,  habe  ich  das  Waclislhum  der  starken  Callus- 
polster  in  obliterirenden  Siebrohreii  vod  GucurbiU  genauer 
verfolgt.  Ich  muss  hier  an  eine  Bemerkung  Rdmow^s  anknüpfen. 
Oerselbe  hat  beschrieben,  dass  die  dicken  GaUusmassen  ans 
sweieriei  Substansen  lusammengesetst  erscfteinen,  einer  mit 
Jod  sich  heller  ftbrbenden  Gmndsabstani,  und  dunkler  werden- 
den cylindrischen  Stiften,  welche  dieselbe  senkrecht  snr  Sieb- 
platte durchsetien*).  Russow  hat  weiterhin  die  Yermuthnng 
ausgesprochen,  dass  jeder  dieser  Gallusstifte  einen  haarfeinen 
Schleimfaden  umschliesst,  den  ietxten  Rest  der  Verbindungs- 
faden,  welche  die  Inhalte  der  activen  Röh ren gl ieder  vereinigten. 
Endlich  hat  Russow  gezeigt,  dass  in  alten  Galluspolstem  die 
Stifte  nicht  mehr  zu  sehen  sind.  Die  Beobachtung  Rossow^s 
habe  ich  bis  auf  kleine  Einzelheiten  wiederholen  kOnnen.  Meine 
Beobachtungen  sind  folgende. 

Auf  einem  gewissen  Stadium  der  Obliteration ,  auf  wel- 
chem !)ereits  ein  deutlicher  Schleimstrani;  vorhanden  und  das 
Galluspolster  stark  aufgeschwollen  ist,  gehen  von  jenem  dicke 
stiftähnliche  Fortsatze  durch  den  Gallus  und  die  in  ihm  verbor- 
gene Siebplatte  bis  zum  nächsten  Uöhrengliede  aus  (Fig.  30, 
Taf.  1).  Diese  SchleimfortsUlze,  deren  Zusammenhang  mit  dem 
Sclileimstrang  ausser  allem  Zweifel  steht,  filrben  sich  mit  Jod- 
kalium-Chlorzinkjod dunkler,  aber  auch  reiner  braun,  als  der 
rothbraun  werdende  Gallus.  Sie  sind  jedetüalls  mit  Rrssow's 
Gallusstiften  identisch.  Die  Schleimforlsätze  sind  aber  durch- 
weg homogen,  nur  färben  sich  ihre  oberen  Lagen  etwas  heller. 
In  älteren  Stadien,  nachdem  der  Gallus  bedeutend  sich  ver- 
grdssert  hat,  sind  die  Schleimfortslltse  viel  dflnner  geworden, 
sie  scheinen  oft  mitten  im  Gallus  zu  endigen  Fig.  31,  Taf.  I). 


I)  I.  c  p.  S98. 
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Endlich  sind  sie  nabein  verschwunden,  einige  feine  Striche  in 
dem  mächtigen  Galluspolstcr,  welche  jettt  schwer  noch  durch 
eine  andere  Ptfrbung  sich  abheilen  (Fig.  32,  Taf.  1),  verrathen 
ihr  einstiges  Dasein. 

Die  vom  Gallus  verdeckten  Siebplatten  haben  ihre  ur- 
sprüngliche Dicke  ungeßihr  beibehalten  (Fig.  26,  Taf.  I),  sodass, 
wie  Russow  und  Haustein  schon  hervorgehoben  haben,  das  Ma- 
terial zun)  Wachsthum  des  C4allos  wohl  kaum  von  dem  Collulose- 
sieb  geliefert  worden  sein  kann.  Dagegen  sind  die  Schleim- 
fortsJitze  immer  dünner  und  endlich  unsichtbar  geworden.  Ueber 
ihr  Verschwinden  hissen  sich  nur  zwei  Vermuthungen  aufstellen. 
Entweder  sie  sind,  w  ie  später  der  Schleimstrang,  gelöst  worden, 
oder  sie  haben  sich  in  Gallus  verwandelt.  Her  erste  F.ill  ist 
durch  die  Beobnchtuntj  nahezu  ausgeschioss<'n,  dass  der  Schleim- 
strang noch  unverändert  vorhanden  ist,  während  die  Schleim- 
fortsätze im  Gallus  verschwunden  sind.  Wenn  diese  tielüst  wer- 
den, dann  ist  es  zum  mindesten  wahrscheinlich,  dass  auch  der 
Schleimstranu  lielosl  wird.  Schon  ein  Vergleich  unserer  FiL'uren 
30 — 32,  Taf.  I  zeigt  dagegen,  d  iss  eine  llmwajidlungder Schleim- 
forlsälze  im  Gallus  recht  wohl  anzunehmen  ist.  Dieser  wächst, 
jene  verschwinden,  eine  andere  Substanz,  welche  ilas  Material 
zur  Gallusbildung  liefern  konule,  ist  nicht  vorhanden,  also 
wird  der  Schleim  es  sein,  welcher  in  Gallus  sich  verwandelt. 

Zu  derselben  Annahme  gelangten  wir  im  vorigen  Kapitel, 
als  wir  die  Entwicklung  der  Siebplatten  besprachen.  Ebenso- 
wenig wie  wir  dort  einen  exacten  Beweis  dafür  Hefern  konnten, 
dass  der  Gallus  als  metamorphosirter  Schleim  in  die  Tüpfel* 
.  grttbchen  allgelagert  wird,  ebenso  kann  man  mehr  als  das  Mit- 
getheilte  auch  bei  den  obliterirenden  Sielirtfhren  nicht  fest^ 
stellen.  Allerdings  bietet  dasselbe  einen  für  die  mikroskopische 
Forschung  gentigenden  Beweis,  dass  der  Schleim  sich  in  Gallus 
verwandelt.  Ob  die  Berfibrung  mit  dem  bereits  vorhandenen 
Gallus  diese  Veränderung  herbeiführt,  ist  ebenso  wenig  zu  ent- 
scheiden, wie  die  Frage,  ob  die  Gellulose  der  jungen  Siebplalte 
bei  der  Gallusbildung  betheiligt  ist.  Soviel  steht  iher  fest,  dass 
der  Schleim  in  jungen  und  alten  Siebröhren  das  Material  zur 
Entstehung  und  zum  Wachslhum  des  Gallus  liefert,  dass  dieser 
nicht  ein  Product  der  Gellulose,  sondern  in  erster  Linie  des  In- 
haltes ist  und  auf  »lie  Siebplalte  aufgelagert  wird. 

Vielleicht  hat  Hussow  günstigere  Präparate  als»  ich  vor  sich 
]utk.-piijr«.  ciMM  im.  S4 
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l^habt.  Seine  Angabe,  cUss  die  GallussliClc  Schleimtiiclon  um- 
schliessen,  wUrde  dann  dahin  lu  deaten  sein,  dass  die  An  Tangs 
dicken  Schleimforlsätee  von  aussen  nacli  innen  sich  in  Oallus 
verwandeln.  Dann  würden  in  der  Tliai  Bilder,  wie  sie  Bussov 

voi^ele^en  haben,  entstehen.  ') 

Man  hat  bisher  alle  Siel)rO)iren  für  acliv  gchallen,  deren 
Siel)phillen,  wie  stark  auch  ilir  (lallusUher/iisi  sein  ma^,  von 
Schleinifaden  dureij/.itiien  werden.  Di«'  neue  Aiiffassiint;,  welche 
(hireh  ineine  Meohaeliluni;en  Uber  den  Inhalt  th^r  Siebrührcn  in 
der  unverletzten  IMlanze  ans^ebahnl  worden  ist,  lässt  ein«*  solcin' 
Annahme,  wenisisleiis  für  (iucurbila,  niehl  mehr  zu.  Der  Si  hlcim 
ist  zHli.  unhew t'iilir  h  und  für  den  Transport  in  grosseren  Men- 
b^en  nicht  jiceiguet.  Die  Siebriiliie  wird  dann  als  i;esclilosscn 
zu  betraehten  sein,  wenn  die  Si«'i>loclicr  nicht  mehr  \uii  Sieh- 
röhrensaft durchströmt  werden,  sonderri  \on  Schleimfaden  er- 
füllt siiul.  Alle  Siebröhren,  welche  man  an  lebendem  Material 
beobachtet,  siikJ  eben  durch  die  vom  Schlauchkopf  ausgehenden 
Forlsiitze  bereits  geschlossen,  die  Coiuniuniealion  swiachen  den 
einzelnen  Gliedern  ist  gesUfrt,  sobald  der  SiebrObrensaft  durch 
von  ihm  abgeschiedenen  Schleim  verdriingl  wird. 

Es  erttbrigt  noch,  mit  einigen  Worten  in  sohildem,  wie 
man  sich  unter  der  Voraussetsung,  der  Gallus  entstehe  aus  dem 
Sohleime,  die  zur  Obliteration  fahrenden  Vorgänge  zu  denken 
bat.  Wir  nehmen  eine  acttvo  Siebröhre  von  Cucurbita  zum 
Ausgangspunkt.  Ihr  Inhalt  besteht  aus  einem  zarten  Wandbeleg 
und  SiebröhrensafI,  die  Siebplatten  sind  von  einem  dttnnen 
Callusttbersug  bedeckt.  Ausserdem  hat  sich  an  ihnen  Schleim 
als  Sohleimbeleg,  nehmen  wir  an  in  Form  von  Schleimringen, 
an  den  Bändern  der  Lttcher  abgesetzt.  Bei  Uiufjerer  Functions- 
dauer  der  Siebröhre  wHchst  dieser  Schleimbeieg,  die  Ringe 
kttnnen  xu  einer  Schleimhülle  verschmelzen. 

Gleichzeitig  wird  sich  aber  der  an  den  (Hallos  angrenzende 
Schleim  in  Gallus  verwandeln,  der  Callusüberzug  verdickt  sich 
auf  Kosten  des  Schleimbeleges.  Mit  der  Zeil  erreicht  dann  der 
('allus  eine  ansehnliche  Sliirke,  die  Sieblöcher  werden  staik 
verengt,  sodass  für  «leii  Siebröhrensaft  nur  noch  chl;c  (ianale 
tlbrig  bleil)cn.  Schleim  w  ird  irnnwr  noch  .dtiicscliicden ,  die 
Scbleimringe  werden  iuiuier  enger  und  schliesslich  zu  massiven 

1)  Vergl.  I.  c.  pag.  S94. 
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FtfdeDy  welche  die  vom  Gallus  auflgekJeidelen  Siebporen  aun- 
fttUen.  Jetit  isi  die  Siebrdhre  schon  geschlossen ,  der  Sieln 
rtfhrensafi  kann  niehl  mehr  aus  einem  Gliede  in  das  andere 
ftberlreten.  Die  Seblelmfilden  oder  Schieimforlsatsef  welche 
die  Siebporen  dnrohseUen,  verwandeln  sich  nun  allmälig  in 
Gallus. 

Nitch  tloin  Vürhorf^eheiulen  wird  auch  die  Thatsache  ver- 
stiiiwilirli,  dass  der  CallusUberzug  l>oi  pnrtiell  enileerten,  adiven 
Siebrtthren  vioi  s(ärk«M'  isl,  .ds  in  der  lebenden,  unverletzten 
Pflanze.  Der  Sehleiwbeieg  der  Siebpl.illon  \erwandell  sicli  in 
Cailus  und  aiisserdiMii  liefern  noch  dieSchleiiufäden,  welciie  vom 
Sclilauehkopf  durch  <lie  Poren  enLscndet  werden  ,  Maleria!  zu 
fortf!eselzl4?r  (lallusbildiin^.  iJie  Vennelirung  des  Callus  tjelil 
aber  schnell  von  slatlen,  wie  folj-enile  HeohacliUinj^  lehrt.  Kine 
nnverlelzle  KürUispflanze  wunle  in  zwei  SUicke  iicsrhnitler»  und 
.  nun  sofort  ein  Pra|>aral  hergestellt,  iiw  Sii^hplaltcn  dtM  aclist'n 
Köliren,  vvelclu?  natürlich  Schlanchkopfe  besassen,  waren  son 
einem  starken  (lallnstierüsl  id>erzoi;en,  vielstärkeralsdcrdallns- 
Uberzuj^  in  uns  crIctzlahjicliruliltMn  iMalerial.  l)i  i  Schleim  s»'hcinl 
sich  demnach  sehr  schnell  in  (iallus  zu  \er\vandclu,  wenn  ein- 
mal die  Hedinuunij;en  hierzu  ^ci;«'l)<>n  sind.  Liisst  man  abjie- 
schoitttiue  Stücke  lünt^ere  Zeil,  vielh'ichl  i.\  Stunden  licj^en,  su 
wird  man  linden,  dass  die  Calluspolster  bereits  merklich  sich 
vergrüssert  haben. 

IV.  Die  Verbindung  der  Siebröhren  nnter  einander,  mit  den 
Geleitzellen  und  dem  Cambiform. 

Betrachtet  man  einen  Qoerachnitt  durch  einen  GeflssbQndel« 
siebtheil  einer  beliebigen  Diootyle,  so  wird  man  finden,  dass  die 
elnselne  Siebrohre,  welche  immer  an  einer  Seite  an  eine  Geleit- 
teile angrenzt,  gelegentlich  auch  deren  zwei  iMsitsl,  bald  rings 
von  Cambiform  umgeben  ist,  bald  mit  einer  anderen  SiebrOhre 
oder  wohl  auch  mit  mehreren  in  Berührung  steht.  So  k<lnnen 
Nester  von  zwei,  drei,  gelegentlich  auch  vier  sich  berllhrendcD 
Siebrtlhren  vorkommen,  welche  dann  von  einer  gemeinschaftlichen 
Cambiformhülle  umgeben  werden*).  Isolirte  Btfhren  und  diese 


4,  Mail  veiiih'irhe  hierzu  (he  früher  von  mir  {jej;ebcn»'n  AbhildniiL'«'!! 
Berichte  der  deutecbeD  bot.  Gesellscb.  iU,  Taf.  XV,  Fig.  4.  —  Berichte  der 
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mehnahligen  Gruppen  finden  sich  ungefähr  gleich  hfiufig  vor. 
Auf  dem  Längsschnitt  seigt  sich,  dass  mehrere  Siebrtfhren  ofl 
grosse  Sirecken  nebeneinander  herlaufen,  dann  sich  trennen  und 
an  andere  sich  anschliessen  oder  isolirl  bleiben.  Hieraus  erkiHrt 
es  sich,  dass  Querschnitte  aus  verschiedenen  Htthen  desselben 
Siebthelles  eine  verschiedene  Anordnung  der  SiebrOhren  und 
infolge  dessen  auch  der  Cambiformsellen darbieten.  Diesestehen 
alle  mit  einander  In  Verbindung  und  bilden  ein  zusainnu^nhän- 
gendes  Maschenwerk,  welches  die  Siebrithren  durchziehen. 

Die  leUteren  entwickeln,  wenn  sie  an  gleichnamige  Kie- 
mente angrenzen,  aber  auch  nur  in  dieseni  Falle,  auch  in  den 
liingswünden  zahlreiche  kleine  Siebpiallen,  welche  seit  lauger 
Zeit  bekannt  und  von  N*k»;fi  i')  ;iIs  Siol)felder  ho/cichnet  worden 
sind.  Sie  sind  stets  in  so  grosser  Menge  vorhanden,  dass  die 
benachbarte  Siehröhren  trennenden  Uingswünde  reich  mit  corre- 
spondirendcn  Tüpfelchen  hcsct/i  ci  scheinen.  Man  vergleiche  die  . 
Abbildungen  bei  IIartk;,  Wii  hki  m  und  in  meinem  Aufsalz  in  den 
Berichten  der  deutschen  botanischen  (iescllschaft .  Meine  .soel)en 
citirte  Figur  veransdiauliclil  das  Verhalten  der  Siebrölu  cnwand, 
wenn  sie  an  eine  (ieleitzelle  oder  an  Cambiform  angrenzt.  Im 
letzteren  Falle  fehlen  Tüpfel  durchaus,  im  erslercn  sind  sie  \or- 
handen,  aber  nicht  so  tief,  wie  xwischen  beoachbarten  Sieb- 
rübren. 

Schon  Habtm  und  Wilbblu*)  hatten  nachgewiesen,  dass  die 
Siebfelder  von  den  gleichen  Verbindungsfilden  durchseist  werden, 
wie  die  Siebplatten.  Eussow  bat  dann  mit  Hilfe  seiner  Quellungs- 
methodebei  einer  grossen  Ansahl  von  Phanerogamen  die  Wegsam- 
keli  der  Siebfelder  nachgewiesen').  Die  grosse  Zahl  der  swisohen 
benachbarten  Siebrtfhren  ausgespannten  Verbindungs&den  ver- 
anschaulicht Fig.  49,  Taf.  II.  Man  sieht,  dass  der  geronnene 


uiattiem.-physikal.  Classe  der  künigl.  sachs.  Ge.sellsch.  der  Wissenscli.  1883. 
Taf.  I,  Fig.  4,  S  (Coeurbila),  PI«.  17  (Phytalis),  Taf.  II,  Fig.  I  (Saxifraga). 
Aach  WiuiL«,  I.  c.  Taf.  VIII,  Flg.  U, 

1)  Silzuiii-'sht'i .  lt.  bayriscli.  Akad.  d.  Wissenscli.  1861.  I.  pa^.  223. 
Die  Siebffid»'!  wnnli-ii  zuerst  vmii  Tu.  IImuig  (Bot.  Zeil.  1854,  pa^.  53)  be- 
schrieben und  abgobiUiel  (|.  c.  Taf.  1,  i  i}^.  15—18,  i1  u.  ik].  Audi  Mohl 
(Bot.  Zeit  1855,  pag.  890)  hat  dieaelbeo  Icurz  erwflhnl. 

S)  Bot.  Zeitg.  18S4,  pag.  54,  Fig.  S4. 

3)  Die  Perforaliun  der  Zellwaod  etc.  Sitaungsbarichla  der  Dorpater 
Naturf.  Gesellsch.  4884,  Vi.  Bd.,  pag.  578. 
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Siebröbrensaft  hh  an  die  Siebfelder  beraDreicbi  und  dass  diese 
voo  feinen  FadeD  darchsetzt  werden. 

So  ieiebi  es  auT  der  eioeo  Seile  ist,  diese  Tbatsaohe  fest- 
zustellen, so  schwer  ist  es  andererseits  die  ZusammensetBung 
der  VerbinduDgsfildeD  bu  bestimmen.  Russow')  nimmt  an,  dass 
sie  aus  Schleim  bestehen,  dass  aber  die  Wandbelege  benach- 
iMrIer  Siebrtfhren  sich  nidit  vereinigen.  WanBL«*)  dagegen 
behauptet,  dass  bei  Vitis  eben  gerade  durch  die  Htlllschltfuche 
die  Verbindung  hergestellt  wird.  Die  Kleinheit  der  Stebfelder 
erschwert  die  Untersuchung  derart,  dass  man  wohl  am  besten 
ein  analoges  Verhalten,  wie  an  den  Siebplatten  annimmt  und 
sieh  mit  den  Nachweis  begnügt,  dass  die  Inhalte  benachbarter 
Siebrdbren  ttberhaopt  durch  die  Siebfelder  in  Verbindung  stehen. 

Die  Siebplatten  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  Gallus 
Ubersogen  und  tragen  einen  bald  sUIrkeren  bald  sohwttcheren 
Schleimbeleg.  iedenfalls  füllt  der  Schleim  bei  Cucurbita  nicht 
die  Siebporen  aus,  durch  welche  vielmehr  der  unveiHnderte 
Stebmbrensafi  bindurchstrOmen  kann.  Die  Poren  sind  in  abge- 
brttbtem  Material  mit  feinkörnigem  Gerinnsel  erfüllt  (Fig. 
Taf.  I).  Wie  sich  diese  Verhältnisse  bei  den  Siebrtthren  des 
zweiten  iind  dritten  Typus  gestalten,  habe  ich  nicht  untersucht. 
VV.'ihrscheinlich  werden  hier  die  Poren  der  elienfalls  mit  hlciin- 
beJegen  versehenen  Siel)plallen  von  uassriger  Flüssigkeit  erfüllt. 

Sehr  \iel  ist  bereits  die  Frajie  discutirt  worden,  ob  die 
Wandbelege  successiver  Röhrenglieder  durch  die  Löcher  der 
Siebplatte  hindurch  sich  vereinigen.  Riisscjw^)  erwidint,  dass  er 
sieh  von  dem  Vorhandensein  eines  feinen  Protoplasmaschlauches 
in  den  Sief)poren  einmal  deutlich  Uberzeugen  konnte,  komnit 
aber  später  zu  dem  Schlüsse*),  »dass  die  l'rotoplasmaw andbe- 
IcL'e  der  Siebplatten  sich  nichl  in  die  SiebkanHie  hineinsenken«. 
Wilhelm  spricht  sich  nicht  bestimmt  über  diesen  Punkt  aus, 
R'heint  aber  der  Annahfiie  zuzuneigen,  dass  der  Wandbeleg 
iHullschlauch  durch  die  Siebporen  hindurchtrilt.  Die  Figur 
iU>,  Taf.  IX  bei  VVn.iip.Lii  spiiclit  für  diese  Ansicht.  Auch  ich 
habe  solche  Bilder  Öfter  gesehen.  Da  es  sehr  schwer  ist,  den 


4)  I  c.  i>as-  •i?'- 
%)  I.  c.  pag.  27. 

%)  Bau  der  SlebrOhren,  1.  c.  pag.  S97. 

4)  Perforation  der  Zellwaod,  I.  c.  pag.  573. 
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Waudhclejj^  von  dem  feinkörnigen  Gerinnsel  des  Siehröhrensaftes 
im  Kochmaterial  zu  unterscheiden,  da  an  partiell  entleerten  Rdb- 
ren  die  normale  Aoordnung  des  Inhaltes  gerade  an  der  Sieh- 
platCe  gaosliob  gestört  ist,  so  halle  ieh  es  nicht  fttr  möglich,  die 
aufgeworfene  Frage  dorch  das  Mikroskop  einwurCsfrei  xu  Itfsen. 

ich  mtfchte  mir  deshalb  erlauben,  einen  andern  Weg  su 
ihrer  Lösung  oder  Klärung  ansugelien.  Unsere  Vorstellungen 
von  den  physikalischen  Eigenschaften  des  Protoplasmas  fOkren 
XU  folgender  Auffassung.  So  lange  die  Biebplalto  noch  geschlos- 
sen ist,  liegen  die  Wandbelege  der  benachbarten  Rtthrenglieder 
der  dttnnen  TUpfetmembran  an,  die  Ausstülpungen,  welche 
hierdurch  hervort-orufon  werden,  sind  in  Fig.  29,  Taf.  I  abge- 
bildol.  Die  Wandlu'leiio  rtlckon  sich  immer  n.'lher,  jo  dünner 
iWo  sio  (rennende  Meinhnni  wird.  Wenn  dieselbe  emilirh  gelöst, 
der  Tüpfel  xuiii  IN>rus  wird,  dann  müssen  sich  die  Wniulheleize 
berühren  und  ;iin'h  mit  einander  versehmehen,  sobald  der  den 
l*nrus  znnarhsl  erfüllende  Cnihis  entfernt  ist.  Diis  Mesullnl  die- 
ses Voriianties  wdrde  aher.  w  ie  man  leirhl  einsiehl,  darin  i>e- 
stehen,  dass  die  Halkeii  des  (lellnlosesiclM's  allseilit:.  also  aneh 
in  den  Poren,  vom  Wandlteicj:  nnisponnm  werden.  So  i;elan- 
5;<'ii  wir  7.U  der  Anfrassuiii:,  dass  die  Sieltplatle  zimilehst  Nom 
(iailns,  welcher  dir<'<*l  <ler  ( iollnlosc  aiilliei;!  und  dann  vom  Pn»lo- 
plasnia.  welches  den  Scldciinlx-Iej^cfi  als  Slillze  dient,  üher- 
zoLien  ist.  (M»  der  \\  andltclei'  sj»a(ei\  luieh  in  der  acliven  Sieh- 
rohrt!,  von  den  Siehplalten  entfernt  wird,  kann  ielit  nicht  sauen. 
In  ohlilerirenden  Hohren  scheint  er  nicht  mehr  vorhanden  zu 
sein,  da  die  SddcimfortsiUze  eine  durchaus  homoj^cne  unii 
glatte  Oberflüche  besitsen. 

Die  Verbindung  des  Siebrühreninbaltes  mit  demjeniu;en  der 
Geleitsellen  durch  feine  P»den,  vielleicht  wie  diejenigen  In  den 
Siebfeldem,  h»lt  Rvssov  für  wahrscheinlich.  Es  ist  ihm  aber 
nicht  gelungen,  diese  Verbindungsfaden  tur  Anschauung  zubrin- 
gen. Er  konnte  nur  beobachten,  dass  die  Protoplasmakdrper  der 
Geleitsellon  hie  und  da  »in  kurze  feine  spits  auslaufende  oder  in  ein 
K  nötchen  endigende  Fortsätze  ausgezogen  erschienen«,  deren  Ver- 
bindung mit  di'in  Siebr5hrei\inhalle  nicht  zu  constathren  war*). 

Das  al>gel)rühte  Material  liefert  auch  in  dieser  Beziehung 
sehr  günstige  Resultate.  Mit  Hilfe  der  Russow'schen  Quellungs- 


4)  Perforation  der  Zellwand,  I.  c.  pag.  570. 
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mellio<le  knnn  m;in  ;in  jodom  heliobigen  Liiiigsschuilt  Dachweisen, 
dass  der  geronnene  Sicbröhreninhalt  ziihlrcicbe,  dicke  und 
dttane  Fortoätse  nach  den  Geteitsellen  m  besitst.  Bilder,  wie 
das  io  Fig.  48,  Taf.  II  dargestellte  habe  ieh  anilfhii'ge  Male  ge- 
sehen. Der  GeleilxelliobaH  xeigt  nur  seilen  ebenfalls  solche 
Korlsftlse,  in  der  Regel  besitst  er  anch  nach  der  SiebrKhre  sn 
eine  glalte  Oberfläche.  Eigenlhamlicber  Weise  gelingt  es  nur 
sehr  selten,  die  von  dem  Siebröhreninhalle  ausgehenden  Huden 
und  Ausstttlpungen  bis  zur  Vereinigung  mit  dem  Geleitxell- 
plasma  sichtbar  in  machen.  Die  PorlsHtae  treten  bis  dicht  an 
die  Oberfläche  des  letsteren  heran  und  scheinen  hier,  nachdem 
sie  ausserordentlich  fein  geworden  sind,  blind  zu  endigen.  Unter 
vielen  hinidert  Füllen  habe  ich  nur  zweimal  mit  Bestinimtheit 
michdavon  Uherzeujien  können,  dassdieForlsJllzedesSiehrühren- 
inhnltes  mit  dem  der  GeleiUellen  sich  vereinigten  (t'Mg.öljTaf.  II) . 

Da  kaum,  angesichts  des  regelmässigen  Yerkommens  der 
scheinbar  blinden  AusslUlpunpen,  anzunehmen  ist.  dass  für  ge- 
wöhnlich eine  solche  Verschmelzung  ausbieilU,  so  Tragt  es  sich, 
N>aruni  man  so  selten  dieselbe  n.irh/uwoisen  vermag.  Einmal 
maj?  dar»in  wohl  die  Feinheit  der  Fiiden  in  drr  \iihe  dertJeloif- 
zellen  scluild  sein.  Sie  smd.  selbst  in  gefärbtem  ZiisLithIc.  mir 
selten  zu  ei  kt'nn«'ii.  Aiissi'nirm  ist  /n  berilcksIchtiLieri.  dass  die 
feinen  Faden  bei  «lei"  Heliimdliini:  des  rr.qtiir.ites  mif  eoncen- 
trirler  Scliw  elelsaui  e ,  dein  sich  aiisi  lilicsseiiden  Auswaschen 
mit  Wasser  leicht  vcni  den  (lelril/dliMi  l(»srcissen  werden.  Die 
Verbindunusfäden  zwischen  beii;n  hbaricn  Siebröhren  sind  viel 
stärker  und  deshalb  niclil  so  leicht  zu  zerstören.  Da  aberdies»* 
ganz  das  gleiche  Mild  darlüelen,  wie  die  sclieinl»ar  blind  auslau- 
fenden Faden  zwischen  Siebröhren  undGeloitzellen,  so  wird  man 
wohl  annehmen  dürfen,  dass  auch  hier  eine  direete  Verbindung 
besteht.  Daltlr,  dass  der  Siebrühreninhalt  nach  einer  Vereinigung 
mit  dem  der  Geleitzellen  strebt  ,  spricht  auch  noch  die  Thatsache, 
dass  die  Fortsätze  des  ersteren  nur  den  Geleitzellen  ^  aber  nicht 
auch  dem  Cambiform  gegenüber  auftreten  (Fig.  51,  Taf.  II). 
Die  Geleitzellen  stehen  weder  untereinander,  noch  mit  dem  Cam- 
biform in  Verbindung*). 

Sehr  instructive  Bilder  über  das  Verhalten  des  letzteren 
zu  den  SiebrOhrcn  erhält  man,  wenn  man  mässig  dicke  Quer- 


1}  Man  vergleiche  auch  Russow,  1.  c.  pag.  670. 
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sobaiiteoaob  Russow's  Angaben  behandelt.  DieCambifonDselleD, 
welche,  wie  oben  geieigt  wurde,  isolirto  Siebrdhren  oder  wenig- 
zflhlige  Gruppen  solcher  umschliessen,  sind  untereinander  durdi 
zahlreiche,  deutliche  Protoplasmafäden  verbunden,  wahrend  die 
SiebrOhrenmil  ihren  Geleitsellen  vollkommen  abgeschlossen  vom 
Gambiform  sich  erweisen  (l  ig.  50,  Taf.  11.)  Durch  versohiedeD 
tiefe  Einstellung  des  MiliroslKopes  lasst  sich  feststellen,  dass  alle 
Gambiformzellen  unter  einander  zusammenhängen ,  dass  aber 
niemals  eine  Verbindung  mit  den  SiebrOhren  oder  den  Geleit- 
zellen vorhanden  ist.  Längsschnitte  bestätigen  diese  Beobachtuog. 

Das  Gambiform  geht,  wie  bekannl,  an  der  Peripherie  des 
GefiissbUndels  in  das  sogenannte  Grundgewebe  Uber  und  steht 
auch  inil  dessen  Zellen  durch  feine  Fäden  in  CommunicatioD. 
Üa  auch  die  Paremchvmzellen  der  Gefassthcile  sowohl  unlereio- 
ander,  als  mit  dem  sich  anschliessenden  Grundgewebe  durch 
zabirciclie  feine  l'rolüj)lasniafäden  zus.umiieidiant;en,  so  erjiicid 
siel»,  dass  in  den  Internodien  von  (kicurl)ila  alle  innerhalb  des 
Sklei  enrhyinringes  liegenden  l'arenchyinzellen  in  oHenerVerbin- 
diing  stehen.  Näher  auf  diese  interessanlen  Verhaltnisse  einzu- 
gehen, liegt  ausser  <lein  Plane  dieser  Arbeil.  Das  (lesagle  inat; 
einen  kleinen  Heitrau  /ii  d«M'  in  neuerer  Zeit  iebhafi  4lis<  ulirten 
Frage  liefei-n.  oi»  uiiklieli  die  Proloplasmakörper  aller  Zellen 
einer  Pll.in/e  durch  die  Meuibranen  hindurch  mit  einaudcr  zu- 
samniei^liiingen. 

AusderThalsa<*he.  dass  auch  die  Caudtiuuizeilen  durch  feine 
Proloplnsniafaden  \  erljimdcn,  ihre  Wände  also  durchlöchert  sind, 
folgert  Hl  ssow.  dass  i»<lie  gittcr-  oder  siebarligen  Perforationen 
der  Ouer-  und  l.angswande  der  Siebröhren  (wenigstens  soweit 
diese  von  Cauduuin  gebildet  werden)  ursprünglich  und  nicht 
wie  man  nach  den  bisherigen  Untersuchungen  annahm  durch 
nachträgliche  Resorpliou,  resp.  Umwandlung  der  Ccllulose  io 
Gallassubstanz enlslandcne  Löchersind«. ')  Hcssow  ninuiit ferner- 
hin an,  dass  die  weiten  i.iicher  vieler  Siebptatten  »durch  Ver- 
schmelzung meht*erer,  eng  benachbarter,  gruppenweise  ange- 
ordneter Löcher  hervorgehen,  während  die  sehr  zahlreichen  und 
engen  U^cher  der  Siebfelder  durch  Theilung  oder  Spaltung  ent- 
stehen«. 

Ich  glaube,  dass  man  diese  Angelegenheit  leichler  ent- 


1)  I.  c.  pag.  577. 
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scheiden  kann,  als  es  nuf  den  ersten  Blick  scheinen  mag.  M;m 
braucht  nur  jugendlich»^  Siebröhren,  deren  Platten  noch  nicht 
definitiv  ausgebildet  sind,  genauer  zu  prüfen,  (ielingt  es,  bereits 
jetzt  feine  FortsUtze  zwischen  den  Inhalten  benachbarter  Sieb- 
rohren oder  successiver  Höhrenglieder  oder  endlieh  zwischen 
Siebröhreu  und  Geleitzellen  sichtbar  zu  machen,  dann  würde 
Ri-ssow^s  Annahme  gerechtfertigt  sein.  Ich  habe  sehr  viele  Frii- 
parate,  welche  die  Verbindungsfaden  swiscben  activen  Siebröb- 
ren  und  auch  diejenigen  der  Paremchymzellen  deutlich  leigleo, 
durchgesehen,  habe  aber  die  betrefTenden  Faden  erst  an  vorge- 
rückten Siebröhreo  beobachtet.  Ungefähr  fallt,  wie  bereits  er- 
wähnt, die  Lösung  der  Schleimtropfen  zum  Siebröhreosafi  uod 
die  DurchbohruDgderSiebittpfel  in  dieselbe  Zeil.  Vorher  werden 
dieselben  nicht  von  Proloplasmafilden  durchsetzt,  ebenso  fehlen 
dieaeiben  iwiaohen  den  Siebrtfhren  und  ihren  Geleitaellen  (Fig.  90, 
Taf.  1) .  Hieraus  folgl  aber,  daaa  die  charalLteriaiiachen  Ldeher 
der  Siebplatlen  und  Siebfelder  durch  sptftere  Vorglinge  entale- 
ben  und  niohl  aus  etwa  vorhandenen  Primordialtüpfeln  der  caro- 
bialen  Zellen  sich  entwicltelt  haben. 

♦ 

Besnltate. 

1.  l'm  die  Anordnung  des  Siebröhreninhaltes  in  der  lebenden, 
unverletzten  Pflanze  kennen  zu  lernen,  genügt  es,  einzelne 
Theile  derselben  in  heissem  Wasser  abzubrühen. 

2.  Bei  den  Dicotyledonen  Itann  man  nach  der  Gliederung  des 
Siebrohren  Inhaltes  drei  Siebrtfhrenarten  unterscheiden: 

a)  Siebröhren  mit  gerinnbarem  Saft.  Der  Inhalt  besteht 
aus  einem  schmächtigen,  protoplasmatischen  Wand- 
beleg und  einem  klaren,  in  der  iiitse  gerinnenden 
Safte,  dem  SiebrOhrensaft.  Cucurbitaceen. 

b)  Siebröhren  mit  Schleim.  Der  Inhalt  besteht  aus  einem 
zarten,  mit  kleineren  und  grösseren  Schleininiengen 
heladenen  Wauilhclt  i^e  und  einer  klaren,  nicht  gerin- 
nenden, wiissrigen  Flüssigkeit,  llumulus. 

c)  Sieht'ohren  mit  Stärliekuniern.  Der  Inhalt  besteht  aus 
einem  zarten,  geringe  Schicimmcngcn  führenden  Wand- 
helege  und  einer  klaren,  nicht  gerinnenden  Flüssig- 
keit mit  kleinen  SiarkeiLdrnern.  Coleus. 
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3.  Diese  Gliederung  des  Inballes  Ist  nur  in  aotiven  Rubren  vor- 
handen, d.  h.  in  solchen,  welche  noch  offene  Siebplalten 
haben  und  deshalb  bei  derVerloUung  der  Pflanxe  Schlaueh- 
ktfpfe  bilden. 

4.  Die  Siebplatten  der  aotiven  Siebrtfhren  werden  von  einer 
sehr  (IdniuMi  Cilliisscliiclit  uIkt/jjlumi,  NN«>l(  hp  entweder  voll- 
stiincii^  von  Schleim  (Sebleiniliilllc  Itedecki  mier  nur  an  den 
Häntiern  der  Siebldoher  mit  Schleirnrinf^en  belegt  ist.  Diese 
Sohleiinablcigeningen,  welche  als  Sehleinihelej;  zus;nnmon- 
gcfiisst  werden  können,  limlen  sieh  tiif  heiden  Seilen  der 
Sieh|>lalte  und  nur  in  der  uuNerUl/.leii  IMlanze,  sie  sind 
von  den  Seldauehkopfen  iiennu  zu  unlerseheiden. 

ö.  Die  t;et»en\Viirlit!e  Ansicht  (llx-r  die  Kii:euscliaf(en  des  IVolo- 
plasnias  lässt  erwarten,  dass  dasscllie  die  eallöse  Siehplalte 
allseitii:  iiiiisjH'inil  iitid  als«»  aiieh  <lie  INn"(Mi\vaiide  auskleidet. 
An  «ler  Siehplallr  umss  riii««  Vcrseluuelzun^  der  VVdudl>ülej^e 
l»enarhl>arler  HohrcULtlirdcr  stalllinden. 

6.  Bei  der  Vi-rlelzuiiu  der  IMlaii/c  l»ilden  sifli  nieht  nur  Sehlaueh- 
kopfc.  sondern  der  S«"ldeinil>eleti  wird  versehohen  und 
schwindet  oft  vtdlsliiudij;.  Ausserdem  \erijrösserl  si«'h  der 
(lallusUberzui;  sehr  rasch,  jedeuralls  auf  koslcn  des  S<-hlei- 
nies.  Das  bisher  beschriebene  Onllus^erUsl  ist  ebenso  ein 
Kunstprodurt  wie  der  Schtauchkopf ,  in  der  activen  Bohre 
sind  die  Siebplalten  nur  seh  wach  calbs. 

7.  In  der  lebenden  Pflanze  werden  die  Stoblöcber,  so  lange  die 
Rohre  activ  ist,  nicht  von  Schleim,  sondern  bei  Cucurbita 
von  Siebrührensafi,  bei  anderen  SiebrOhren  wahrscheinlich 
von  wässrigcr  Flüssigkeit  erfüllt. 

8.  Die  Entwicklungsgeschichte  des  Siebrühreninhaltes  richtet 
sich  nach  seiner  endgültigen  Gliederung.  Bei  den  Cucur- 
bitaceen werden  vom  Wandbeleg  zahlreiche  Schleimtropfen 
abgeschieden  und  diese  werden  später,  kurz  vor  oder  nach 
der  Oeffinu)!:  der  Si('i)platlen,  in  dem  Zellsaft  zu  gerinn- 
barem Siebröhrensafl  gelosl.  Ilei  den  Siebröhreii  des  zwei- 
teti  T\pus  werden  zunüehst  ebenfalls  Sehleinilropfen  «bfie 
schiede n  :  diese  wenlen  aber  nicht  gelöst,  sondern  verblei- 
ben als  Schleimfilden  und  Strände  im  Waridbelei:  der  aeliven 
Höhre.  Siebröhrensaft  wird  nicht  uebiidet ,  die  Siebröhre 
ist  nu't  wiissritjer,  nicht  i-erinubarer  FlUssiiikeit  erfüllt.  Die 
Sicbi'ühren  mit  Stärke  bilden  in  den  noch  geschlossenen 
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Röhrenglicdern  Stärkekörner  und  gerini^e  Schleim  mm  um. 
Beide  erleiden  bei  der  Oeffoong  der  Siebplatten  keine  Ver- 
änderungen. 

9.  Die  lukttnftige  Siebplatte  (Cucurbita)  ist  vor  dem  Auftreten 
des  Gallus  aobwaeh  getttpfelt,  undeutlich  gewellt.  INeser 
beginnt  mit  den  ersten  Schleimtropfen  sichtbar  zu  werden 
und  kommt  sanAchst  nur  in  den  sich  verbreiternden  und 
vertiefenden  Ttipfelgrilbchen  vor. 

10.  Die  Frage,  ob  der  Gallus  ein  Umwandlungsproduet  der 
Gellulose  oder  eine  Ablagerung  aus  dem  Inhalte  sei,  lässt 
sich  mit  Rllcksioht  auf  die  Vorgänge  bei  der  Entwiokelung 
und  Obliteration  der  Siebrohren  dabin  entscheiden,  dass 
der  Schleim,  also  der  Inhalt,  das  Material  inm  Wachsthum 
des  Gallus  liefert.  Es  ist  sogar  wahrscheinlich,  dass  der 
Sohlelm  in  Gallus  sich  verwandeK.  Kin  Product  der  Gellu- 
lose ist  dieser  nach  allen  Beobachtungen  nicht. 

11.  Die  Obliteration  der  Siebrtthren  bef?innl  mit  Veränderungen 
des  InliJilles  und  der  Siehplatlen.  Eine  strenge  Reihenfolge 
wird  hierbei  nii  lit  «'iimehallen. 

i%.  Der  liih.iit  erleidet  hv\  Ciiuiirliita  in  aHen  oblilerirenden 
Siebrohren  ziin.ichst  die  gleiclie  VeriimlcniDLi.  welche  sich 
diii  i  li  iVw  Abschcidiini:  iler  Schleimtropfen  und  durch  die 
(ii ()l>k,oriiii;keit  des  Saft4;erinnsels  zu  erkciuicu  piebt.  Das 
Kiidzicl  der  ( )blit(  i .il ion,  die  volli};c  KntleerunL:  «les  In- 
haltes, \sini  in  (lop|icl(cr  Weise  circicht.  Mrtlwcdcr  er- 
starrt der  benMls  \eranderlc  Siebri»hrcnsafl  zu  ciiieni  die 
Siebrohre  prall  nusflinenden  Sclilcimstranirc.  welchci-  spä- 
ter in  kleine  Stucke  zcrfidll  und  cndiicli  j^auz  s^elösl  wird. 
Auf  diese  Weise  scheint  die  Obliteration  unter  starkem 
Druck,  f»ei  si  hneller  Wasserenlziehuu};  zu  n erlaufen.  Oder 
der  Si<'bröhrensalt  wird,  ohne  zu  erstarren,  nach  und 
nach  iirmer  an  izeritmbarer  Sid»slanz,  welche  endlich  ganz 
schwindet.  Spater  wird  auch  der  WandlK'leg  mit  den 
Schleiniiropfeu  gelöst,  die  entleerte  Köhre  wird  zusaninion- 
ijedrtlckl. 

13.  Die  Siebplatten  obliteriren  immer  in  der  gleichen  Weise. 
Ihr  (lallusUberzug  verdickt  sich,  die  Poren  verengern  sieh 
in  Folge  dessen  und  veranlassen  eine  Verschmelzung  der 
sie  einfassenden  Schleinn*inge  zu  massiven  Ffldcu  (Cucur- 
bita).  Diese  anfangs  dicken  Schleimfaden,  welche  den 
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Gallus  und  die  Siebplatte  durchsetzen,  werden  immer  dün- 
ner und  schwinden  endlich  ;;anz.  Ihre  Substanz  wird  wahr- 
scheinlich in  (wdlus  verwandelt. 

<4.  l>ic  Siebrohren  sind  als  geschlossen  zu  bezeichnen,  wenn 
ihre  Siebporen  nicht  mehr  von  Siebröhrensaft  (Gucurhila) 
oder  wassriger  Flüssigkeil  (ibrige  Dicotylen)^  sondern  von 
Schleim  erfüllt  werden.  Dieser  ist  nicht  flUssi£;.  sonflprn 
starr  und  fest,  kautschukabniicb.  Schleimerftlllte,  oblileri- 
rende  Siebröhren  könneD  deshalb  bei  der  Verielsung  kein« 
Schlauchköpfe  bilden. 

15.  Die  Siebröbren  stehen  mit  einander  und  mit  ihren  Geleii- 
zellen  durch  feine  Fäden  io  directer  Verbindung. 

46.  Mit  dem  Cambiform,  dessen  Zellen  alle  unter  einander 
durch  Protoplasma fäden  zusammenhängen,  sind  weder  die 
Siebrohren,  noch  die  Geleitsellen  in  oflTener  GommunicatioD. 

I.  Yerzeichniss  der  von  mir  untersuchten  Dicotylen,  deren 
Siebröhren  Stärke  enthalten. 

(Die  mit  *  bezeichneten  wurden  im  Jnni,  die  mit  ♦*  im  Juli,  alle  anderen 
von  20 — S3.August4885  untersucht.  Ks  k:imcii  nur  gesunde,  krttfligeSteogel 

und  Zwtiige  zur  Verwendung.) 


4. 

Acer  I\seudo-PIat«nus. 

23. 

Lathyrus  latifoUos. 

2. 

Aesculus  llippocaslanom. 

24. 

Lifzustrum  vulgare. 

3. 

Althaea  idsoa. 

25. 

Ijthclia  l'iriints. 

4. 

Ampelopsis  hedei^cea. 

26. 

Lu n  icc ra  (^a p n  i u i  i u  ni . 

S. 

Anchusa  ofOoinalis 

17. 

Matthiola  annoa. 

«. 

Balsamina  Hortensia. 

18. 

Melampymm  pralense. 

7. 

Clematis  Vilalba. 

19. 

Nicandta  |)h\.saloide8  **. 

8. 

Coleus  Verschafrelti 

30. 

Oenothera  biennis. 

9. 

Cnrmis  siMi^uinea. 

31. 

PhloK  paniculatas. 

10.  Corylus  Avellana. 

32. 

l'irus  Malus. 

H. 

Dablia  variabilis. 

SS. 

Pisuni  salivaaa. 

18.  BrysionuiD  cheiranlboides. 

S4. 

Polygonoin  Convolvulns. 

43 

Kravinus  excelsior. 

8S. 

Polygonum  Hydropiper. 

14. 

Fuchsin  coccinea. 

36. 

Polygonum  lapathifolium. 

Ifi. 

I^iMuiria  oftirinalis. 

37. 

PoIy}4onurn  Persicaria. 

16. 

(ialiutn  silvuticum. 

38. 

Populus  tremuia. 

17. 

Gaiium  verum. 

39. 

Prunus  avium. 

18. 

Hedera  Uelix. 

40. 

Ouercus  Robur. 

49.  Heracleum  Sphondylium. 

4«. 

Ranunculus  acer. 

10. 

Il^porirum  pcrforatum. 

42, 

Resedaodorata. 

2t. 

Iva  xanthiifnlia 

4.<. 

Rihcs  rubrum. 

Si. 

Lamium  album. 

44. 

Uume&  aceU)sa. 
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45.  Sanibucii!«  nigra. 

46.  Scruphularia  nodosa. 

47.  Solanum  tuberosum. 

48.  Sorbus  Aucuparia. 


49.  Sparmannia  africaaR. 

50.  Tropnoolum  majuR. 

51 .  Viola  aituM-a 

5i.  .Vanlhiuni  huumarium 


n.  YerxeichniAB  der  Dicotylen,  in  deren  Siebröhren  keine 

Stärke  gefunden  wurde. 

A.  SiebrOhren  mit  geriDobarem  Saft. 

\.  Cucurpita  Pepo. 

i.  Bcbelliam  SlalerittiD. 

S.  Legenaria  valgarie;  ttberiiRupt  die  Cacnrbiteceen. 
B.  Siebrobren  mit  Schleim. 


I.  Atrtplex  nitenR. 

i.  Boebmeria  nivea. 

3.  Cannabis  sativa. 

4.  Cbenopodium  murale. 

5.  CyÜsuR  Labarnuffi. 

6.  HippuriR  vulgaris. 

7.  Holtonia  palustris. 

8.  Humttlus  Lu|M21us. 


9.  Myriopliylluni  spicaluin. 

10.  Oxalis  Stricia. 

Pnrielariu  officinalis. 
i%.  Coleulilla  aiiserioa. 
18.  Rubus  idaeuR. 

14.  Sedom  maxinaam. 

15.  Urtica  dioica. 


Man  vergleiche  hierzu  den  Text  pag.  6  bia  pag.  7. 


Eiklinuig  der  AbbUdimgiii. 

(Die  eingelclamnierlen  Ziffism  gebeo  die  Vergrüsflerung  an.) 

Infolge  ODgUnatiger  VerbttUniRse  Rind  die  TRfeln  nicht  so  auRgebllenp  wie 

ich  CR  gewünscht  hatte.  Geronnoner  Siebröbrensuft,  Protoplasma,  Schleim 
und  GallttR  aollten  aich  schärfer  von  einander  abheben. 

eo«Callu<!;  si  =  .Siebplattp;     s  =  Scbleim ; 

Obs  Starl^l^örner;   ge  ss  tieleitzelle ;   cö  =  Cambilorni. 

Tafel  I. 

Fig.  1.  Ecballium  Klnt«'riuni.  Active  Siebrobre  aus  oint;r  unverlelzl  ab- 
gebrubk'u  Pilauzu.  Der  Siebrobrensaft  ist  zu  einem  feinkör- 
nigen Gerinnsel  erstarrt.  (678.) 

Fig.  f.  Ecballium  Elaterium.  Active  Siebrobre  aus  gewobniicbem  AI- 
kobol(i)n|crinl.  Slal!  des  /um  Tbeil  au>'-M'nossenen  Siebriihren- 
safles  ist  .Scbleim  als  Scblaucbkopf  und  in  feineren  Strängen 
vorhanden.  Der  übrige  Raum  von  wti.ssnger  Flüssigkeit  einge- 
nommen. (678.) 

Fig.  8.  Hamulus  Lupulos.  Active  Slettiobre  aus  einem  an  der  lebenden 
Pflanze  unverletzt  abgebrühten  StengelstUck.  Zweiter  Typus. 
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SlebrOhre  mit  Sohleim.  DerMlbe  ist  hier  zu  grüsserM  BlcVngen 
verscbmolieii.  (675.) 

Fig.  4.  Humulas  Lupnlus.  Active  SiebrOhre  aus  demselben  llalerial  wie 

in  Fig.  3  1)(M- Schleim  ist  hier  in  erringen  Mongen  im  Wand- 
l>eleg  abgelugcrl.  Sctilaucliküpfo  fehlen.  (675.) 

Fig.  5.  Humiitus  Lupulus.  Aolivo  Siohrolire  mit  starkem  Srhiaiichkopf 
s]  iinil  (k'uliirli  ralluscr  l'hittr  aus  gewöhnlichem  Alkoholmale- 
rial,  also  parlioll  enllcerl.  <i75.i 

Fig.  G.  Üilica  liiuion.  Farliell  entleerte  Siebiuhie  aus  ^cvvdlinliclteni 
Alkulioinialerial.  Schleim  [sj  unlcr  der  callüsen  Platte  zum 
Scblauchkopf  angehäuft.  (675.) 

Flg.  7.  Urtica  dioica.  Normale  Siebrtthre  ans  einem  an  der  Pflanie  un« 
verletzt  abgebrtthlem  Stengelatttck.  Der  Schleim  wie  bei  Hn- 
riiuliis  in  Flg.  S.  Bei  Ir  der  vermuthliche  Rest  des  Zellkeroes. 

(675.) 

Fig.  8.   Urtica  dioica.    Enlwirkolnn^  der  Siebröhre,  nach  KochmaleriMl. 

Ahsctieiduntr  der  Srhlriinlropfen  5}  im  Wandhelcg  des  noch 
gescldosseiien  UdlireiiLilieiles.    /.  =  Zellkern.  f675.) 

Fig.  9.  Urtica  dioica.  Wie  I  ig.  7,  aber  nach  Maceratiun  niil  Scliwclel- 
sllure-Glycerin.  (675.) 

Fig.  40.  Daklia  variabilts.  Active  Siebrtibre  mit  Stifrlie  aus  unverletzt  ab- 
gebrühtem Stengelstücic.  Schleim  in  sehr  geringen  Mengen  vor- 
handen. (675.) 

Fig.  44.  Dahlie  variabilis.  Active  Siebrtfhre  mit  Schlaucblcopf  («)  aus  Al- 
kohofmaterial. (675.) 

Fig.  4i.  Euphorbia  F.alh\ris.  \<  livr  Siebrolire  aus  einer  unverletzt  abge- 
brühten IMlan/.e.  Bei  a  d\t'  durch  das  heisse  Wasser  aiiftrequol- 
lenen  Starkekurner.  im  W^andbeleg  kleine  Schicimtrupfchen  (s). 
(675.) 

Fig.  43.  Euphorbia  Latliyris.  Partiell  entleerte  Siebrühre  mit  Schlanch- 

kopf  («)  aus  gewöhnlichem  Alkoholmaterial.  (675.) 
Fig.  44.  Xantbium  Stromarium.  Active  SiebrObre  ans  unverletzt  abge- 

brUhter  Pflanie.  SohleimtrOpfchen  im  Wandbeleg.  (675.) 
Fig.  45.  Xanthium  Strumarium.  (lewohnllcbes  Alkobolmaterial.  Partiell 

entleerte,  aetive  Siebröbre  mit  Schiauchkopf  (s)  und  starkem 

Callus.  '675.) 

Fig.  16.  Xanthiuni  Strumarium.  Kntwicklung  der  Siebrübre.  im  noch 
geschlosseueo  Rührunglied  finden  sich  bereits  StgrkekOmer  (aj 
und  Scbleimtrüpfcben  {$),        Zellkern.  (675.) 

Fig.  47—43.  Cucurbita  Pepo. 

Fig.  47.  Entwicklung  des  Inhaltes  (Kocbmaterial).    Abscbeidung  der 

Schleimtropfen  im  Wandbele;.;.  i<i7.'».; 
Fig.  48,  Entwiekeluni;  iles  Inballt  s     Ko«  Imiaterial.)    Die  Sclileimlropfen 
bis  aut  kleine  Kesle      zum  klaren,  hier  gerouneneu  Siebrohrea« 
safl  gelost.  (675.; 
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Fig.  ^9,  Kochmaterial.  SobwefiBi.säurimiaceralion.  Dor  lahalt  steht  aiiT 
»leiii  SIrtdium  «lor  vori«;»*!!  Kimir,  iWv  Siohplattc  ist  aber  noch 
geschlüsselt,  ila  aiulorii  Kallot»  die  inhaite  der  beiden  Glieder  in 
VerbinduuH  sieben  oder  doch  Andculung  einer  solchen,  viel- 
leicht durch  die  Prttparation  zersltfrlen,  vorbanden  sein  müsft- 
ten.  («750 

Fig.  10.  Kochinatcrial.  Itihalt  aiiT  ciiUMii  im  Vcrgh'ich  zu  Fi^.  17  rlwait 
v<)rj;ci  iH'ktci'eii  Stadium.  .Sc'ldcimlroitfrn  iiocli  nii;hl  alle  gelost, 
SiclipiaUoi»  mich  K«*-'<^hh''<^<'<>.  S«-Ii\\ «■l('l>iiur«'|»rü|>arat.  ft7r».| 

Flg.  i1.  kücbtnalerial.  ^chleiuitropfeu  noch  nicht  alle  gelust,  ihre  Losung 
halte  vielleicht  eben  erst  angefiingen.  Die  Siebplalte  ist  aber 
schon  fcrlig,  geoirnel.  Bei  si  ist  ii:h  Ii  Losung  der  Celllllose 
iIiiK  h  i\ic  Schwcfelitüure  der  äcbieiu)l>eleg  der  Siebplatte  übrig 

Fig.  ia.  Entwickelung  der  Siebplatte,  kochmaluiiul.  Autlreten  der  Callus- 
plttttchen  in  den  Tupfelgiübcbeo.  Platte  noch  geschiouen,  die 
weissen  Streifen  stellen  die  Balken  des  tukttnfligen  Siebes  dar. 
(800.) 

Fig.  i3.  Fertige  callosc  Sit'|(|il;itt<'  'Kn«  liiiKif«M  i;il  iMc  I.nrlior  werden 
von  einem  fciiikui  nigcn  Jierinnsel,  dem  geroiiiieiien  Sicbrühren- 
safl,  erfüllt  und  am  Randevon  Schicimringen  {sj  umsäumt.  (800.) 

Fig.  S4.  Fertige  Siebplatte.  (Kochmaterial.)  Flachen-  und  Querscbnitts- 
ansicht  des  dünnen^  grau  punktirten  Callusübenuges.  (1S00.) 

Fig.  35.  Fläclienansicbt  einer  glarli  calltisen  IMalle  einer  obliterirenden 
Siolirohre  nach  Aiiflusuui:  <les  (lalhis  in  Sch\v«;felsaur('.  Die 
Lucher  der  Sirl)|ihitU' ,  deren  Balkenwerk  ungefähr  dieselbe 
SUirke  wie  in  Fig.  ü  hat,  werden  von  SchleimfortsMtxen  («) 
durcbiogen.  Der  Raum  zwischen  diesen  und  den  Cellulose- 
halken  wurde  vt>m  Gallus  eingenommen.   Kochmalerial.)  (800.) 

Fig.  85.  Flachen  und  yuerschiiillsansichl  d«'s  C«'llul(»sesiebes,  einer  allen 
stark  callusen  IMatle,  durch  Schwefelsaure  freigelegt,  (ivocli- 
material.)  (80O.j 

Flg.  27.  Qoerschnitt  durch  eine  noch  geschlossene ,  junge  Siebplatte  fge- 

wtthnliclii's  Alkoliiilinaterial;.  In  den  seichten  Tüpfelgrübchen 
sind,  s(  lijii  f  ;iligest'lzl  von  der  Cellnlo>c,  die  erslen  AnfÜnge  des 
C.allus,  Ui  ssow's  Calluspli«n<'hfti,  siclilliar.    1ii)(t  ; 

Fig.  ii.  QuerschniU  durch  eine  etwas  allere,  aber  noch  geschlossene 
Piatie,  welche  vollsttndig  von  hier  punktirtem  Gallus  iibencogen 
ist.  Der  protoplasmatische  Wandbeleg  (w)  ist  verschoben  und 

zeiet  deutlich  die  Ausstülpungen,  welclH^  er  in  (Ii<-  Tüpfel  ge- 
trieben halte.   Material  <  |  Stunde  nach  der  Lohlrennung  von 

dci  lebenden  lMl.m/i>  al.L'.-biulit.  fläOO.) 

Flg.  i9.  (Querschnitt  durch  eine  noch  gescldossene  l^latte.  (Kochmaterial.) 

Bei  ea  die  Callusplittchen  in  den  Tüpfelgrübchen.  welchen  die 

Fortsätze  des  zurückgezogenen  Wandbeleges  g(>nau  entsprechen. 
Im  Griunii"  dieser  .\usslulpnniien  ist  S<  lil»»ini  abgeschieden, 
dessen  Abdruck  gewiäberuiassen  der  Callu«  bUdet.  (liOO.J 
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Pig.  tO.  Obliterirenile  Siebrtfhre.  (Kochraalerial.)   Der  hier  und  in  den 

hfiili'n  folgenden  Figuren  weiss  {»elassene.  sliirko  ChIIiis  vsiid 
durctizugen  von  starken  Schleimforlstttzen,  weiche  von  dem  l>e- 
reils  •ntariien  SiebrtfhMnaaft  ■«tgvhen.  ^M.) 

Fig.  il.  Aell«re8  Sladiom;  die  SGhlelmforlulltxe  sind  dttoDer,  der  Gallus 
ist  dicker  geworden. 

Fig.  St.  Ganz  alter  Gallus.  Einige  Streiren  senl^recht  zur  Siebplalte  deuten 
ilif  Sicllf  an,  an  welcliiM-  fiüInT  die  Scideiinforlsatze  verliefen. 
Die.se  haben,  \\ie  die  big.  30  —  :it  wahrsclieinlicli  niaclien,  das 
Material  zum  Wachsthum  des  Gallus  geli«>rerU  (KOO.) 

Fig.  St.  Obliterirende  Siebrtfhre  aus  lebendem  Material.  Der  Cslius  wird 
nicht  mehr  von  ScbleimforlsMtten  durcbsogen,  der  Slebrtfhren- 
saft  ist  SU  eiuem  homogenen,  glflnzenden  Schleimfaden  erstarrt. 

(675.) 

Fig.  84.  Aelteres  Sladiuni  der  Ohlileration  des  inlialtes.  Im  .Sehleimslrang 
sind  Lücicen  und  Risse,  als  Zeichen  des  Zcrralles  und  der  Auf- 
lösung sichtbar.  Lebendes  Material.  (67S.} 

Fig.  15.  Obliterirende  Siebrtfhre.  (Kochmaterial.)  Der  Siebrtfhrensalt  ist 

norh  nicht  zum  ^chlRinistrang  erstarrt,  wiihrend  bereits  ein 
niH'  hlities  GalluspnlsttT  dif  .'Nirhphillc  verscliliesst.  '67r>.! 

Fig.  36.  Kochinaterial.  Active  Siehrohre  mit  geronnenem  Saft  aus  einem 
sehr  jungen  internodiuro.  (675.) 

Fig.  S7.  Active  Siebrtfhre  aus  einem  ungelühr  gleich  alten  Intemodinm. 

Das  wachsende  Ende  der  unverletxten  IMlanze  war  in  Allcohol 
geführt  Worden  iiml  halte  «Inrin  L'c'.'fn  diei  Sliinden  verweilt. 
Der  in  Slroinung  verselzU'  .Siebiuhi i'ii>all  liatlo,  wie  l>ei  einer 
Schnittverletzung,  vor  der  Siebplatte  Schleim  als  Schlauchkupf 
abgeschieden.  (<7B.) 

Fig.  tS.  Kochmaterial.  Obliterirende  Siebrübre  von  der  Peripherie  eines 
SiehUitMlt  s  Mim  demselben  Prüpnrat  wie  Ki}i.  3ß.  Dt  i  .Saft  ist 
zu  einem  ^rübdockigen  Nioderschlag  geronnen,  im  Waudbeleg 
sind  grossere  Schieimtroplen  vorhanden.  Die  .Siebplatte  ist 
noch  nicht  geaehlosseo.  (678.) 

Fig.  19.  Obliterirende  Siebrtfhre  aus  demselben  Prifparat  wie  Fig.  S7.  Die 

Obliteralion  des  Inhaltes  liatie  hier  das  Stadium  der  Figur  38 
erreicht,  durch  den  Alkulml  wurde  alier  der  Siebriihrensafl  in 
einen  Schleimstrang  verwandelt,  bei  s  sind  die  Schleimtropfen 
im  Wandbdeg;  wie  in  Fig.  18  deutlich  zu  unterscheiden.  (67S.) 

Fig.  40.  Kochmaterial.  Obliterirende  Siebrtfhre.  Das  grobflockige  Gerinn- 
sel des  Siehruhrensaftes  ist  nicht  melir  so  dicht,  wie  beim  Be- 
ginne  der  Obliteration,  z.  B.  Fig.  HS.  '67.';.) 

Fig.  44.  Kochmalerial.  Ohlilerireiule,  völlig  enlleertc  Siebrohre  mit  Gallus- 
polstern nach  den  (jeleitzellen  zu.  Welche  Veränderungen  der 
*  Inhalt  durchgemacht  hat,  ist  nicht  aicher  tu  bestimmen,  wahr- 
scheinlich ist  alMT.  (lass  er  nach  der  zweiten,  im  Text  geschil- 
derten Weise  obliterirl  ist.  Im  andern  Falle  mUsste  das  Lumen 
der  Rohre  bereits  stark  verengt  sein.  (675.) 
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Fig.  41.  Kocbmalerial.  Obliterirencle  Si«brOlire,  deren  Saft  geschwuoden 
ist,  der  Wandbeleg  mit  Schleimtropfen  hat  sieb  noch  erhalten. 
Die  scheniatische  Siebplalte  ist  Qocli  wenig  vertfodert.  Zweiter 

Modus  der  ObJiteraliori.  675. 

Fig.  48.  Kochmatorial.  Obliterirendo  Siebrohre  mit  groblLüraigeo:!  Gerinnsel 
des  Saftes  und  starl^  calluser  i^latie.  675.) 

Talel  Ii. 

Fig.  44.  Cucurbita.  Oblilerirende  Siebrohren  nach  Einwirkung  von  Alkohol. 

Wie  Fij:,  39.  Aus  den  hypodnieralen  Siebrohrennetz  einer  juntjen 
Fruclil,  welche  an  der  i'flaiize  un^("falir  drei  Mujiden  l.int:  in 
Alkohol  untergelauchl  gewesen  war.  Die  Anordnung  des  Schlei- 
mes zeigt,  dass  eine  stttrkere  Strömung  der  Gerinnung  des  Sieb» 
rdbrensaftes  vorausgegangen  war.  Scbwefelstfureglycerinprttpa- 
rat  (675.) 

Fig.  45.  Cucurbita.  Siebrühre  aus  der  Wand  einer  jungen  Frucht,  welche 
an  der  Pflanze  abgebrüht  worden  war.  Der  Inhalt  war  auch  hier 
vor  der  Gerinnung  in  Strömung  versetzt  worden ,  w  ie  die 
sch>\achen  Schlauchköpfchen  anzeigen.  Die  SiebrOhre  stand  im 
Anfenge  der  Obliteration,  ungefähr  auf  demselben  Stadium  wie 
in  der  bei  Fig.  44  besprochenen  Frucht.  Scbwefelsiureglyeerin- 
prfiparat.  (675.) 

Fig.  46.  Ecballium  Elaterium.  Obliterirende  SiebrOhren  mit  Schleimstrang 

aus  dem  Mittelnerv  eines  j^elblichen,  am  21 .  October  untersuchten 
Blatten :  lebendes  Material.  Nicht  alle  Siebplatten  sind  stark- 

callo«..  ioü. 

Fig.  47.  Ecballium  Elat»'rium.  Oblilerirende,  >chleiraerfullte  Siebrohre  aus 
dem  oberen  Sieblheil  eines  feinsten  Maschenbundels.  Von  dem- 
selben Blatt  wie  Fig.  46.  (576.) 

Fig.  48.  Cucurbita.  Active  Siebröbre  mit  Geleitzelle  nach  Behandlung  mit 
concentrirter  Scbwefelstture  und  Anilinblau.  Das  Gerinnsel  des 

Siebröhrensaftes  ist  in  zahlreiche  gegen  die  Geleltzelle  gerichtete 

Fortsätze  ausgezogen.  Kochmaterial.  675.) 

Fig.  48.  Cucurbita.  Kochmaterial,  nach  Anwertdiinc  «It  r  Kr.ssow' sehen 
Ouellungsmethode.  Zwei  lienaclibarte  .^lebruhren  sh)  mit  zahl- 
reichen Siebfeldern  in  der  sie  trennenden  Wand  w].  Diese  von 
feinen  Verbindungsfilden  durchsetzt.  (675.) 

Fig.  50.  Cucurbita.  Kochmaterial.  Dicker  Querschnitt  durch  einen  Sieb- . 
theil,  mit  concentrirter  Scbwefelstiure  behandelt.  Alle  Cambi- 

formzellen  stehen  durch  feine  Protoplasmafüden  in  Communica- 
tion,  sind  aber  weder  mit  den  SiebrOhren  {sb)  noch  mit  den  Ge- 
leitzellen ge  verbunden.  075.) 

Kg,  51.  Cucurbita.  Kochmatei  ial  iuh  fi  Anwendung  der  Rrs-iow'sschon  Ouel- 
lungsmetbode.  Das  Gcrinn.sel  des  Siebrohreninhalles  zeigt  zahl- 
reiche haarfeine  Fortsatze  nach  der  Geleltzelle  zu.  bei  einigen 
derselben  war  deutlich  zu  sehen,  dass  sie  mit  dem  Protoplasma 

]bfh.-pb7t.  Clam«  1886.  %% 
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der  Geleitzelle  zusammenhangen,  rnffrlialh  derselben  srenzte 
die  >iebrt>hre  an  Cambiforni,  die  Verbindungsföden  fehlen  tiie>em 
gegenüber.  Die  Zeichaung  stellt  gleichzeitig  einen  Schlauciikopf 
aus  Kocbmaterial  vor  uad  zeigt,  dass  auch  in  der  lebendeD 
Pflanze  solche  Bildnngen  gelegentlich  entstehen ,  wie  sich  ans 
dem  Verlialten  bei  der  Verletzung  schon  ergiebt.  (800.) 

Fig.  5S.  Cucurbita  (Kochmaterial).  Querschnittdurch  eine  noch  geschlossene 

Siebplatte,  die  Ca!!u<plnltrli«'n  ca  zeigend,  welche  durch  Resor- 
ption der  sie  trennenden  lupfelwand  bereits  einander  ^hr  nabe 
gerückt  sind.  H  200.) 

Fig.  53.  Cucurbita  .Kochmaterial;.  Junge  Querwand  zuiiünftige  Siebplatte} 
▼or  dem  Sichtbarwerden  des  Gallus.  Eine  sehr  schwache,  an- 
regelmässige  Tttpfelnng  ist  angedeutet.  (4900.) 
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•opliit  U»^  Bemerkungen  gu  HelmhtM  Arbeäiäber  die 
Thateexiien^  die  der  Geemeirie  m$  Grunde  liegen. 

Helmholtz'  berühmte  Arbeit  »über  die  Tbatsacbeo,  die 
der  Geometrie  zu  Grunde  liegen«  behandelt  ein  Problem,  welches 

mit  der  neueren  Theorie  der  Transformationsgruppen  im  eng- 
sten Zusammenhange  stoht.  Von  Klein  aufgefordert  habe  ich 
daher  versucht,  auf  dieses  wicluige,  wenn  nucli  specielle  Pro- 
blem die  Methoden  meiner  Transformationstheorie  anzuwenden. 
Dabei  bin  ich  zu  der  Ueberzeugung  gekommen,  dass  die  bahn- 
brechenden Untersur  hutigen  von  v.  Helmholtz  doch  noch  nicht 
als  das  letzte  Wort  über  diesen  Gegenstand  zu  betrachten  sind. 

Einmal  nttmlich  enthält  die  Helmhoitz'sche  Deduction  eine 
Lücke,  welche  allerdings,  jedenfalls  für  drei  Dimensionen,  auf 
dasEndergehuiss  keinen  Einfluss  ausübt;  es  hat  mir  jedoch  nicht 
gelingen  wollen,  diese  Lücke  mit  denselben  einfachen  analytischen 
Mitteln  auszufüllen,  mit  denen  v.  Helmholtz  in  seiner  Arbeit 
auskommt. 

Andererseits  glaube  ich  bewiesen  zu  haben,  dass  in  Räumen 
TOD  drei  Dimensionen  das  Monodromieaxiom,  w  elches  bei  \..  Helm- 
liolU  eine  so  grosse  Rolle  spielt,  entbehrlich  ist,  wenn  man  sein 
Axiom  der  freien  Beweglichkeit  in  naturgemüsser  Weise  deatiH. 

Endlich  halte  ich  es  fär  zweckmüssig,  die  Helmholti'schen 
Axiome  durch  andere  zu  ersetxeni  welche  mir  einfecher  er- 
scheinen. 

AUenKngs  sind  die  UnlorsiifltoDgeB,  dl«  mich  «in  diesen 
Resultaten  geführt  haben,  in  Vergleiek  mit  den  v.  Holmholts'sehen 
weitlttnfig  und  erfordern  filngere  Hechnungen.  Ich  werde  mich 
daher  hier  darauf  beschranken,  meine  vorhin  angedeuteten  Be- 
suHste  etwas  ausfftbrticher  auseinsndemiselten,  um  ihren  Sinn 
mOgUchst  klar  su stellen.  Dabei  helte  ich  sieh  ebeafalle  In  Baume 
von  drei  Dimensionen« 

Alle  Bewegungen  des  dceiÜMh  ausgedehnten  Enolidisehen 

Mafh^tV**  ClMM-  IBM*  tS 


Digitized  by  Google 


3a8 


SOPHOS  Lb, 


oder  Niohteaclidischen  Raumes  werden  dargestellt  durch  drei 
TransformatioDSgleichuDgeQ 

( -^i  =  /      y  z         ...  ] 


in  denen  . . .  Parameter  sind.  Giebt  man  diesen  Parametern 
liestiramte  Weithe,  «o  erhlllt  man  eine  besttemM  B«w^geiigy  bei 
welcher  jeder  Punkt  jy  «  die  neue  Lage  s«  annimmt. 
finden  wir  uns  z.  B.  im  Euelidisohen  Baume,  und  iMtrachten 
X  y  ji  als  Cartesische  Goordinateh,  so  sind  die  drei  Punetüonen  fy 
q)  und  ^  Ifftear  m  x  y  z.  Bedient  man  sich  dagegen  anderer 
Goordinatensystemc,  so  erhält  der  analytische  Ausdruck  für  die 
Bewegungen  des  Euelidisohen  tlaumes  im  AUgeto^tnen  evae 
nicht-lineare  Form. 

Das  Problem ,  welches  sich  v.  Helmholtz  in  der  citirteii 
Atbeit gestellt  hat,  ist  nun  im  Wesentlichen  folgendes.  Ersucht 
solehe  Eigenschaften  des  analytischen  Ausdruckes  der  Beweg- 
ungen, welche  von  der  Coordinalenwahl  unabhängig  sind  und 
welche  diese  Schaar  von  Transformalionen  des  Raumes  in  mög- 
lichst einfacher  Weise  charaVterisiren.  Die  von  v.  Helmholtz 
gewählten  Eigenschaften,  welche  sowohl  den  Euclidischeh  wfe 
den  Nichteiiclidischen  Bewegungen  zukommen,  lassen  sich,  80\iel 
ich  sehe,  folgendermasson  resumiren. 

Erstem  :  Die  Functionen  (p  und  xp^  welche  in  den  bfe- 
tf'effendenTransformationsgleichungenäuflretenjSindänalytische 
Functionen  ihrer  Argumente. 

Zweitens  :  Zwei  Punkte  »/,  und  y^  haben  jeder 
Bewegung  gegenüber  eine  Invariante 

ß  l«t  ^1  «I  «•  yt  • 

ihre  Entfernung  in  der  gewöhnlichen  Sprachweise .  Im  EucK- 
«dtMlien  Bäume  bei  Anwendung  recUtwinkKger  QooirdinMen  hat 
'diMe'hivMnite  bekanntlicii  die  Form 


Als  dritte  Eigenschaft  wähH  v.  Helmholtz  die  freie  Beweg- 
lichkeit des  betreffenden  Raumes,  welche  er  folgendermassen 
definirt.  Ein  jeder  Punkt  des  Baumes  kann  in  jeden  anderen 
'Ulm^^en.  Wird'din  Pnnkt  ui^  y^     festgehalten,  so  kann  jeder 
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ander« IHinkt  oc^  2,  noeh  alle  Lagen  xy  s  annebmen,  weMie 
eim  Gleichmig  befHedigen,  nMrifeh  die  GleiflfauDg: 

n{x  y  zx^y^  5,)  =  n  [x^         x^  y^  z^]  . 

Werden  zwei  Punkte  x^  und  y,  5,  festgehalten,  so  kann 
jeder  dritte  Punkt  y^  noch  alle  Lagen  annehmen,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen 

Q{xy  sx^y^  =  ß  (a-,  y,  5,  x^  y^ 
n{xy  zx^y^  5,)  =  n  {x^  y,  3,  ^r^  y, 

definirt  werden.  Werden  endlich  drei  Punkte  festgehalten,  so 
sind  die  möglichen  Lagen  eines  vierten  Punktes  durch  drei  ana- 
loge Gleichungen  bestimmt.  In  diesem  Falle  bleiben  alle  Punkte 
des  Raumes  fest,  ausgenommen  wenn  der  Punkt  x^  y,  2,  den 
beiden  ersten  Punkten  gegenüber  eine  specielle  Lage  hat. 

Endlich  viertens  legt  v.  Helmhol tz  dem  Räume  noch  die 
folgende  Eigenschaft  ausdrücklich  bei:  Wenn  ein  fester  Körper 
sich  ohne  Umkehr  um  zwei  in  Ruhe  beiiudliche  Punkte  dreht, 
so  fuhrt  diese  Drehung  schliesslich  in  die  Anfangslage  zurück. 

V.  Helmholtz  behauptet  ausdrücklich,  dass  diese  letzte 
Eigenschaft  —  dieUonodFonue  des  n-iaoh  aiasgedehiUeo  Raumes 
—  keine  GonfleqiwBi  der  drei  aneest  genamileii  ist;  deofa  bringt 
er,  «aagenommen  fiir  «  «  ksi&«i3«wds  filr  die  RiohM|keift 
seiner  Behauptung. 

Um  nun  naohinweiBen,  dass  die  vier  ven  ihai  aujgeleliten 
Eigenschaften  fttr  die  Eaelidisehen  und  Nichteudidisehen  Be-> 
wcjguDgen  chaFakterisliBch  sind,  snchl  v.  Belmholta  tllieriuiapl 
eile  Stieme  von  Tcansfbnnationsf^eichniigen  sa  bestinunen, 
weiche -diese  Eigenschaften  besitien.  Wie  idisofaon  eben  gesagt 
habe^  acheint  es  mir,  dass  seine  Oaitthltthmng  dieser  Beatinrnraiig 
eine  LUcke  enthiltt.  Wird  nämlHsh  «in  Funkt  von  aHgeoBeiner 
LageCestgehalten,  so  sind,  wie  v. Helmholtz  zeigt,  noch  wnendliflh 
ideleunendlich  kleineBewegvngen,  d.  b.  Tfansfonnationen,  mög- 
lich. Jede  solche  Bewegong  liisst  sich,  wenn  man  den  leslen 
Punkt  zum  CoordinatenanlsQga  wtthlt|  durch  Gleichungen  von 
der  fftia^"^"  Ferm  definiren: 

^«:a,a;+6,y-i-c,a-l-  ... 
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Dia  rechten  Seilen  sind  dabei  unendliche  Potenireihen  naeh  xy^^, 
Es  ist  nun  a  prkiH  sehr  gnt  denkbar,  daaa  es  unter  den  hier- 
durch dargestellten  unendlich  kleinen  Bew  egungen  solche  giebi, 

in  deren  Reihenentwickolungen  die  Glieder  erster  Ordnung 
sämnitlich  fehlen,  und  insbesondere  ist  es  denkbar,  dass  dies  bei 
allen  Bewegungen  um  den  festen  Punkt  eintritt,  dir  auch  noch 
einen  benachbarten  Punkt  invariant  lassen.  Bei  solchen  unend- 
lich kleinen  Bewegungen  wtlrden  dann  alle  dem  Coordinatenan- 
fange  unendlich  benachbarten  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  wenn 
man  von  infiniti'simalen  Grössen  zweiter  Ordnung  absieht.  Biese 
Möglichkeit  wird,  soviel  ich  sehe,  von  v.  Helmholtz  jedenfalls 
nicht  hinUlnglich  bertlcksichtigt.  Ich  möchte  daher  fragen:  Ist 
es  wirklich  so  selbstverständlich,  dass  die  Coefficienten  a,  bf  Cf 
nicht  gleichzeitig  verschwinden  können,  wenn  unsere  Transfor- 
mationsf^leichungen  die  betreüenden  oben  verlangten  Eigen- 
schaften besitzen? 

Meine  zweite  Benierkunj.;  liezieht  sich  auf  das  Axiom  der 
Monodroinie.  Hier  muss  irii  ^  or  allen  Dingen  hervorheben,  dass 
solche  Transformationsgleichungen,  welche  v.  Helmholtz'  drei 
erste  Axiome  befriedigen,  nothwendigeineconlinuirliche  Gruppe 
bilden.  Der  BegrifT  Gruppe  kommt  aber  bei  v.  Helmholtz  nicht 
explicite  vor,  und  doch  ist  gerade  die  Gruppeneigenschaft  der 
TraDsformatioDsgleicbuDgen  von  der  grössteo  Tragweite;  s!e  ist 
an  und  für  sich  sdu»  eine  gewaltige  Beschränkung  der  mög- 
lichen Pille. 

Um  nun  xn  unterscheiden,  ob  die  Monodromie  eine  Conse- 
({uenz  von  den  drei  ersten  Eigenschaften  ist,  muss  man  sunttchst 
die  Eigenschaft  der  freien  Beweglichkeit  genauer  prücisirm. 
Man  kann  sich  nSmllch  entweder  damit  begnügen  zu  verfangen, 
dasis  die  freie  Beweglichkeit  für  Punkte  von*  allgemeiner  gegen- 
seitiger Lage  bestehen  soll;  man  kann  dagegen  auch  die  weiter- 
gehende Forderung  siellaii,  dass  die  freie  Beweglichkeit  Inner- 
halb eines  gewissen  Bereiäies  ausnahmslos  g8H. 

V.  Heltaiholtz  hat  nun  zwar,  nach  dem  Wortlaute  seiner  Aus- 
einandersetzungen zu  urtheilen,  wahrscheinlicherweise  gewollt, 
dass  seine  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches  ausnahmslos  erfüllt  sein  sollte.  Gleichwohl 
schien  es  mir  sweckmassig.  auch  einmal  die  Voraussetzung  zu 
Grunde  zu  legen,  dass  die  freie  Beweglichkeit  nur  ftlr  Punkte 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  stattfindet.  Unter  dieser 
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ADnahnie  hshe  ich  daher  alle  Gruppen  von  Tfansfönnatidiiisglei^ 
chimgea  bestimkDi^  welche  die  dvei  «vilen  der  firtther  wäg/t» 
stellten  ForderuDgen  befriedigen. 

Ausser  dem  Bnxfpmk  der  Euclidischen  und  der  Nieliteucli- 
dieehen  Bewe§angen  ergaben  siob  da  noeh  mehrere  verschie- 
dene Gruppen,  unter  denen  zwei*)  sogar  je  einen  wesentlaohen 
Parameter  enthalten.  Diese  hinzutretenden  Gruppen  genflgeil 
aber  der  Forderung  freier  Beweglichkeit  nicht,  wenn  man  diese 
Forderung  auf  alle  Punkte  eines  beliebig  kleinen  Bereiches  er- 
streckt. Bei  jeder  dieser  Gruppen  wird  nümlich  der  Raum  in 
eine  Sch;mr  von  oo*  Curven  zerlegt,  deren  inbegrifl"  jedesmal 
bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  während  die  einzelnen  Curven 
der  Schaar  untereinander  vertauscht  werden.  Aber  noch  mehr, 
HüU  man  einen  Punkt  des  Raumes  fest,  so  bleibt  nicht  allein  die 
hindurchgehende  Curve  dieser  Schaar,  sondern  auch  jeder  ein- 
zelne Punkt  der  betreffenden  Curve  bleibt  in  Ruhe.  An  einer  an- 
deren Stelle  werde  ich  hierauf  genauer  eingehen.  Man  kai\n 
vielleicht  darüber  streiten,  ob  die  Monodromie  eine  Consequenz 
der  drei  ersten  Axiome  ist  oder  nicht.  Sie  ist  jedenfalls  eine 
Consequenz,  wenn  man  in  das  Axiom  der  freien  Beweglichkeit 
ausdrücklich  hineinlegt,  dass  die  oo'  Punkte  des  Raumes  siel» 
nicht  derart  iu  oo*  Schaaren  vertheilen  lassen,  dass  alle  oo' 
Punkte  einer  solchen  Schaar  stets  gleiohieitig  in  Ruhe  bleiben. 

loh  komme  jetzt  la  meiner  ^rütm,  Ban^kungy  auf  wMke 
tdi  daä  Han^fftsewidU  legen  möchte.  Es  Ist  mir  gelungen  und 
swar  dureh  siemlidi  elnfiehe  Betraehtnngen  xu  beweisen,  dass 
die  Transformationsgleiehungen  der  EncUdischen  und  Nicht- 
enelidisehen  Bewegungen  des  dreiliidi  ausgedehnten  Baumes 
sich  in  der  folgenden  einfachen  Weise  charakterisiren  lassen : 

ErtUm*  Sie  besUnunen  eine  continuirliohe  TTansfornuH 
tionsgrappe  eines  dreifoch  ausgedehnten  Raumes. 

ZweitmiB.  Bei  dieser  Gruppe  findet  freie  Beweglichkeit  in 
dem  folgenden  Sinne  statt :  Httlt  man  innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches  einen  beliebigen  Punkt  und  gleichzeitig  ein  beliebiges 
hindurchgehendes  Linienelement  fest,  so  ist  immer  noch  conti- 
nuirliche  Bewegung  möglich.  Halt  man  dagegen  nicht  allein 
einen  Punkt  und  ein  hindurchgehendes  Linienelement,  sondern 


\)  Die  beiden  im  Texte  besprochen  Gruppen  sind  ttbrigens  mit  eio- 
ander  durch  eine  imaginäre  Transfonnatioo  tthalicb. 
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logleieh  ein  PISobeoaleiDeiii  ImI,  welches  sowohl  dwoh  den 
pQokt  als  durofa  das  Uniendemeni  geht,  so  isl  keine  eoatianir- 
liche  Bewegung  mehr  snöglieh. 

Bs  Isl  mir  ferner  durah,  soviel  ieh  sehe,  strenge  wenn  aneii 
nicht  gerade  knrie  Entwickehmgen  gelungen,  aneh.  (ttr  BiHOM 
Ton  mehr  als  drsi  Pimensioiien  sn  beweisen,  dass  die  Schaar 
der  Endidlschen  bes.  Niehteoelidlschen  Bewegongen  sich  hi 
gans  analoger  Weise  eharakterisiren  lassl» 

BM  den  vorhergehenden  Entwickeinngen  habe  ich  asge- 
nommen,  dass  die  TransformaUoDsgleichungen  (1)  in  den  w- 
kommenden  Yariabehi  a  n  a  1  y  t  i  soh  sind .  Lässt  man  diese  Yor- 

aussetzung  fallen  und  setzt  nur  voraus,  dass  die  betreffenden 

Functionen  continuirlich  sind  und  eine  gewisse  endliche  An- 
zahl Differenlialquolienten  besitzen,  so  bleibt  die  Methode, 
welche  ich  bei  meiner  Discussion  der  v.  Hei  iiiholtz  sehen 
Axiome  angewandt  habe,  nicht  mehr  gültig.  In  diesem  Falle 
wage  ich  daher  nicht  zu  behaupten,  dass  die  besprochene  Lücke 
in  Y.  Helmholtz's  Deduction  ohne  Einfluss  auf  das  ResulUii  ist, 
noch  weniger )  dass  sein  MoDodromieaxiom  eine  Consequenz 
seiner  anderen  Axiome  ist. 

Lege  ich  meine  beiden  Axiome  zu  Grunde,  so  kann  ich,  wie 
ich  glaube,  streng  beweisen,  dass  die  betreffende  Gruppe  auch 
in  diesem  Falle  einen  quadratischen  Ausdruck 


invariant^  Itfsal,  dass  also  fortwahrend  ein  Bogenelemenl  im 
Biemann' sehen  Sinne  existirl. 


t 
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A.  Mayer,  Die  beiden  allgemeinen  Sätze  der  Variationsrech- 
mwff,  ^reiche  den  beiden  Formen  des  Pi^incips  der  kieinsten  Action 
in  der  Dynamik  enUprechen. 

BekaDDllich  ist  die  Fassung,  welche  Lagrange  dem  Princip 
der  kleinsten  Action  gegeben  hat,  ungenau  und  auch  aus  seinem 
Beweise  des  Satzes  geht  nicht  unmittelbar  hervor,  wie  er  dasselbe 
verstanden  habe.  Jedenfalls  aber  hängt  in  Zweck  und  Form  sein 
Princip  aufs  Engste  zusammen  mit  dem  von  Hamilton.  In 
meiner  Antrittsvorlesung ')  war  ich  daher  zu  der  Veruiulhung 
gelangt,  dass  der  Salz,  den  Lag  ränge  im  Sinne  gehabt,  kein 
anderer  sein  dürfte,  als  eben  das  H  amilton'sche  Princip*).  Ich 
hatte  aber  damals  eine  Nott»  von  Glinde  Rodrigues  tlber  die 
Ableitung  der  DitTerentialgleichungen  der  Bewegungen  aus  dem 
Princip  der  kleinsten  Action')  Ubersehen,  auf  die  allerdings 
schon  der  Herausgeber  der  dritten  Auflage  der  M^canique  ana- 
lytique  verweist,  aber  ohne  Angabe  des  Titels  und  an  einer 
Stelle*))  die  ich  nicht  mehr  auf  den  eigentlichen  Beweis  des 
Princips  bezog.  In  diesem  bemerkenswerthen  Aufsatze  wird 
zum  ersten  Male  bestimmt  gesagt,  dass  man  beim  Lagrange- 
schen Princip  nothwendig  auch  die  Zeit  selbst  mit  variiren 
müsse.  Das  ist  nun  vom  Standpunkte  der  Dynamik  aus,  in  der 
m^a  ja  immer  nur  Variationen  ans  d^r  augeot>lickUchea  Lage 

4)  ßeschichte  des  Princips  der  kleio^t^o  Action.  Leipzig,  Veit  Co. 

«»77. 

9)  DebrigsM  hat,  wie  leb  erst  nachtrSgUch  ausTodbunter's  BIslory 

of  the  Calculus  of  Yarlations  p.  351  und  p.  482  erfahren  habe,  bereits 
Ostrogradsky  im  Wesentlichen  dieselbe  Ansicht  vertreten,  indem  er  die 
Lagrange'sche  Schlusswcise  für  ungenau  erklart  und  behauptet«  das 
Prii^cip  der  kleinsten  Action  müsse  durcli  die  Bediu^uu^ 

ir/(2' +  (/}  dl  0 

wiedergegeben  werden. 

3]  Correspoodance  sur  l'Kcole  Polytechnique  t.  III  p.  459. 
4)  1 1  p.  184. 
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des  betrachteten  Punktsystems  zulMsst,  etwas  so  Ungewohntes, 
dass  ioh  früher  an  diese  Möglichkeit  gar  nirht  gedaelit  hatte.  So- 
bald man  aber,  unter  Verzicht  auf  eine  reindynaiuische  Deutung, 
nicht  bloss  die  Goordinaten  der  Punkte,  sondern  zugleich  auch 
die  Zeit  variirt,  wird  sofort  auch  der  Punkt  verst.mdlich ,  der 
in  der  La  {prange 'sehen  Ableitung  stets  das  grösste  Bedenken 
verursachte,  erklart  es  sieh  nümlich,  wie  die  Gleichung  der  le- 
bendigen Kraft,  wenn  man  sie  als  Bedingungsgleichung  vor- 
schreibt, doch  die  Variationen  der  Goordinaten  ganz  unbeschränkt 
lassen  kaim,  und  mau  erkennt  dann,  was  zuerst  wohl  von  Herrn 
Th.  Sl  o  u  ds  ky  ausilrücklieh,  jedoch  ohne  Beweis  hervorgehoben 
worden  ist  ^),  dass  die  J  aco  b  i  srhe  Behauptung,  nach  welcher 
man  im  Princip  der  kleinsten  Action  nothweiidig  aus  dem 
ActioDsintegrale  die  Zeit  mittelst  des  Satzes  der  lebendigen  Kraft 
eliminiren  mllsse,  nicht  zuftreffieDd  ist,  dass  vielmehr  neben  und 
mit  derJaoobi*floiieii  Form  gleiohieitig  noeh  eine  iw«ite,  gleich- 
berechtigte  Form  des  Prineii»  der  kleinsten  Action  exisUrt,  und 
dass  es  eben  diese  iweite  Form  und  nicht  des  Hamtlton'sehe 
Prindp  ist,  welche  Lagrange  nnr  ungenau  formüHit,  aber 
richt^,  wi»nn  auch  entschieden  nicht  mit  der  gewohnten  Klafheit, 
beweist*). 

Ichhabenuk  im  iweiten Bande  der Mathem.  Annalen  (p.  143) 
den  allgemeinan  Sati  der  Variationsrechnung  angegeben,  der 
als  speeiellen  Fall  das  Jacob  i'sehe  Prindp  der  kleinsten  Action 
umfüst.  Um  frühere  Irrthttmer  su  berichtigen,  und  weil  Ich 


1)  Nouvelles  Annaies  <In  niRtlK^matiquet  (t)  XVUl  p.  ISS. 

i)  Vorlesungen  über  Dynamik,  p.  44. 

8)  Damit  werden  zugleich  auch  die  Einwürfe  hinfällig,  die  ich  im 
Jahrbliche  Uber  die  Fortschritte  der  Mathematik  Bd.  III  p.  iH  gegen  die 
Sorrot'sche  Ableitung  des  Princips  der  kteinsteil  ActioD  (Memoire  sur le 
principe  de  la  moindre  action,  Bullelin  des  sciences  mathem.  187r  erhoben 
habe.  Dagegen  ist  seine  Umformung  der  zweiten  Variation  nicht  richtig, 
oder  zum  Mindesten  nicht  richtig  bewiesen.  Denn  Serret  bestimmt  die 
Unbekannten  dieser  Transformation  nur  ans  ehiem  Tbeile  der  dafür  er- 
baltenen  Differentialgleichungen  und  nimmt  (I.  c  p.  1 10]  ohne  Weiteres  an, 
dass  es,  um  die  übrigen  DifTorentialgleichungen  zu  befriedigen,  genüge, 
dieselben  nur  für  <  =  <o  '-^  erfüllen,  was  doch  nur  dann  richtig  ist,  wenn 
diese  übrigen  Gleichungen  particulire  Integrale  der  ersteren  wären.  Dass 
er  trotidem  spKter  bei  seinae  ABwen^nngen  avf  den  Fall »  *  i  nicht  in 
falschen  Resultaten  gelangt,  rührt  einfach  davon  her,  dnMjene  nicht  er- 
füllten Differentinlgleiohancan  sich  Überhaupt  nnr  dann  eittilellen,  wenn 
n  >  i  ist. 
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glaube,  dass  die  Hauptpunkte  viel  besser  hervortreteiiy  wenn 
man  alle  dynamischen  Betracbtungen  ganz  bei  Seite  ISissl,  sei 
es  mir  gestattet  zu  zeigen,  wie  auch  dieser  allgemeioe  Satz  selbst 
zweier  verschiedener  Formen  fitbig  ist  und  damit  sowohl  die 
Jacobi'sche,  als  auch  die  Lagrange'scheFormdesPrincipsder 
kleinsten  Action  in  sich  einschliesst.  Was  dagegen  das  Werth- 
verhältniss  dieser  beiden  Formen  anbetrifft,  so  muss  ich  meine 
frühere  Behauptung  vollständig  aufrecht  erhalten,  dass  nämlich 
nur  die  Jacob  i 'sehe  Form  wirkliehen  Nutzen  gewahrt,  insofern 
sie  lehrt,  dass  sieh  auch  die  Bestimmung  der  Bahnen  eines  jeden 
Punktsystems,  dessen  Bewegung  dem  Satze  der  lebendigen 
Kraft  gehorcht,  direct  auf  ein  Problem  der  Variationsrechnung 
zurückfuhren  iüsst,  wogegen  die  La  gra  nge'sche  Form,  welche 
sich  auf  die  Bewegung  des  Punktsystems  selbst  bezieht,  nur 
im  beschriinktem  Maasse  das  leistet,  was  das  Ham  illon'sche 
Princip  weitaus  klarer,  einfacher  und  naturgemässer  erreicht  ^) . 

Es  bandelt  sieb  im  Folgenden  bauptsäcblioh  darum,  den 
gegenseitigen  Zusammenhang  zwischen  zwei  verschiedenen  Pro- 
blemen derVariationsreobnung  aufondeeken,  in  denen/.^tets  ein 
und  dieselbe  gegebene,  von  i  freie  Funetion  dern  unbekannten  > 
Functionen  q^^  •  •  •  9»  vun  t  und  ihrer  ersten  Differentialquo- 
tienten q\j ...  q'n  beteichnet.  Die  erste  dieser  beiden  Aufgaben 
ist  das  folgende 

Probtem  L  ünier  allen  Amdumen  q^,  ...  q^wmt,  die.m 
den  beiden  gegAenen  Grenzen  t »  0  und  t  b    gegebene  Wertite 

4}  In  der  ersten  seiner  beiden  fundamentalen  Arbelten  über  eine  . 
allgemeiae  Methode  in  der  Dynamik  (Philosoph.  Transact.  1834,  Part  II 
p.  147— SOS)  hält  sieh  Hamilton  noch  an  das  Lagrange'adw  Prindp 
der  ktolasten  Aetton  (vgl.  1.  c.  p.  tSS)  ond  das  Actionstatagral  liefert  ihm 
VnmltMbar  seine  charakteristische  Function  V.  Von  dieser  nus  f^elangt  er 
«rst  am  SdüusAO  (p.  807}  durch  Transformation  zu  seiner  PriHciptüfuwtion 


^vileho  er  dann  saitter  twaitan  Abhandlaog  (Piiilos.  Transack  im  P.  1 

p.  95 — 444)  zu  Grunde  legt.  In  dieser  spricht  er  sein  Princip  =  0  nur 
ganz  kurz  am  Schlüsse  von  Nr.  4  aus,  olme  ihm  einen  besonderen  Namen  zu 
geben,  noch  auch  hervorzuheben,  dass  dasselbe  wesentlich  verschieden 
yon  dem  Lagrango'scbea  Principe  ist.  Dies  ist  jedenlirils  der  Grund, 
weshalb  man  nicht  selten  (so  s.  B.  Grelle  J.  1  oo  p.  ISS)  den  Namen  Princip 
der  kleinsten  Wlricong  geradcni  für  das  Hamilton 'sehe  Princip  selbst 
gabraoohl  findet. 
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iii ,  • .  •  Oll  wtd  \f  ...      b$8itMM,  äi^ttugtn  mfindtt^f  füt 


wird. 

Seine  Düfereutialgleichungen  siud : 

~  dl  5^  " 

IM>lem  ist  also  mtfglioh  und  bestimmti  socßdie  Dekr^ 

mnan$B 

(2)  ±  y^-,  5^5-^  .  •  .  4=  0 

»t<;  die  vollsmndigen  Lösungen  der  n  Differentialgleichungen  (1) 
enthalten  dann  gerade  SnwillkttrlicheGonstanten  und  diese  lassen 
sich  (wenigstens  solange  man»  wie  im  Folgenden  immer  voraus- 
gesetst  wird,  von  besonderen  Ausnahmswerthen  der  Grössen 
^ti  ^« »  *  *  •  I  ^«  f  •  *  *  absieht)  so  bestimmen,  dass  die  Lö- 
sungen q^,  ...  9»  die  gegebenen  Grenswerthe  erbaltep.  Ueber- 
dies  ist  dann  stets 

(3)  F  sjj  9;     -  /•  •  eonst.  «  h 

ein  Integral  der  IMfferentialgleiofamigen  (4).  Denn  es  ist  einer- 
seits: 


dF      ^  >  d  i-h. 


dt 


und  andarerseits 


also  können  wegen  der  Annahme  [%)  die  ersten  partiellen 
Differantialquotlenten  von  P  naoh  den  q'  nioht  simntUch  Noll 

sein,  oder  P  muss  wenigstens  eine  dieser  GrBssen  enthalten. 
Durch  Substitution  der  Lösungen  des  Problems  geht  daher  die 
Gleiohung  (3)  ober  in  eine  Qleidmng  von  der  Form 

(4)  0{t^,  a^,  ...  o„,  6,,  ...  6Js=A.  — 

Der  Voraussetzung  (2)  füge  ich  nunmehr  noch  die  weitere  Vor- 
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aussetzuDg  hinzu,  dass  der  durch  (3)  definirte  Ausdruck  F  die 
Differentialquotienten  ...  nicht  bloss  iu  ihreu  Verhält- 
nissen enthalte,  dass  also  auch : 

sei.  Diese  Aunabme  sagt  nichts  Anderes  aus,  als  dass  die  Func- 
tion [nicht  die  Form  haben  darf: 

wo  und  irgend  welche  homogene  Functionen  0^  und  1^ 
Ordnung  von  ...  q^  sind,  welche  die  Variabein  ,  -  •  -  qn 
seihst  in  beliebiger  Weise  enthalten  können.  In  der  That,  ist 

so  ist  =  —  F  eine  L.üsung  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

und  diese  Gleichung  geht  daher  durch  die  Substitution 

Uber  in 

sodass,  bei  der  Annahme  (a),  /*  =  —  Fplus  einer  willkürlichen 
homogenen  Function  erster  Ordnung  von  q\f  ...  ^'n  die  ailge- 
naeine  Uüung  der  Gleichung  (ß)  ist. 

Die  neue  Voraussetsung  (5)  ist  gans  unabhängig  von  der 
frllkeron  (8),  d.  h.  es  iLann  jede  dieser  beiden  VorauBsetiungen 
ohne  die  andere  erfüllt  sein.  Man  braucht,  um  dies  su  erkennen, 
s*  B.  nur  nm  %  und  einmal 

das  aodere  Mal 


m  A.lUiim, 

tu  nehmaik«  Im  dnterea  Falle  wird  b  0  und  »  (9«  *^  ^i)*^ 
im  swetten       0  und  . 

Dies  vorausgeschickt  betrachte  ich  jetzt  unter  den  beiden 
Voraussetzungen  (2)  und  5)  das  foli^ende  neue 

l*robleni  II.  Zwischen  ilen  n  wibekannlen  Functiomnq^f  ... 
vot^  t  ist  vorgeschrieben  die  Differentialyleichuny 

(5)  f^Js,-,^  /„A, 

in  der  h  jetzt  eine  gegd>ene  Cotistante  bezeichnet.  Uebenlies  sollen 
diese  Functionen  in  den  beiden  Grenzen  t  =  0  und  t  =  dieselben 
(/cgehcnen  Wertlie  a^,  ...  «„  und  b^.  ...  b„  annehmen,  wie  im 
Probleme  I.  Nunmehr  ist  aber  nicht  ger/cben.  sondern  ganz  be- 
liebitj  und  es  handelt  sich  darum,  unter  allen  Functionen  7,,  ... 
von  der  genannten  Beschaffenheit  diejenigen  nebst  dem  zugehörigen 
Werthe  von  zu  finden^  für  welche  die  erste  Variation  des  Inte- 
grales 

verschwindet . 
Setzt  man ; 

(6)  f'hh'^X(P~h)^n, 

BO  sind  nach  der  Lagrange'schen  MultiplicatorenmeUiode  die 
Differentialgleichungen  dieser  neuen  Aufgabe: 

y'l  dt  J^' 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  in  den  vollsl^ündigen 
Lösungen  der  n  ■+■  \  Difl'erentialgleiehuugen  (7)  und  (3)  er- 
hält man  aber  nunmehr  neben  den  in  Gleichungen,  weiche 
den  Variabein  q^^ ...  9,1  die  gegebenen  Grenswerlhe  vorschreibenj 


4)  Das  Integral  hnker  Uaud  kommt  bereits  in  Ostrogradsky 's 
lUmoire  snr  les  ^qualions  difliftrentieUes  relatives  au  probi^me  des  isop^ri- 
mitre«  (lien.  de  l'Aead.  de  St  Mtersbourg,  6^  §6t.  Sc.  matb.  et  pliyt.  t.  lY 
p.  385— S17]  vor,  der  überhaupt  dort  p.  U9 — 480  ganz  fihnliche  Zweeke 
wie  die  vorliegende  Note  verfolgt,  dabei  aber,  wie  folion  «rwihiit,  SU  einem 
anderen  Resultate  gelangt. 
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wegen  der  WülkUrlichkeit  von  ^l^  bekauullich  noch  die  weitere 
Bedingimg: 

(8)  ,  [ß-^9'*a^],-^-o. 

Nun  ist: 
also: 

ein  Integral  der  Differentialgleichungen  (7]  und  (3),  und  in  Folge 
der  Gleichung  (3)  wird : 

Naeh  (8)  mussan  daher  die  LOaoogeii  des  ProUema  II  noch  der 

Bedingung : 

f^enUgen,  und  dies  verlangt  in  Folge  der  YorausaeUung  (5),  daas 

sei.  Nach  (6)  reduciren  sich  aber  hierdurch  die  Ditlerential- 
gleichuneen  (7)imf  die  DifTerenlialgleichungen  (4),  die  von  selbst 
die  Gleichung  (3)  nach  sich  ziehen.  Man  erhult  somit  den 

Satz  A.  Ist  ferne  von  t  freie  Fimctton  von  7i,  • .  •  7«?  9i>  •  •  •  9nj 
die  den  beiden  Vorausselzuiujen  (2)  und  (5)  genügt,  so  fallen  die 
Losungen  der  beiden  Probleme  J  und  JI  j^ttsammen^  sobald  man 
zwischen    und  h  die  GUtchung: 

(4)  Ö)(<4,a4,  ...a^,  ^^,...6«)  =  A 

herstellt,  die  aus  der  Gleichtmg  (3)  durch  SiAstituthn  der  Lth 
sungen  des  PrebUms  I  entstehtj  und  die  im  Probleme  II  die  Unbe- 
keuMle  (Ii  bestimmt. 

Dleaer  Salz  Itfaat  sich  aber  auch  ganz  unabhängig  von  der 
Lagrange  'sehen  MaItiplicat(«enmethode  beweisen.  Indem  man 
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nämlich,  was  immer  frei  steht,  eine  neue  unabhängige  VarwMe 
einfuhrt,  kann  man  das  Problem  II  auch  so  aussprechen: 

Problem  II^^.  Zw  i  sehen  den  n-h^  unbekannten  Funclionenq^^ ... 
und  l  der  unabhängigen  Variabein  Q  ist  die  Gleichung  (3)  mit 
einem  gegebenen  Werthe  der  Constanten  h  vorgeschrieben ^  wobei 
die  Gi'össen     ,  ...  q\  durch  die  Formeln: 

definirt  sind,  Ueberdies  siMen  die  Functionen  9, ,  . . .  9»  in  im 
beiden  gegebenen  Grensten  9  s  0  und  Q  =s  die  gegebenen 
Werihe  ,  ...  a„  und  ^ »  .  • .  erhalten  und  die  Function  t  (vor 
8  =  0  verschwinden^  während  ihr  Werth  t^fürBrns  keiner-^ 
lei  Beechrüinkmg  unierHe^.  Man  $oU  wUer  4ieten  ftUffftronyw 
der  Perderung 

geniigen. 

Nach  d6r  Vorausaettung  (5)  enthalt  in  dieser  nenen  Anf- 
fastftog  die^Gtefchung  [3]  jetzt  sicher  ^  und  bestimmt  also  nur 

diesen  Dtfferentialquotienten  als  Fünotian  der     und  ^  ,  with- 

rend  sie  diese  Grössen  selbst  ganz  icillkUrLich  lässt.  Dies  würde 
dagegen  nicht  mehr  der  Fall  sein ,  wenn  in  der  Gleichung  (3) 
die  q  nur  in  ihren  Verhältnissen  vorkämen.  Es  würde  «ber 
auch  dann  nicht  mehr  gelten,  wenn  man  ebenfalls  als  fest 
gegeben  vorschreiben  wollte.  Denn  dann  wtlrde,  wenn  mao 
durdh 

dl  ffm  1^  '  >  *) 

Sie  Asflösung  der  Gleiehung  (3)  nach  ^  beieichnet,  «ua-diaiar 

Gleichung  fur  die  FimciioneD  9  die  isoperiinetrische  Bec^itgang 

entspringen.  — 

Variirt  man  nun  die  FuDctionen  <i  0« »  •  •  •  9»)  so  wird: 

worin: 
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^Qi   -»  dt 

aber  folgt : 

ddqi        dt    m»  t  ddt 

also  ergiebt  sich: 
Weiter  isl : 

sodass  man  schliesslich  erhält : 

4  i  dt 

fNfMIk  'die  VoilPgeA9liriebc«M  9ddMg«iitMMehttt(g  (9)  IMii  aber 

hWauft  ~  von  selbst  weg.  tlebbräies  müssen  dlb  Variationen 

^q^,  ...  dq„  f(lr  0  ä  0  und  0  ss  0,  verschwinden,  lote^rirt 
man  also  zwischen  diesen  beiden  Grenzen,  so  folgt: 

Hierin  sind  nun  nach  der  vorhih<fber  die  Gleichung  (3)  gemachten 
Bemerkung  die  dq  gant  wiltläQ'licb.  Also  fuhrt,  was  eben  zu 
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beweisen  war,  das  Problem  lU  aaf  dieselben  Differential- 
gleichungen : 

welche  auch  das  Prohlem  T  lösen. 

Aus  dem  Probleme  II  kann  man  nun  aber  t  ganz  elimintren. 
Belrachlel  man  nämlich  etwa  q^  ,  •  •  •  7n  zunächst  als  Functionen 
von    und  erst  dieses  als  FuuctioD  von  t  und  setzt  dem  zu  Folge : 

SO  geht  die  BedingUDgsgleichjiDg  (3)  Uber  in  eine  Gleichung 
zwischen 

</V4  dq„        j  , 

9..  ■••  il  und 

und  zwar  in  eine  Gleichung,  die  wegen  der  Voraussetzung  (5) 
nothweudig      epthult.  Ist  also.  y 

9'. -"(9..  afS  •5^.*) 

ihre  Auflösung,  so  eritt|len  die  Subätitutiojaen : 


Ol 


identisch  die  Bedingungsgieichung  (3)  und  ergeben: 

<f<  _  < 

Daher  geht,  wenn  man  in  dieser  Weise  r/,  an  Stelle  von  f  als 
unabhängige  Variable  einführt  und  mit  (p  den  Werth  bezeichnet, 
den  die  Function  f  durch  die  Substitutionen  (9)  erhält,  das 
Problem  H  seinerseits  über  in  das  folgende 

Problem  III.  Unter  allen  Functionen  7,, . . .  der  unabhängigen 
Variabein  7,,  welche  in  den  gegebenen  Crenzcn  und  b^  die  ge- 
gebenen Werthe  a, ,  ...  a„  und  ,  ...  besitzen,  diejenigen  zu 
finden^  für  welche  die  erste  Variation  des  Integi  ales : 

.C:  '-^ 

verschwindet^  das  aus  dem  integrale 


f. 
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entsteht^  wenn  man  t  müUUt  d&r  Bedingungsgleichung  (3)  eli^ 
minirt. 

Daher  kann  man  den  Satze  A  auch  die  folgende,  im  zweiteo 
Bande  der  Mathem.  Annalen  direct  bewiesene  Form  geben: 

Satz  B .  Unter  den  Voraussetzungen  des  Satzes  A  erhält  man  die 
Lssungen  des  Problems  III  aus  denen  des  Problems  L  indem  man 
aus  den  letzteren  sowie  mit  Hülfe  der  Gleichung  (4)  auch  t^  eli- 
minirt.  Umgekehrt  braucht  man  nach  vollständiger  Integration  der 
Differentialgleichungen  des  Problems  HI  nur  noch  die  Quadratur : 

a II szK fahren,  um  die  vollständigen  Integralgleichungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen  des  Probletns  f  zu  erhalten. 

Esislunmittelbarklar, dass  von  diesen  beiden  {Iquivalenten 
Sützen  A  und  B  fi/r  das  Problem  T  /selbst  nur  der  zweite  Nutzen 
gewahrt.  Denn  der  Satz  A  lehrt  im  Wesentliehen  nur,  dass  die 
DilTerentialgleichunj^en  des  Problems  II  sich  auf  die  des  Problems 
I  reduciren,  während  der  zweite  Theil  des  Satzes  B  eine  wirk- 
liche Transformation  und  Reduction  der  Dtfferentiaigleichungen 
des  Problems  1  angiebt. 

Um  nun  zu  erkennen,  wie  aus  den  beiden  Sützen  A  und  B 
dlebeiden  Formen  desPrincipsder  kleinsten  Action  hervorgehen, 
braucht  man  nur  anzunehmen ,  dass  die  Yariabeln  q^,  . . . 
irgend  welche  unabhängige  Bestiminiingssttleke  eines  Systems 
materieller  Punkte  seien,  das  unveränderlichen  Verbindungen 
unterworfen  ist  und  sich  unter  dem  Einflüsse  einer  von  der  Zelt 
t  freien  Kräftefunciion  ü  bewegt  Dann  erfttllt  n^mlioh  die  An^ 
nähme 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Punktsystems  be- 
zeichnet, unsere  beiden  Voraussetzungen  (2)  und  (ö)  und  fuhrt 
zugleich  nach  dem  H a mi  1  ton'schen  Principe  das  Problem  1  in 
die  Aufgabetlber,die  Bew  egung  des  Punktsystems  zu  bestimmen, 
wenn  seine  Positionen  zu  einer  gegebenen  Anfangszeit  t  =  0 
und  zu  einer  gegebenen  Endzeit  t  ^  t^  bekannt  sind.  Weiter 
wird 

MaUi.-pkjs.  Classe.  16^.  24 


die  Gleichung  (3)  verwandelt  aieh  also  in  die  GleichuDg  der  le- 
bendigen Kraft 


und  das  Integral  des  Problemes  II  geht  ttber  in  das  Actions- 
integral 


wuhrend  das  Integral  des  Problemes  III  aus  diesem  erhallen  wird, 
wenn  man  die  Zeit  t  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  eliminirt. 

Bei  dieser  Anwendung  auf  die  Dynamik  ergiebt  sich  dem- 
nach aus  Salz  B  die  Jacob  i 'sehe  Form  desPrincips  der  kleinsten 
Action,  aus  Satz  A  aber  die  L  a  g  r  a  n  g  e'sche  Form  dieses  Princips, 
die  hiernach  in  der  That  sich  im  Wesentlichen  so  aussprechen 
lässt,  wie  es  in  der  Anmerkung  zu  Bd.  I  p.  277  der  M6canique 
analytique  geschieht,  deren  praciser  Sinn  aber  wohl  noch  be- 
stimmter in  der  folgenden  Fassung  hervortreten  dürfte  : 

Gehorcht  die  Bewegung  eines  Systems  maUrieÜer  Punkte  dem 
Princtp  der  ErhaUung  der  lebendigen  Kraft 


und  sind  überdies  die  Positionen  des  Systems  zur  Anfangszeil  t  =  0 
und  zu  einer  unbekannten  Endzeit  t  =  t^^  sowie  die  anfängliche 
lebendige  Kraft  des  Systems  (oder  der  Werth  der  Gonstanten  h] 
geyeben,  so  fällt  die  Aufgabe^  die  Bewegung  des  Systems  zu  be- 
stimmen ,  zusammen  mtt  der  folgenden  Aufgabe  der  Variations- 
rechnung : 

Unter  (dien  Functionen  von  ty  die,  für  die  Coordmaten  der 
Punkte  eingesetzt,  nicht  nur  den  endlichen  Bedingungsgleichungen 
des  Systems,  sondern  auch  der  Differentialgleichung  [\Q)  genügen^ 
und  iiherdies  für  /=  0  und  t  s=t^  die  den  beiden  gegebenen  Po- 
sitionen  des  Systems  zukommenden  Werthe  annehmen^  diejenigen 
nebst  dem  zugehörigen  Werthe  von  t^  %u  finden,  welche  die  erste 
Variation  des  ActionsintegrcUes 


J9 

»um  Veridiwmden  bringen.  — 

Der  erste  Beweis,  den  ich  im  Vorhergehenden  vom  Satze  A 
gegeben  habe,  entspricht  der  Art,  in  welcher  Rodrigues  die 


(40) 
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Differentfalglleiehungen  der  Bewegung  ans  dem  Lag  r  a  Dge'schen 
Prindpe  ableitet,  der  sweite  dagegen  achlieaat  sieh  in  der  Haupt- 
sache dem  H  a  t  h  i  e  u  'sehen  Beweise  dieses  Princips  an.  Die 
La  grange'sche  Ableitung  habe  ich  absichtlich  nicht  sum  Vor^ 
bilde  genommen,  weil  sie  das  Auftreten  von  dt  ganz  vermeidet 
und  eben  dadurch  es  ungewiss  Issst,  wie  die  YariaUonen  tu 
versldien  sind. 


4)  BmiU  Hütkim,  Dysamique  analytique,  Pari»  4871,  p.  ki,  oo.  S5. 
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End.  Leuckart,  i45conema  gibbosum^  ein  SphaenUanor-artiyer 

neuer  }^('m(ilode. 

Wenn  die  Ansichlen,  die  A.  Schneider  im  Jidire  1864  über 
die  Natur  der  sonderburen  Sp/Kirrularia  nuscesprorlien  hat  (Mo- 
nographie der  Nematoden  S.  322),  zwei  Decennien  hindurch  un- 
beachtet blieben  und  erst  dann  die  ihnen  gebührende  Anerken- 
nung fanden,  als  es  gelang,  ihre  Richtigkeit  durch  directe  Be- 
obachtung ausser  Zweifel  zu  setzen  (Leickart,  Zoologischer 
Anzeiger  1885,  S.  273  ,  so  erklart  sich  das  zumeist  durch  den 
Tmstand,  dass  dieselben  weit  aus  deni  Rahmen  des  damals  Be- 
kannten hinaustraten.  Kin  Thier,  das  seinen  Geschlechtsapparat 
ausstülpt  und  in  Form  eines  immer  mehr  sich  vergrössernden 
Anhangs  zur  Hcifc  bringt,  währeml  der  TrJIger  au  diesen  Vor- 
gängen niclil  nurkeincriei  Antheil  nimmt,  sondern  seine  bebens- 
thUtigkcit  einstellt  und  meist  vollständig  zu  Grunde  geht  — 
ein  solches  Geschtfpf  war  auch  als  EiDgeweidewurm  so 
aussergewOhnlieher  Art,  dass  Zweifel  und  Unglaubeo  durch- 
aus am  Platse  schien.  Hütte  man  Falle  gekannt,  die  in  einem 
derartigen  Verhalten  den  Uebergang  maehten,  die  dasselbe  in 
irgend  einer  Weise  vorbereiteten,  dann  wttrde  das  Urtheil  ver- 
muthlich  von  vornherein  anders  gelautet  haben. 

loh  freue  mich,  in  Nachfolgendem  Uber  einen  solchen  Fall 
berichten  zu  iLOnnen.  Wie  bei  SphaenUariay  betrifft  derselbe 
einen  Schmarotter-Nematoden,  einen  Parasiten,  der  die  Larven 
von  Cecithmyia  pmi  bewohnt,  aus  diesen  aber  auch  in  die  spa- 
teren Zustttnde,  in  Puppe  und  Geschlechtsthier,  Obergeht. 

Die  betrefTenden  Larven  wurden  in  den  Herbstmonaten 
dieses  Jahres  hcluHg  in  den  für  die  Zucht  von  Allantoncma  — 
ich  verweise  für  diesen  i^leichfalls  sehr  merkwürdigen  hetero- 
genen  Wurm  auf  meine  Mittbeilungen  in  dersoologiscbenSection 
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der  Magdeburger  Nalurforseher-Veraammlaiig  4884  »  von  mir 
hergeriehtelOQGefasseQvorge runden  und  zaerstvon  Herrn  Stud. 
SnmLL,  den  ich  nach  AUaDlonemen  dario  la  suchen  gebeten 
hatte,  als  infieirt  erkannt. 

Der  Wurm  schliessi  sich  in  einem  weit  höheren  Grade,  als 
Sphaenäaria,  an  die  Gruppe  der  Hhahditiden  nn  und  mag,  da 
er  nen  lat,  fortan  als  As&mema^)  gibbosum  bezeichnet  werden. 

Im  ausgewachsenen  Zustande  besitzt  derselbe  eine  Grösse  von 
etwa  0,6  mm.  Seine  Form  ist  in  hohem  Grade  auffallend,  denn 
der  schon  an  sich  gedrungene,  plumpe  Leib  trägt  hinter  der  Mitte 
einen  bnekelfOrmigen  Anhang  Ton  gewaltiger  Grosse  (0,85  mm), 
der  brofifaaackartig  der  BanefaflKehe  aufaitst  und  den  Korpei^ 
darcbmeaaer  (0,09  mm)  uro  reiehliofa|  das  Doppelte  vergrOsaert. 
Die  Schwere  dn  Bnokels  Ist  so  gross,  dass  der  Wurm  nicht 
aehlttngefaid,  wie  die  Hbrigen  Nematoden,  sieh  fortbewegt,  son- 
dern fostliegt  und  nur  mit  seinen  finden,  besonders  dem  an 
Unge  ttberwiegenden  Vorderende,  sebwingende  Pendelbe- 
wegungen austlbl. 

Das  tiber  den  Buckel  frei  hervorragende  Sehwansende  ist 
in  Form  eines  conischen  Zapfens  von  0,09  mm  nach  dem  Blicken 
10  emporgehoben  und  am  Ende  mit  einer  sehlanken  Papille  ver- 
seben, wahrend  der  mehr  allmfilig  sich  verjüngende  Vorderleib 
eioe  nahesn  oylindrisohe  Gestalt  hat.  Nur  die  Kopfspitxe  macfat 
eine  Ausnahme,  Indem  sie  scharf  gegen  den  weit  dickeren  Leib 
sich  absetst  und  einen  fest  selbständigen  schlanken  Anhang  dar- 
stellt, der  sich  mehr  oder  minder  weit  in  tetiteren  hinein  su- 
rOckxlehen  kann. 

Die  Ihrer  äusseren  Form  nach  hier  beschriebenen  Thiere 
ergeben  sich  bei  nüherer  Untersuchung  sümmtMch  als  ausgebil- 
dete Weibchen.  Sie  besitzen  eine  Im  Innern  des  Vorderkörpers 
mehrfach  in  Schlingen  zusammen$;:e legte  einfache  Geschlechts- 
röhre.  die  mit  ihreui  fast  zwiebelartig  gebildeten  Endstücke  den 
vorderen  mehr  oder  mindcp  vorspringenden  Theil  des  Buckels 
durchsetzt  und  auf  demselben  «»usmUndel,  so  dass  die  hei  weitem 
grössere  Masse  des  Anhangs  hinter  der  Genitalöffnung  gelegen 
ist.   Die  Wand  dieses  Endstückes  besteht  aus  ziemlich  grossen 

4)  Daee  der  Genasaame  Ateotmtb  von  den  Botaoikera  bereits  (an 
«inen  Pils]  vergebe»  ist,  thut  der  Verwendmig  fllr  soologlsehe  Zweeke 

um  so  weniger  Eintrag,  als  die  früher  in  dieeer  Hinsieht  gettbte  Ab- 
stinenz allmttlig  ausser  Gebrauch  gekommen  isk  •  - 
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hellen  Zellea  mit  einem  blJtocIienfomiigen  Kern  imd  großem 
KemiLtfrperalien.  Gans  ahnllehe,  wenngleicb  mdsi  grossere  Zel- 
len sind  es,  die  des  Psrenchym  eider  riohtiger  vielmiribr  die  Wand 
des  Buckete  bilden.  Der  ietstere  ist  nümiieh  keineswegs  solid, 
sondern  von  einem  sdisrl  begrenzten  weiten  Hohlraom  dnreh- 
sogen,  der  fast  in  ganser  Uüoge  mit  der  Leibesliflhle  des  Wnrma 
susammenhängt,  so  dass  sieh  audi  In  dieser  Beaiehang  der  oben 
gebrauehte  Yergleieh  mit  einem  Bmohaaohe  vollständig  rechte 
fertigt.  Die  ZeUen  liegen  mehrlaoh  gesehiohtet  Ober  einander 
und  sind  in  Gruppen  angeordnet^  welche  nach  aussen  vorspringen 
und  der  Oberfläche  des  Buckels  ein  höckriges  Aussehen  geben» 
Die  Cuticula,  welche  die  Zellenwand  überzieht  und  an  der  ring* 
fbrmig  eingeschnürten  Baaia  des  Buokels  mit  der  äusseren  Be- 
deckung des  Wurmkörpers  zusammenhängt,  besitzt  eine  an- 
sehnliche Dicke  und  zeigt  —  im  Gegensatze  zu  letzterer  eine 
vermuthlich  von  Porenkanälen  lierrtthrende  radiäre  Streifung. 
Durch  die  Geschlechlsöfl'nung  setzt  sich  diese  Cutioula  direct  in 
die  innero  Auskleidung  des  anliegenden  Bulbus  fort,  so  dass 
letzterer  auch  hierdurch  seine  Zusammeogehörigkeit  mit  dem 
Buckel  kundgiebl. 

Der  Bulbus  ist  tlbrigens  nicht  das  einzige  Organ,  welches 
aus  der  Leibeshöhle  des  Wurmes  in  den  Innenraum  des  Genital- 
wulstes übertritt.  In  seinem  hinleren  Abschnitte  umschliessl 
derselbe  gewöhnlich  auch  einen  mehr  oder  minder  grossen  I  heil 
des  Darmes,  der  bei  unserem  Ascotiema  freilich  kaum  minder 
eigenthümlich  entwickeil  ist,  als  der  Genitalsehlauch.  Sonst  bei 
den  Nematoden  ein  deutlich  rOhriges  Gebilde,  erseheint  derselbe 
nandiefa  ala  ein  aolider  Strang ,  aus  einer  bald  —  and  so 
besonders  in  der  hinteren  Kttrperiijllfke  —  einfiielien,  bald  aueh 
doppelten  Reihe  ansefaniieber  Zellen  (bis  0,08  mm)  sn- 
sammengesetst,  die  eine  mehr  oder  minder  geslreekte  Fona  be>* 
sitsen  und  in  ihrer  sonst  kOmigen  Inhaltsmasse  je  einen  blfla- 
ohenftonigen  bellen  Kern  enthalten.  0uroh  diesen  Bau  erinnert 
der  Strang  ao  lebhaft  an  den  von  Mnasiiia  einst  beschriebenen 
Zellenkdrper  von  Jfermtf  aUrictms,  dass  beide  Gebilde  sehon 
ohne  weiteres  dadaroh  als  homolog  sieb  ergeben  >).  Daa  vordere 

4]  Durch  Untersuchung  einer  in  den  Larven  von  Ctüej:  pipiens 
sclunarolzeaden  juo^^ea  Mermis  habe  ich  übrigcDS  auch  diroct,  wie  bei 
unserin  iüooiMiiNi,  die  Abitammiing  dlesoi  ZellensohlmichM  von  eineoi 
AQfsDgs  gani  normil  enlwiokalien  Oarnie  oonslstirai  konoeo. 
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Ende  ist  dufdi  eine  Art  LigamoDt,  die  Fortselsiuig  der  die  ZeHen 
msamoieDlMUendeii  sarten  Haut,  an  der  Basis  der  Kopfspitae 
belestigt,  die  ihrerseits  eine  dnrciiaQS  solide,  wenn  anoh  nielit 
vtfliig  lionegetteBesebafenbeit  liat,  da  sie  in  ilirer  Aze  toh  einem 
deutlieii  begrensten  Strange  dordiiogen  wird,  der  sieii  dnreii 
seine  Lage  als  ein  Rndinsent  des  frllher  Yoriuuidenen  Ptiarynx 
SU  erirannen  giebL  In  Ulinliefaer  Weise  ist  das  hintere  Ende 
des  ZellenlmrperB  an  die  Banehwand  des  Sohwanssapfeos,  da, 
wo  man  den  After  des  Wunnes  vermnthen  iLOnnte,  angeheftet. 
Der  After  seihst  aber  Ishit^  nnd  ebenso  aueh  eine  distinete  Mund- 
ttlTnung. 

Von  den  £nden  abgesehen  ist  der  ZellenkOrper  Ttfllig  frei, 
wie  sonst  der  Darm,  im  Innern  der  Leibesbohle  gelegen.  Sein 
Verlauf  aber  ist  vielfach  anregelmassig  und  wechselnd,  je  nach 
dem  Fttllungszustande  des  Genitalselilauches,  der  bald  hier^  bald 
dort  auf  ihn  drttckt  und  ihn  zum  Ausweichen  zwingt.  Dass  da- 
bei ein  kleinerer  oder  auch  grösserer  Theil  desselben  in  den 
Buckel  tlberlritt,  ist  schon  ohen  erwähnt  worden.  Mit  zu- 
nehmendem Alter  werden  diese  L'nregelmüssigkeiten  noeh  auf- 
fallender, da  die  Würmer  mit  der  Zeit  immer  mehr  sich  ver- 
kurzen und  das  mitunter  —  man  IriÖt  solche  Exemplare  vor- 
nehmlich Inden  ausgebildeten  Fliegen  —  in  einem  solchen  Grade, 
dass  der  Körper  den  Buckel  nur  um  ein  Geringos  überragt.  In 
solchen  Fällen  ist  dann  auch  begreiflicher  Weise  der  bei  weitem 
ausehnlicbste  Theil  der  gesammten  Eingeweide  in  deu  Anhang 
eingetreten.  Trotz  der  starken  Verschrumpfung  sind  die  Wür- 
mer übrigens  in  diesem  Zustande  noch  lebend ;  sie  bewegen 
sich,  wenngleich  nur  matt,  und  enthalten  auch  gewöhnlich  noch 
eine  Anzahl  reifer  Eier. 

Was  die  Bildung  des  Geuitalschlauches  hetrilU,  so  mag  hier 
weiter  noch  erwUlhnt  sein,  dass  auf  den  schon  oben  beschriebeneu 
Bulbus  zunächst  ein  dünnwandiger  langer  Uterus  folgt,  der  die 
schalentragenden  Eier  enthKlt.  An  diesen  scbliesst  sich  sodann 
ein  mit  Sperma  gefblltes  iMngHeheslleeeptaenlnni  nnd  das  eigen!- 
Hebe  OTarinm,  das  den  ansehnKolisten  Theil  des  genten  Appa« 
rates  ausmaehl,  naeh  der  Besehaffenheii  seines  Inhaltes  aber 
wieder  in  Absefanitte  sich  auflasen  Ittsst.  Die  Rhaohis  isl  nur 
wenig  entwielLeH  nnd  karz,  wie  denn  auch  die  nmehtbarkeit 
unserer  Warmer  im  Gänsen  nnr  beschrilnki  ist. 

Die  Eier,  die  eine  lingUehe  Form  liesitien  und  je  0,97  mm 
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messen,  werden  in  der  Regel  vor  Beginn  der  KIttftung 
abgelegt,  so  dass  die  ganze  embryonale  Knlwickelung  in  der 
Leibeshühle  des  Wii  thes  durchlaufen  wird.  Schon  einige  Tage 
nach  dem  Eierlegen  schlüpfeu  die  jungen  WUrmchen  aus.  Sie  be- 
sitzen bei  einer  Lange  von  Anfangs  nur  0,23  mm  ganz  diegewohn- 
liche  Form  und  Bildung  eines  jungen  Nematoden,  und  bewegen 
sich  wie  diese  sehlüngelnd  im  Innern  der  sie  beherbergenden  Lar- 
ven, besonders  im  hintern  Tlieile  der  Leibeshöhle.  Wo  mehrere 
Asconejfien  vorhanden  sind  —  und  ich  habe  deren  in  den  Larven 
meiner  Zuchtgefiisse  schliesslich  bis  zu 40  und  50  Stück  gefuuden, 
—  da  wächst  die  Zahl  der  jungen  Würmchen  oftmals  zu  einer 
grossen  Menge  heran,  ohne  dass  die  Träger  darunter,  dem  An- 
schein nach,  besonders  zu  leiden  haben. 

Nach  ihrem  Aussehen  würde  njan  die  jungen  Nematoden  für 
Rhahditiden  halten  können,  wenn  sie  nicht  durch  die  gleich- 
massige Bildung  und  die  fast  mangelnde  Muskulatur  ihres  zahn- 
losen Pharynx  davon  verschieden  wUren.  Ihre  Darmzellen  sind, 
w  ie  bei  den  genannten  Thiei  eii,  in  zwei  Langsreihen  angeordnet, 
umschliüssen  aber  ein  nur  enges  und  schwach  begrenztes  Lumen. 
Die  Genitalanlage  überschreitet  Anfangs  kaum  die  gewöhnlichen 
Dimen^ioneu ,  lasst  aber  schon  frühe  eine  Zufiammensetouiig 
aus  mehreren  Zellen  erkennen. 

Mit  zunehmender  Körpergrösse  beginnt  nun  aber  io  dieser 
Anlage  sehr  bald  ein  beiriUbtliches  Wachsthum,  so  dass  sie  be- 
reits bei  WUrmchen  von  nur  0,3  mm  als  ein  Zellenstrang  von 
fast  0,4  mm  ersobeinl.  In  der  Begel  verweilen  die  jungen 
Thiere  übrigens  eine  noch  iHngere  Zeit  im  Innern  ihrer 
Wirilie,  bis  sie  gegen  0,35  mm  messen,  und  dann  kann  matt 
an  der  Besciiaffenheit  der  Genitalanlage  schon  das  spätere 
Gescbleoht  unterscheiden,  indem  dieselbe  bei  den  Weibchen  in 
ihrer  Aze  bereils  ein  schwach  geieichnetes  Lumen  erkennen 

Obwohl  sich  mir  gleich  beider  mtenUntenuohung  unaerea 
Äsconmna  die  Ueberseugung  aufgedrängt  hatte,  daaa  der  teokel, 
dessen  Anwesenheit  unseren  Wurm  in  so  auffallender  Weiae 
ausseichnety  nur  durch  einen  Vorfall  der  Scheide  entatanden  sei, 
unser  Parasit  also  ähnlich  sich  verhalte,  wie  SphaenUaria ,  ao 
fehlte  einstweilen  doch  der  Beweis  filr  die  Richtigkeit  dieser 
Annahme.  Um  diesen  su  erbringen,  musste  unser  Wurm,  der 
aunliebst  nur  in  legereifen  weibliehen  Individuen  und  in  Jugend- 
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fornien  aufgefundeD  wurde,  in  seinen  Zwuebeoziutanden  lur 
Beobaditung  gebraohi  worden. 

Da  nun  aber  die  Entwicklung  der  Parasiten  im  Innern  ilirer 
Wirlhe  ttber  das  oben  beschriebene  Stadium  nicht  hinausging, 
auch  niemals  mannliche  Thiere  daselbst  angetrotl'en  wurden,  lag 
die  Yermuthung  nahe,  dass  die  Würmer  vor  ihrer  Legereife  ein 
freies  Leben  führten  nnd  wahrend  dieser  Zeit  auch  ilire  ge- 
schlechtliche Ausbildung  erreichten. 

Die  Vermuthung  erwies  sich  als  durchaus  richtig.  Man 
braucht  die  inficirten  Larven  nur  zu  zerreissen  und  den  Insassen 
dadurch  Gelegenheit  zur  Auswanderung  zu  geben,  um  zu  sehen, 
wie  diese  bereits  nach  drei  Taaen  zur  Geschlechtsroile  gekoni» 
nien  sind  und  zum  Theil  sogar  sich  schon  begattet  haben.  Form 
und  Grüsse  doi-  geschlechtsreifeu  Wurmer  sind  gegen  früher 
freilich  nur  wenig  verändert. 

Was  zunächst  die  Mannchen  hetriirt,  so  messen  diese  nur 
selten  mehr  als  0,36  mm.  Sie  sind  schlanker  und  auch  meisl 
etwas  kleiner  als  die  Weibchen,  sonst  diesen  aber  ausserordent- 
lich [ihnlich,  gleich  ihnen  auch  mit  einer  bursalosen  iaiigge- 
treckten  Schwanzspitze  versehen.  W^as  sie  auszeichnet,  ist  die 
Bildung  des  Genitalschlauches  und  die  Anwesenheit  eines  Spi- 
cularapparates.  Der  letztere  bestellt  aus  zwei  bogeufurmig  ge- 
krümmten äusserst  kleinen  Horunadeln  von  0,003  mm,  die  mit 
ihrer  Convexität  einem  noch  kleineren  StUtzplüttchen  anliegen. 
Die  frühere  indifferente  Geschlechlsanlage  hat  sich  zu  einem 
ansehnlichen  Ductus  ejaoulatorius  entwickelt,  der  mit  winsigen 
Spermasellen  gefüllt  ist  und  sich  vom  in  einen  Hodenschlauch 
mit  homibrmig  umgebogenem  Endstücke  fortsetst. 

Der  Gesdhlechtsapparet  der  Weibchen  zeigt  eine  ähnliche 
Gonfi^uration.  Er  besteht  zunächst  aus  einer  machtigen  Vagina 
mit  dicker  Zellenwand  und  derber  Cuticula,  die  fast  die  halbe 
Lange  des  Wurmkörpers  durchzieht  und  auch  nach  hinten  ttber 
die  Vulva  hinaus  in  Form  eines  kurzen  Blindkanals  sich  fortsetzt. 
An  diesen  schliesst  sich  sodann  ein  Ovarialscblaucb,  dessen 
oberes  Ende  homfbrmig,  wie  es  für  den  Hodenschlauch  be- 
schrieben w  urde,  sich  umbiegt,  wahrend  das  untere  ein  Re- 
eeptaculum  bildet,  das  nach  vollzogener  Begattung  durch  die 
massenhaft  darin  angesammelten  Sameuxellen  die  Form  eines 
länglich  ovalen  Säckchens  angenommen  hat.  Das  blinde  Ende 
des  Schlauches  enthalt  dotterlose,  äusserst  kleine  Eier. 
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Die  Gesehlecbtsthiere  leben  nmi  eine  Zeit  lang  im  Freien, 
ohne  sich  Irgend  wie  zu  vertindern.  Die  MHnndien  existiren 
ttberhanpt  mir  als  freilebende  Wfirmer.  Sie  sind  auch  kun- 
lebiger  als  die  Weibchen,  dfo  nach  der  Begattung  wie  die 
Weibeben  von  SphaenUariaf  das  freie  Leben,  fiJts  sieh  dara 
Gelegenheit  bietet,  mit  einem  parasitisehen  Yertauschen,  und 
erst  dann  zur  vollen  Entwickelung  und  zur  Legereife  heran-* 
wachsen. 

Die  Art  der  Einwanderung  habe  ich  eben  so  wenig  fest- 
stellen können,  wie  die  Aiiswanderungsweise.  Nur  so  viel  darf 
ich  mit  Bestimmtheit  behaupten,  dass  die  Einwanderung  aus- 
schliesslich in  die  Larven  der  Cecidomyia  stattfindet,  an  einen 
bestimmten  Zeitabschnitt  aber  nieht  aol^iinden  ist.  Ausge- 
wachsene Larven  lassen  sich  kaum  minder  sicher  iniiciren,  wie 
jüngere.  Vielleicht,  dass  die  Würmer  durch  den  After  einwan- 
dern, wie  das  bei  andern  Insecten-Neniatodcn  beobnrhlet  wird. 
Andererseits  ist  freilieh  auch  die  Mn£»lichkeil  einer  Eiinvande- 
rung  durch  den  Mund,  wie  solche  wahrseiieinlicher  Weise  bei 
Sphapmlaria  geschieht,  nicht  ausgeschlossen.  Gleich  dunkel  ist, 
wie  jiesagl,  die  Auswanderung  der  jungen  Würmer.  Ich  weiss 
nicht  einmal,  ob  die  Auswanderung  eine  aelive  ist,  oder  ob  die- 
selbe erst  nach  dem  Tode  des  Wirthes  stattfindet,  wie  mir  fast 
wahrscheinlich  dünkt.  Jedenfalls  verweilen  die  Würmer  nach 
Verlassen  der  Eihüllen  eine  ungewöhnlich  lange  Zeit  im  Innern 
ihrer  TrHger.  wie  die  oben  erwähnten  Unterschiede  der  Körper- 
i^inss«'  lind  des  Entwicklungszustandes  ihrer  Genitalanlage  zur 
(jienüge  anzeigt.  Im  Darme  der  Wirthe  und  im  entleerten 
Kothe  habe  ich  niemals  ein  WUrmchen  auffinden  können. 

Ist  die  Einwanderung  nun  aber  einmal  geschehen,  dann 
beginnt  der  Wurm  alsbald  sich  weiter  zu  verittidem.  Bs 
wachst  die  Ktfrpergrösse  und  gleichzeitig,  ja  noefa  mehr,  die 
Grosse  der  Soheide.  Sie  wachst  nicht  blos  in  Lange,  sondern 
auch  in  Dicke,  so  dass  der  frtther  schlanke  Körper  beson- 
ders nach  hinten  zu  merklich  aufgetrieben  wird.  Bei  WOrmem- 
von  0,45  mm  betragt  diese  Dicke  Ober  0,045  mm  und  die 
Lange  der  Vagina  reichlich  0,48  mm.  Auf  der  HUhe  der  6e- 
schlechtsOiAiung  nimmt  letztere  dann  nahezu  den  ganzen  fainen- 
räum  des  Leibes  in  Anspruch,  so  dass  der  Darm  hart  an  die 
Rttckenwand  angedrängt  wird  und  die  frnher  paarweise  einander 
gegenfiberliegenden  Zellen  in  eine  einfache  Reihe  sieh  anordnen. 
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Wir  grelfeii  woU  aichl  Ml,  wenn  wir  dieae  VerUndenlngen 
im  Wesentltofaen  auf  das  Waehathaii  der  Scheide  sorttokfltthreii, 
auf  etnea  VorgaDg,  der  aeinefseite  wieder  duroh  eine  betmelifc* 
liebe  GrtffloeDsoDahine  der  einsefaien  Waadteüen  bedlngl  iai* 
Und  diese  GrtfMenioQaliine  ist  ea  nun  aueh,  die  alabald  in  der 
BÜdmig  dea  ei>ett  beaeliriebeneii  Buekela  hinftthM. 

Die  ersten  Anaelchen  derselben  bemeitt  man  bereita  bei 
Tbieren,  die  nur  wenig tÜMr  die  oben  angegebene  GrOsaelÜDaus 
gewaebsen  siod.  Man  sieht  <Ue  2eUen  in  einer  grVasern  Zahl 
aus  der  Geselileohlsitfnung  hervorquellen  und  gewinnt  sehr  bald 
die  Ueberzeugimg,  dass  der  Biiekel  in  der  Thal  nichts  anderes 
als  die  fast  in  ganxer  Ausdehnung  nach  auaseil  vergefailene  Va- 
gina ist.  Den  Prooess  dieser  UmstUlpung  hat  man  jedoch 
nicht  so  zu  denken,  dass  der  Scheidenkanal  dabei  mit  seinen 
Lippenrändern  immer  weiter  hervortritt,  wie  solches  hei  Sphae- 
rularia  der  Fall  ist.  Wäre  dem  so,  dann  wtirde  der  Vorfall  ver- 
miithlich,  wie  bei  letzterer,  die  Form  eines  Schlauches  haben. 
In  Wirklichkeit  verhalt  es  sieh  insofern  anders,  als  es  an  Stelle 
der  Lippenrandzellen  die  der  GeschlechlsöffViung  gegenüber- 
liegenden Zellen  der  RUckenwand  sind,  welche  die  Ausstülpung 
einleiten.  Unter  gleichzeitiger  Kinbiegung  der  betreffenden 
Wandfläche  treten  diese  Zellen  zunächst  zur  Bildung  eines 
conischen  Zapfens  zusammen,  der  pfropfarli^ , Liegen  die  Genilal- 
öfFnung  andrängt  und  dieselbe  dann  der  Art  ausweitet,  dass  die 
Sj)itze  des  Zapfens  nach  Aussen  hervortritt.  Es  ist  Anfangs  ein 
nui-  kleines  üöckerchen,  das  aus  der  Geschlechtsöffnung  hervor* 
siebl»  dieselbe  aber  so  vollständig  ausfüllt,  dass  der  Innenraum 
sowohl  des  binlem,  wie  aiieb  dea  irordem  Yagisalaebenkels  an 
den  Rändern  derselben  settMllindig  auamttndet.  Die  cntionbire 
AuaUeidung  dSeaes  Innemumee  ist  jetat  von  iMiriiebUicher 
Diebe  ond  leigt  eine  onregelmasaiga  FalUug.  Aoeb  der  Genital- 
sebianeh  bat  sieb  in  einiger  Hinsiäi  verändert,  indem  daa  dem 
Receptaenliim  anbttngende  Bodstttcb,  daa  Ovariam,  an  Lange 
ittgenonunen  bat,  und  am  Grunde  des  evslem  die  Bildui^  dea 
spütera  Uterua  aiob  vorbereitet.  Die  volle  EntwieUung  fireiliob 
erreiebt  der  Geoitalsefalaoiii  erat  in  einer  spatem  Periode,  wenn 
die  UmsttÜpung  der  Scheide  nabesu  vollendet  ist.  Doch  daiu 
bedarf  es  nur  einea  Zeitraums  von  wenigen  Tageb. 

So  lange  es  nur  die  der  Genital<^ffiroDg  gegenOberliegende 
Bttckenflacbe  der  Sobeide  ist,  die  nach  aussen  bervortrttt,  bat 
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der  ADbang,  obwohl  an  Grösse  allmäüg  gewachsen,  eine  ein- 
faebe  Kugelform.  Er  strsekl  sich  erst  in  die  Lfinge,  wenn  die 
UmstUlpnng,  wie  es  zunächst  geschieht,  auf  den  hinforn  blind« 
sackartigen  Schenkel  der  Scheide  ttbergehl.  Aber  auch  hier 
sind  es  anfangs  nur  die  Zellen  der  Rückenwand,  die  aus  der 
immer  mehr  sich  erweiternden  GenitalöffiiuDg  hervorquellen. 
Die  cuticulare  Auskleidung  des  Innen raums  wird  dabei  in  immer 
grösserer  Ausdehnung  nach  aussen  vorlegt,  bis  die  Ausstülpunfz 
durch  das  Vortreten  der  den  Lippenrand  bildenden  Zellen  ihr 
Ende  erreicht  hat.  Da  die  neu  austretenden  Zellen  der  Reihe 
nach  den  früheren  sich  anfügen,  so  nehmen  die  letzten  natür- 
lich an  dem  in  gleichoni  Maasse  sich  vergrttssenden  Buckel  die 
hinterste  Stelle  ein.  Sio  l)ilden  einen  abgerundeten  Vorsprung, 
der  die  frühere  GeschlechtsttfTnung  überragt  und  den  bis  dahin 
gestreckten  Schwanztheil  des  Wurmes  nach  dem  Rücken  zu  em- 
porhebt. 

Der  vordere  längere  Schenkel  der  Vagina  hat  bis  dahin 
an  diesem  Vorgang  kaum  einen  merklichen  Antheil  genominen. 
Doci»  das  ünderl  sich,  sobald  die  L  nislUlpung  des  hintern  Al>- 
schnittes  vollendet  ist.  Die  Zellen  desselben  beginnen  dann 
gleichfalls  nach  aussen  hervortuquellen  und  swar  tunaehst  im 
gansenUmCange  des  Lippenrandes,  so  dass  dieser  in  Form  eines 
kunen  rtthrigen  Aoftatses  an  den  Vordemind  des  f rOhemBuekels 
sieh  anfügt.  Das  Ende  des  Aufiuities  trügt  nattlrlieh  eine  Oeff- 
nung,  die  sieh  in  den  Innenraum  der  Scheide  hinein  fortsetst. 
Doeh  die  Umstfllpung  nimmt  insofern  aisbald  einen  unregel- 
mUssigen  Verlauf,  als  die  Zellen  desSeheidenkanals  beim  Hervor* 
treten  in  grossester  Menge  wiederum  naeb  hinten  sich  wenden  und 
dem  frohem  Buokel  sidb  aueblieasen,  anstatt  ringt^Mmig  um  die 
Scheidenöfltamig  henirosugreifen.  Auf  diese  Weise  gesehieht  es 
dann,  dass  letstere  immer  mehr  nach  vom  gedrängt  wird  und 
sehliesslich,  wenn  die  Ausstülpung  vollendet,  mit  den  sie  um- 
gebenden Zellen  zapfenartig  nach  dem  Kopfe  su  vorspringt.  Mit 
dem  Austreten  einer  immerfort  sich  vergrOssemden  Menge  von 
Zellen  wird  die  Vagina  selbst  natürlich  immer  kürzer,  bis  schliess- 
lich nur  noch  das  letzte  Knde  derselben  seine  frühere  Beschaf- 
fenheil beibehält.  Es  bildet  in  diesem  Zustande  das  oben  be- 
schriehf^no  zwiebelformige  Endstück  des  Gescblecbtsapparates, 
das  schon  durch  seinen  Bau  die  Zugehörigkeit  7Aim  Genitalbuckel 
hinreichend  kundihut.  Dass  dasselbe  seine  ursprüngliche  Lage 
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verändert  hat,  aus  der  Leibesböhle  in  den  IiiDenraum  des  Buckels 
übergetreten  ist,  erkliirt  sich  aus  den  inzwischen  veränderten 
Druckverhältnissen,  die  durch  die  allmälig  zur  vollen  Enl- 
vvicklunfj;  gekommenen  Geschlechtsorgane,  die  keimbereitenden 
Theile  (Ovarium)  so  gut,  wie  auch  die  Leitungswegc  (l'terus), 
bedingt  werden.  Dier  gesteigerte  Druck  ist  es  auch,  der  sowohl 
den  Genitalbuckpl ,  wie  den  gesammten  Körper,  so  weit  er 
von  dem  Gesehiccbtsapparat  durchsetzt  wird,  immer  stärker 
ausweitet  und  dadurch  dann  die  eigenthümliche  Gestaltung 
unseres  Asconema  zur  Folge  hat.  Der  Kopfzapfen  und  das  hin- 
terste Schwänzende  sind  die  einzigen  Körperiheile ,  die  ihre 
früheren  Fonnverhältnisse  beibehalten .  Dass  ersterer  in  anderer 
Hinsicht  sieb  verändert,  indem  der  Pharynx,  der  denselben 
durchseist,  seine  Selbständigkeit  aufgiebt  und  mit  der  anliegen- 
den Leibeswand  verwächst,  erscheint  als  der  Ausdruck  derselben 
rUckschreitenden  Metamorphose,  die  wir  an  dem  Darme  schon 
früher  kennen  gelernt  haben. 

Dass  die  Lebensgesofaichte  unseres  Asconema  ein  Abbild 
jener  Verhältnisse  und  Zustande  bietet,  die  wir  durch  ScHMinia 
und  mich  bei  ^pAoertitorta  kennen  gelernt  haben,  bedarf  nach  dem 
Voranstehenden  kaum  noch  der  ausdrOcklichen  Betonung«  Beide 
Warmer  gleichen  einander  nicht  blos  dadurch,  dass  sie  ihre  Vagina 
nach  aussen  umstülpen  und  tu  einem  eigenthttmlichen  Anhange 
entwickeln,  sondern  weiter  auch  insofern,  als  bei  ihnen  die 
männliche  Geschlechtsreife  und  die  Begattung  in  die  Zeit  des 
freien  Lebens  verlegt  ist,  und  nur  die  Weibchen  es  sind,  die 
SU  Eingeweidewürmern  werden.  Der  Unterschied,  der  swischen 
ihnen  obwaltet,  reducirt  sich  darauf,  dass  der  Genitalanhang  von 
Asconema  weit  weniger  selbsUlndig  sich  entwickelt,  und  die 
ganse  Lebensgeschichte  in  einen  weit  engem  Zeitraum  sich  su-* 
sammendrängt. 
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phys.  Classe  bis  Ende  des  Jahres  4889. 

Professor  Adolph  Mayer  in  Leipzig,  stellvertretender  Secretär 
der  mathem.-pliys.  Glesse  bis  Ende  des  Jahres  1889. 

Professor  Rudolf  Duhm  in  Leipzig. 

Gebeimer  Hedicinalratb  Christian  Wilhelm  Brawte  in  Leipzig, 
Professor  Heinrich  Bruns  in  Leipzig. 
Oberbergrath  Hermann  Credner  in  Leipzig. 
Geheimer  Rath  Moritz  Wilhelm  Drobisch  in  Leipzig. 
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Geheimer  Uoricilli  Hans  Bruno  Geinüz  iu  Dresden. 

Professor  Paul  Flechsir/  in  Leipzig. 

Geheimer  Rnth  Willielni  (]ottlU'h  Haiikel  in  Leipzig, 

Professor  Axel  Harnack  in  Dresden. 

Geheimer  Medicinah'ath  Wilhelm  His  in  Leipzig. 

Prolessor  Johann  Auyust  Liulu'iy  Wilhelm  k'nop  in  Leipzig, 

Geheimer  llofrath  Hudolph  Leuckart  in  Leipzig. 

Professor  Suphus  Lie  in  Leipzig. 

  Carl  Neumnnn  in  Loipzis. 

  Wilhelm  Ostirald  in  Leipzivj. 

  Wilhcli»  Pfeljer  in  Leif»ziL'. 

  Wilhelm  Scheibner  in  Leipzig. 

Geheimer  llofrath  Auffust  Schenk  in  Leipzig. 
Gelieimer  RaUi  Oskar  Schlnmilch  in  Dresilen. 
Hofrath  Rudolf  Wilhelm  Schmitt  in  Dresden. 
Professor  Johannes  Thomae  in  Jena. 
Geheimer  Uofrath  August  Tupler  in  Dresdeo. 

    Gustav  Wieäemann  in  F^eipzig. 

Professor  Johannes  Wislicenus  in  Leipzig. 

  Wilhelm  Wunät  in  Leipzig. 

Geheimer  Rath  Gustav  Anton  Zeuner  in  Dresden. 
Geheimer  Bergrath  Ferdinand  Zirkel  in  Leipzig. 


Ausserordentliche  Mitglieder  der  mathemaliüch-pbysischen 

Ciasse. 

Professor  Edmund  Drechsel  in  Leipzig. 

Fruliere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  mathemaUsch-physischen  Glasse. 

Geheimer  Hofrath  Carl  Gef/enbaur  in  Heidelberg. 
Professor  Fcli.r  Klein  in  Güttingen. 
-  Adalbert  Krüger  in  Kiel. 

  Ferdinand  Freiherr  von  nirhthofen  in  Berlin. 

Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Weber  in  Güttingen. 

1* 
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Oberbibliotlu'k.ir  Joaeph  Heinrich  Gustav  Ernst  Furstemunn  iu 
Leipzig. 

Verstorbene  Mitglieder. 

Ehrenmitglieder. 

Johann  Paul  r>>t)  luilkrnstaii  \t>Hi. 

Karl  August  W  ilhelm  Eduard  von  Wtetershetm  ib6ö. 

Philo  logisch -historische  C  lasse. 


Eduard  Albrecht  4876. 
Christoph  Friedrich  von  Ammon 
1850. 

Wilhelm  Adolf  Becker  1846. 
Hermann  Brockhaus  48T7. 
Conrad  Bursian  4883. 
Gemrg  Curtius  1885. 
Johann  Gustav  Droysen  4884. 
Gustav  FliU/d  1S70. 
Friedrich  Franke  1871. 
Hans  Conan  von  der  GabeleiUa 
1874. 

Ernst  Gotthclj  Onsdorf  4874. 
Carl  Gintlimi  1809. 
iicnnann  Alf  r&i  von  Gulschmid 

1887. 
Gustav  Uiinol  1878. 
Ferdin a ml  Ifa  nd  1851. 
Friedrich     Chnsltun  August 

Hasse  18i8. 
Moritz  Haupt  1874. 
Gottfried  Hermann  1848. 


Friedrich  Jacobs  4847. 
Otto  Jahn  4869. 
Ludwig  Lange  4885. 
Carl  Joachim  Marquardt  488S. 
Andreas  Ludwig  Jacob  Michelsen 
4884. 

Carl  Nipperdey  1875. 
Carl  von  Xoordcn  188.3. 
Oscar  Ferdinatul  Peschei  4875. 

Ludwig  Prrllrr 

Friedrich  Wdhelm  Hitschl  i$76. 
August  Schleicher  1868. 
Au  (JUS  t  Seidler  1851. 
Gustav  Seyß'arfh  1883. 
Carl  Hnrihard  Stark  1879. 
Johann  Ernst  Otto  Stobbe  4887. 
Friedrich  Tuch  1867. 
Friede h:Ii  A\i(j}ist  Vhcrt  I8ä4. 
W'dhrlm   Wfirhsnmth  IMCG. 
Carl  Georcf  von  Wm  Itter  1880. 
Anton  Weslermaun  1869. 


Mülhematisch-ph)  sische  Ciasbe. 

Heinrich  d\irrest  1875.  Ludwig  Albert   Wilhelm  von 

Heinrich  Richard  Balt%er  Bessold  4868. 
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Carl  ßruhns  1881. 
Olli  Gustav  Canis  1869. 
Julius  Cohnheim  1884. 
Johann  Wolf  gang  Dübereiner 
1849. 

Otto  Linne  Erdmann  1869. 
Gustav  Theodor  Fedmer  4887. 
ÜUo  funke  1879. 
Peter  Andn'as  Hansen  1874. 
Wilhelm  Ilofineister  1877. 
Emil  Huschhe  1858. 
Hermann  Kolbe  1884. 
Gustav  Kunze  1854. 
Carl  Gotthelf  Lehmann  1863. 
Bernhard  August  von  Lindetiau 
1854. 

Richard  Felix  Marchand  4850. 
Georg  Mettenius  4866. 


August  Ferdinand  Möbius  1868. 
Carl  Friedrich  Xauinann  4873. 
Eduard  PöppKj  \  868. 
Ferdinand  Beivh  1882. 
Theodor  Sciieerer  1875. 
Matthias  Jacob  Schleiden  1881. 
Christian  Friedrich  SchuHtgri" 

chen  1 853 . 
Ludwig  Friedrich  WWielm  Au^ 

gast  Seebeck  1849. 
Samtie/  Friedrich  Natiianael  von 

Stein  1885. 
Alfred  Wilhelm  Vnlkmann  1877. 

Friedrich  Weber  1871. 
AV/iS^  Heinrich  Weber  1878. 
Johann  Carl  Friedrich  ^Uner 

4882. 


Lofpilg,  am  21.  December 
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Yerzeichniss 


der  bei  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 

schalleu  im  Jalire  1887  eingegangenen  Sciinrien. 


4.  Von  gelehrleu  Gesellschaften,  Universitäten  und  üfTentiichen 
Behörden  heraiiägegebene  und  periodische  Schriften. 

Denlsehland. 

Abbandluogen  der  Kgl.  Akademie  d.  Wissensch,  zu  Berlin.  Ausd.  J.lä8(i. 
Berlin  4887. 

SilXUngsborichte  der  Könii^l.  Prru<;s.  Akad.  d.  Wisseoscli.  ZU  Berlin.  I88i, 

No.  '.0—53.  1«{57,  No.  1—39.  Merlin  1887. 

Die  Venus-Durchgänge  1874  und  188i.  Bericht  über  die  deutsclien  Beub- 
achtüngen.  Im  Auftrage  der  Commisslon  (ttr  die  Beobachtung  des 
Venas-Durchgangs  hsg.  v.  A.  Autoen.  Bd.  4.  Berlin  4887. 

Puchstein,  OUOy  Das  ionische  Capitell.  47.  Progr.  z.  WinckelmaonsCeste  der 

Archaeologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Berlin  1887. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  XI.\, 
No.  48. 49.  Jahrg.  XX»  No.  4^17.  Berlin  4886.  87. 

RUdorff,  Frdr.,  Die  Fortschritte  der  Cfiemio  in  den  letzten  fünfiiiuJzwanzig 
Jahren.  Hede  in  der  Aula  der  Künigl.  Technischen  Uochscbnle  zu 
Berlin  am  ai.  .März  4887  gehalten.  Berlin  4887. 

Die  Fortsehritte  der  Physik  im  J.  4879  (Jahrg.  85)»  Abth.  4—8.  Dargeslellt 

von  d.  Phvsikidischcn  Gc.Hell.schaft  za  Berlin.  Im  J.  4884  (Jahrg.  87), 

Abth.  1— .i  Berlin  1885—87. 

Yerhandiungeu  der  Physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin  im  Jahre  4886 
(Jahrg.  5).  Berlin  4887. 

Centralblatt  filr  Physiologie.  Unter  Mitwirkung  der  I'hysiologischen  Gesell- 
schaft zu  Berlin  herausgegeben.  Bd.  1  1SS7  ,  No.  1 — 20.  Berlin  d.  J. 

Verhandlunsen  der  Physiologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  4886/87» 
No.1  — 18.  Jahrg.  1887/88,  Nr.4— 3.  Berlin  4887. 

Jahrlnioh  der  kgl.  Preoss.  geologlsehaa  Landesaastalt  nad  Bergakademie  zu 
Berlin  f.  d.  J.  4888.  Beriin  4886. 

Abhandlungen  zur  peolop.  Specialkartc  von  Preussen  und  den  Thüringischen 
Staaten.  Bd.  VII,  U.  3.  4.  VlU»  H.  i.  Nebst  Atlas  zu  Vil»  4.  VllI,  i. 
Barlin  4887. 

Socletatom  Litterae.  \  erzei(  hiiiss  der  in  den  Publicationen  der  Akademien 
u.  Vereine  jillcr  I. mdi  r  er.seheinenden  Einzelarbeiten  auf  d.  Gebiete 
der  NaturNvisseuschallen.  Hsg.  v.  E.  Huth.  Jahrg.  4887  u.  4887,  No.  4, 
Berlin  4887. 
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Jahrbüclier  dos  Vereins  von  AllarUmmsfrvanden  im  Rhelntande.  H.  SS.  8S. 

Hon  n  1S86.  87. 

3.  Jaiiiesbenchl  des  Vereins  für  Naturwisttenächaflen  zu  Braunschweig 
f.  d.  VereiMjahre  4884 /8S  n.  4888/88.  4.  Jahresbericht  f.  d.  Vereios- 

jähre  4  883/84  bis  4885/86,  Braunschweig  4  883.  87. 

Vierumisechzigster  Jahresbericlit  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vaterlän- 
dische Cullur.  Enthält  den  Generalbericht  über,  die  Arbeiten  und 
Verandemogen  der  Geaelischaft  im  J.  4888.  Bresiau  4887.  Nebst 
Er-:nnzun^sheft:  Zcrc/i.  .4//er(f  Tagebuch  ass  dem  J.  4687.  Herausg. 

V.  Jiil.  Krebs.  Rrcslau  1SS7. 
Julirbuch  des  königl.  Öuchs.  mck'orolugischen  Institutes.  Jahrg.  3  ^1885;. 
Jahrg.  4  (4886),  Lief.  4,  Abth.  4.  8.  Chemnitx  1886.  87. 

Besultate  der  meteorolog.  Beobachtungen  angestellt  auf  der  Sternwarte 
Leipzig  im  J.  1884.  VeröfTonflicht  von  der  Direktion  dos  Kgl.  SUehs. 
meteorolog.  Institutes  in  Chemnitz  (Sep.-A.).   im  J.  iHbö  Sop.-A.j. 

Schriften  der  naturforschenden  Gesellschaft  io  Danz  ig.  N.F.  Bd.  6,  11.  4. 

Danzig  1887. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.  V.  Böhmer!. 
Jahrg.32(1886),U.  1— 4.  Jabrg.  83  (1887),  Supplementbeft.  Dresden 

4886.  87. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u.Heiliconde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 1886—87.  Dresden  1887. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschafll.  Gesellschaft 
Isis  iu  Dresden.  Jahrg.  1886,  Juli— Dec.  Jahrg.  1887,  Jan. — Juni. 
Dresden  1887. 

Kgl. Sächsisches Pnlyterhnikum  zu  Dresden.  Ergänznn-  zum  Prrit:rnmin  f.d. 
Studienjahr  1886/87,  enthalt,  d.  Ve^zeichuis.^  d.  Vorlesungen  f.  d. 
Sommersem.  4887.  — Programm  f.  d.  Studienjahr,  bez.  Wintersem. 

1887/88. 

Mitthoilungen  dos  Vereins  f.  d.  Geschichte  u.  Alterthumskunde  zu  Erfurt. 

11.  »3.  Erfurt  1887. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicinischen  Socieiät  in  Erlangen.  H.  18. 
Erlangen  4886. 

Jahresbericht  des  physikalisrh.Mi  Voreins  zu  Franlcfurt  a/ll.  f.  d.  Rech- 
nungsjahr 1885— 86.  I  rankfurl  a  M.  1887. 

Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Huttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jahr 

4887.  Th.  4.  9.  Freiberg  4887. 

85.  Bericht  der  Oberhessischen  Geselhicbaft  fttr  Natur-  und  Heillronde. 

Glessen  1887. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  nborlausilz.  riosellsob.  d. 
Wissensch,  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schön>halder.  Bd.  6±,  11.  1.  t. 
Bd.  68,  H.4.  Görlitz  4886.  87. 

Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  ZU  Göttingen. 

Bd.  33.  nu^  d.  .?.  188C.  Göltingen  1886. 

Nachrichten  von  der  Künigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg- Augusla-UniTersItttt  aus  d.  J.  4886.  Güttingen  4886. 

Bericht  über  die  im  Jahr  4886  den  Herzogt.  Sammlongen  zugegangenen 

Geschenke,  n  oiha  1887. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Lcopoidini.^ich-Carolinisch-deulschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.  XXII,  No.  81— i4.  XXIII,  No.  3— 20.  Halle 
4887. 
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Abband lun;::en  der  NatufffonchcDdea  Geiellscbaft  XV  Halle.  Bd.  46.  H.  4. 

Halle  1S86. 

Bericht  über  dio  Sitzungen  der  Naturrorscbendea  Gesellschaft  zu  Ualie  iia 
J.  1885.  8(i.  Halle  1885.  86. 

Zeitschrifl  für  Naturwissenschafteo.  Originalabhandlangen  u.  BeHohle. 

Hrst^.  vom  Naturwiss.  YeraiD  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halte. 
4.  Folgt'  Ikl.  .">,  18S6  (d.  ganzen  Reihe  59.  M.\  H.  Bd.  6,  4887 

'd.  ganzen  lleihe  OO.  Bd.\  H.  1—4.   Halle  1886.  87. 

Verhandlungen  des  nalurhistor.-iiiedicin.  Vereins  zu  Heidelberg.   N.  F. 
Bd.  4,  H.  I.  Heidelberg  1887. 

ChroDik  der  UnitrersÜMt  zu  Kiel  L  d.  J.  4886/87;  VeraeicbDiss  d.  Vöries. 

Wint.T  1886  87,  S  rnnuT  1887;  Blasy,  Frdr.,  Naturalismus  u.  Mate- 
rialismus in  ririecljenland  zu  Piatons  Zeil.  Mensen,  Vict.,  Die  Natur- 
wissenschaft im  Lniver.silulsvet  bunü.  Eudoxi  ars  aütronomica  qualis 
in  Charta  acgypHaca  superest  deano  edlfa  a  Frdr.  Blasa.  Volb^, 
Frdr.,  Professoren  und  Ooconten  der  Chrlstinn-Albrechtv.  l  niver^iität 
zu  Kiel  1665 — 1887  (Beilage  zur  Chronik;. —  43  Dissertationen  vom 
J.  1886/87. 

BrgebniMe  der  Beobacbtungsstationen  an  den  deutacben  Kttslao  Uber  die 

physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  FtacAerei. 

Jahcg.  1886,  H.  1~U.  Berlin  1887. 

Fünfter  Bericht  der  Commission  zur  wissenschaftl.  Lntcrsuchuni:  der  deut- 
schen Meere  in  Kiel  f.d.  Jahre  tssi  — S6.  Jahrg.  Ii — 16.  IkMÜn  18S7. 

Schriften  der  phjsikal. -Ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jatir^. 
27  (1886).  Königsberg  1887. 

TierteUahrsschrin  der  astronom.  Gesellscbaft.  Jahrg.  iS,  H.  I^S.  Leip- 
zig 1S87. 

Zeilselirift  des  Vereins  für  Lüheckiselie  (leschicbte  ii.  Alterlhumskuoda. 

1kl.  5,  H.  1.  i.   Lübeck  IbSG.  87. 

Jahresbericht  u.  Abhandlungen  des  Naturvsissenschalll.  Vereins  in  Magde- 
burg. 4886.  Magdebarg  4887. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesscbule  Meissen,  vom  Joli  4886— Juli 

1887.  Meissen  1887. 

Abhandlungen  der  matliera.-ph\sikal.  Cl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  \Vis>ensch. 
Bd.  15  (in  d.  Heihe  d.  Denkschr.  d.  5a.  Bd.;.  Abth.  i.  Bd.  16  ^in  d. 
Reibe  d.  Denkscbr.  d.  86.  Bd.),  Abtb.  4.  Mft neben  4886.  87. 

SiHaogsberiebte  der  matbem.-physikal.  G.  dec  k.  bayer.  Akad.  d.  Wi^ 
zu  München.  Jabrg.  4886,  H.  S.  8.  Jahrg.  4887,  H.  4.  t.  Mttnchea 

1886.  87, 

^Uungsberichte  der  philos  - fdiilol.  u.  hislor.  Cl.  der  k.  bayer.  A\ad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  1886,  H.  3.  4.  Juhrg.  1887,  Bd.  I,  H.  1—3. 
Bd.  II,  U.  4.  %,  Mi&ncben  4886.  87. 

Beriurigt  R.,  Gedächtnisrede  auf  Carl  Theodor  v.  Siebold,  gebalteo  in  der 

(>irentl.  Sitzung  der  k.  hayer.  Akad.  d.  Wi.ss.  gur  Feier  ihres  487.  SUf* 

tungstages  am  19.  Marz  ISH6.  .München  1886. 

ßmternfeind,  C.  M.  r.,  «iedtichtnisredo  auf  Joseph  V.  Fraunhofer  zur  Feier 
seines  100.  üeburtslages.  .München  1887. 

GieseOrechl,  W.  v.,  (ledächlnisredo  auf  Leopold  v.  Hauke,  gehalten  in  der 
öffsntl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  488.  Slif- 
tungstages  am  88.  Mtfrz  4887.  München  4887. 
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Aohlundzwanzi^'ste  Plenarversammhing  der  histor.  Commission  bei  der  k, 
boyer.  Akad.  d.  Wisseiiscli.  Üericht  des  Scc  rctariats.  iMüncheD  1887. 

SiUuag&bericbte  der  Gesellschaft  f.  Morphologie  u.  Physiologie  in  Mäachea. 
Jahrg.  S  (488«),  llttnchen  488«.  87. 

4 4.  Jahresberichl  des  Westfttliscluni  Prosiiuial -Vereint  C  Wifuentoliftfl  «. 

Kunst  für  4883.  Münster  1886. 

Jahresbericht  der  naturhislorischeo  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  4880 
(nebst  Abhandlungen,  Bd.  8,  Bogen  4.5).  Nürnberg  1887. 

Aueiger  des  Germanischen  NaüoiialmilMania.  Bd.  4,  H.  8  (Jahrg.  1886). 
—  3littlioilungen  aus  dem  Germanischen  Museum.  Bd.  < ,  11.  3 
.Inhrg.  ISS6>.  —  Katalog  <U-r  im  r.era^anischenMuaeiuii  befiadiicheo 
karteikspiele  u.  Spielkarten,  xsuroborg  1886. 

Zeitschrill  der  historiseheo  GeeellachafI  filr  die  Ptoviaa  Posen.  Jahrg.  i, 
H.  8.  4.  Posen  4886.  87. 

Jahresbericht  des  Vereins  für  Erdkunde  zu  Steltin.  1886.  SletUa  4887. 
WUrttembergische  Vierteljabrsbefte  für  Landesgeschichte.   Hsg.  v.  d.  K^l. 
Stallst.  Landesami.  Jahrg.  'J  H.  1—4.  Stuttgart  1886.  87. 

Zuwachs  der  Grossherzogl.  Bibliothek  zu  Weimar  i.  d.  J.  1883  u.  1886. 
Weimar  4887. 

Jahri)ücher  des  Xassaascben  Vereins  für  Natarituode.  Jahrg.  40.  Wies- 

baden  1887. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft   in  Würzburg. 
Jahrg.  4886.  WUrabnrg  48B8. 

Verbandlangen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Wttrzburg.  N.  F. 
N.  SO.  WttRbiirg4887. 


Oesterreich-Ungarn. 

Rad  Jugoftlavenske  Akademlje  snanosti  i  nmjetnostl  (Agram].  Knjlga 

82—84.  ü  Zagrebu  1886.  87. 

Vieslnik  Hr\atskoga  arkeologifikoga  Druktva.  Godina  IX«  Br.  4 — 4.  U  Za- 
grebu 1887. 

Magvar  tudom.  Akademiai  Almanach,  4888-r8.  48tT-re.  Budapest 
488ft.  $8. 

A  Slagynr  tudom.  Akadcmla  BBiIdhl>e8l6dd[.  Kdt.  8,  8l.  8 — 40.  4,  4 — 5. 

Budapest  1885— 87. 

A  .Magyar  tudom.  Akadömia  Erlesiliije.  Evfoly.  19  (1885),  Sz.  3—6.  40  {1886i, 

4-~7.  84  (4887),  4—8.  Budapest  4888-47. 
A  aiagyar  todom.  Altad«mia  J^vktfnyvei.  Kot.  47»  D.  8. 4.  Budapeat  4885. 86. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Berichte  aus  Ungarn.   Mit  Unterstützun':  der 
rns-'nr.  Akad.  d.  Wissensch,  herauscet:.  Bd.  3.  4.  Budapest  I8öö.  86. 

Ethnologische  .Miltheilungen  aus  Ungarn.   Hsg.  v.  A.  Uerrmann.  Jahrg.  1 

(4887),  H.  4.  Bvdapoal  4887. 
lingarisehe  Bevne.  Mit  Unterst,  d.  Ungsr.  Akad.  d.  Wiss.  hcrausge^'.  1 888, 

II.  8—40.  1886  Jahrg.  6),  H.  1—10.  iss7,  1—7.  Budapest  d.  J. 

Irodalomtörh  neti  Bmi^keli.  Kiadija  a  Magyar  tudom.  Akad.  Ik0tet4.  Buda- 
pest 1886. 

Erlekezesek  a  matheroaUkai  tadomanyok  kOr^bol.  Köt.  44,  Sa.  40.  Ktft.  48. 
St.  4—44.  Kot.  48.  Sa.  4.  8.  Buda|>est  4888—87. 


Digitized  by  Google 


Eftokez^sek  a  nyelv-  .s7.<^|»tu(lomanyok  köröbol.  Kindja  a  M  igyar  tudom. 
Akademia.  Köt.  Ii,  Sz.  6— <i.  kut.13.  Sz.i—'ii.  Budapesl  1885.  86. 

Erttikezesek  a  tcrm^zeUudomdnyok  köröbul.  küt.  ^k,  Sz.  9.  Kot.  45, 
Sz.  4—19.  K0t.  4«,  8s.  4—«.  Köi.  47,  8s.  4.  Budapest  4U5— 87. 

Archaeologiai  Krtesito.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Uj  folyam,  KttU  5, 

3—5.  K.»t.  6.  1— n.  Kot.  7,      2.   BudaposI  1885.  86. 

Matbematikai  terui6.szcttudomänyi  Ertesitii.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Köt.  «.  6—9.  4,  1—9.  5,  4—5.  Budapest  4885—87. 

Ardiaeologiai  Köslemtoyek.  Kiadja  a  Magyar  tudooi.  Akad.  Kdt.  44  (Ij 

folyam  Ktft.  4  4).  45.  Budapest  4  886. 

liathematikai  <^s  term^szettudomi'inyi  KozlcmmM  k.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 

Akad.  Kot.  20.  24,  4—.-).  Iludapp!*t  1.ns5. 

Nyclvtudouiäuyi  Közlein^uyek.  Kiadju  u  Magyar  tudom.  Akad.  Kut.  Ii), 
I.  8.  90,  4.  8.  Budapest  4  885.  86.  ■ 

Codex  diplomaticus  Huogaricus  Andegaveiviis.  T.  5.  Budapest  4887. 

HUtoriae  Hangaricae  Fontes  domestici.  Yol.  4.  Chronica  minora.  Aoapiciia 

et  sumptlbus  Acad.  scicnt.  llunp.  Budapest  4  885. 

.Monumcnla  comitialia  regni  Hnnpariae.  T.  9  |  4  398 — 4  604).  Budapest  4885. 

Monumentn  comilialia  repiii  Transsylvaniae,  T.  11.  Budapest  1886. 

Nyehemlektur.  hegi  mugyar  codcxek.  Kiadja  a  Aiag\ar  tudom.  Akad.  Kot. 
48.  Budapest  4886. 

R6gi  magyar  kult^ik  I  n  a.  Holet  5  (XVI.  szäxadbeli  magyar  költok  muvei. 

Köl'et  4,.  Budapest  ISiSf, 

Bakusa,  Jözsrf,  A  phooclica  elemci,  külünüs  Ickinteltel  a  magyar  oyelvre. 
Budapest  4886. 

CioflMi,  Sandor  Köröti,  Dolgoatai.  Osszegyjyttftle  Duka  Tivadar.  Kiadja  a 

Magyar  tudom.  Akad.  Budapest  4888. 

Dankö,  Jozsef,  A  Franczia  konyvdisz  a  renaissance  korban.  Budapest  4  886. 

Frjerpataki),      A  kinilyi  kanczelläria  az  Arp^dok  koraban.  Budapest  4885. 

 -,  MagNarot s/.ajji  värosok  regi  szämadasköny\ei.  Budapest  ISSÖ. 

HelleOrant,  Arpäd,  Catalogus  libromm  saeculo  W  impressoruui  quutquol 
In  bibliotheca  Acad.  litt.  Huugar.  asservantur.  Budapestini  4888. 

tpoiyi,  Aruuld,  Rimay  Jänos  idiamiratai  (^s  levelezöse.  A  Magyar  tudom. 
Akad.  tört^'nclini  bizottsiigänak  megbizasiiböl.  Budapest  1887. 

König,  GytUa,  A  mäsodreodii  ^  kölfuggellen  vällozOt  tarlalmazü  parczmlis 
differencsiälegyenlelek  elm^lete.  Budapest  4888. 

Moßäth,  Bäla,  A  8t0nyi  b6ke  okmäoylAra.  Budapest  4885. 

Mihalkorirs,  Gesa,  A  gerincMS  Allatok  kiv4l88sl6te  ivarsserveinek  fiüjlMtoe. 

Budapest  1885. 

Munkdrsi.  Hern.,  Voijak  nepkölteszeti  bagyomänyok.  Kiadja  a  Magyar 
tudüui.  Akad.  Budapest  4  887. 

Kyüry,  Äib,  Bäröt  A  beraldika  veitfrfonala.  Budapest  4888. 

öväryt  L.t  Oiplomatarium  relatlonum  Gabrielis  Bethlen  cum  Venetonim 

republica.  Budapest  4  886. 

Szüäersky,  L..  Bitlhory  IstvAn  lengyel  kinilylyä  valasztasa.  1.i74 — 76.  A 
Magyar  ludoui.  Akad.  turt^oelmi  bizottsäga  megbizusubol.  Budapest 
4887. 

Szei^kULrayt  J.,  A  Dunal  hajöbadak  ttfrt^oeto.  Budapest  4  886. 


Digitized  by  Google 


Jil 


S»ilAgyi.  Sandor,  A  Liosi  b«ke  okinlMfa.  Bodap«8t  1885. 

Tkaly,  A..  A  sz^kesi  Gr6f  BerC8«nyl  esalAd.  48iB— 4888.  Kdtet  1.  S.  Buda- 
pest 4  885.  87. 

Velirs,  A.,  Magyarorszrtgl  lörök  kincstJiri  defterek.  Ivölet  1.  Budapest  188«. 

U'^asjii^,  Gyula,  A  bunkiserlet  es  bev^gzett  büncselekmeny.  h.utel  i.  i. 
Budapest  4885.  87. 

Verzeichnis  d.  öffentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Joseb-Universiiät  zu 
Czernowitz  im  Sommer- Sem.  4  887,  Win t er -S*>m.  4887/88.  — 
tebersicht  der  akad.  Behörden,  Winlcr-Sem.  1887  88. 

Beiträge  zur  Kunde  steiermärkischer  Gcschicbtsqueilen.  Ileruusgtg.  vom 
histor.  Vereine  ffir  Steiemaark.  Jahrg.  88.  Graz  4887. 

MittheÜungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  88.  Gras  4887. 

Zeitschrift  des  l'erdinandeuou  für  Tirol  u.  Vorarlberg.  8.  Folge.  Heft  80. 

Innsbruck  1886. 

Berichte  des  naturwiss.- medizinischen  Vereines  iu  Innsbruck.  Jahrg.  15 
(4884/88  u.  4885/88).  InnsbrDCk  4888. 

Revue  aus  dem  Inhatte  der  McdiciD.  Abtheilung  des  aOrvos-term^szettu- 

domünyi  Krtesitö«  (Medicin.-naturwiss.  Mittheilungen  .  Organ  der 
itaedicin.-naturwiss.  Section  des  Siebenbürgischen  Museum  Vereins. 
Bd.  9  (4887),  U.t.a.  Klausen  bürg  4887.  —  Revue  aus  d.  Inhalte 
der  Naturwiss.  Ahtheilung.  Bd.  9  1887),  H.  r  2.  Klausenburg  1887. 

Abhandlungen  der  nmtliem. -naturwiss.  Cl.  der  k.  böhmischen  Gesellschaft 
d.  Wissenschaften.  7.  Folge,  Bd.  1.  Prag  1886.  —  Abhandlungen 
der  Classe  f.  Philo«.,  Geschichte  u.  Philologie.  7.  Folge,  Bd.  4.  Prag 

1886. 

Jahresbericht  der  k.  höhmischen  Gesellschnft  d.  WisseoschaCleo,  erstattet 
am  16.  Jan.  18N6;  l.j.  Jan.  1887.   Vri\,:  ISHG.  87. 

Sitzung>berichte  der  k.  Ijohniischen  Gesellschaft  d.  Wissenscb.  Malhem.- 
naturw.  Cl.  Jahrg.  IH85.  86.  Prag  1888.  87.  —  Pbilos.-hist.-philol. 
Cl.  Jahrg.  1885.  86.  Prag  1886.  87. 

Regesta  diplomntica  nec  non  epistolaria  Bohemiae  et  .Moraviae.  Opera  Jos. 
Emier.  P.III  (1311  —  33;,  Vol.  1—5.  P.  IV  {1333-46),  Vol.  1—5 
(Snmptibus  R.  scientiarum  Societatia  Bohemiae).  Pragae  4884—88. 

Jahresbericht  der  Lese-  und  Rcdehallo  der  deutachen  Studenten  in  Prag. 

Vereinsj.  1886/87  (38.  Jahrg.;.  Prug  1887. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern  warte 
zu  Prag  im  J.  4886.  Jahrg.  47.  Prag  4887. 

Personalsland  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-UniversitSt  in  Prag  zu 
.\nhng  d.  Studienjahres  1887 — 88. 

Mittbeilungen  des  Vereins  für  Gesritichte  der  Deatschen  in  Böhmen. 

Jahri:.  ij,  No.  1—4.  Pray  188G.  87. 

Lotus.  Jahrbuch  f.  Naturwissenschaft.  Im  Auftrag  des  Vereines  »Lotos« 
herausg.  N.  F.  Bd.  7. 8  (der  ganzen  Reihe  Bd.  35. 88).  Prag  4887.  88. 

Verbandlungen  des  Vereins  f.  Natur- u.  Heilkunde  zu  Presburg.  N.  F. 

Heft  5  (Jahrg.  1881—83}.  6  (Jahrg.  4884— 86  .  Presburg  1884.  87. 

Bulletino  di  archeologia  e  storia  dainiata.  Anno  9  (4888),  No.  48.  Anno  40 

(1887),  No.  1—9.  11.  Spalalo  1886.  87. 

Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  Math.-pbys.  Cl. 
Jahrg.  88  (4886).  No.  85—87.  Jahrg.  84  (4887),  No.  4^85. 


Digitized  by  Google 


Archiv  für  Österreich.  Gescbiobte.  Henusg.  von  der  zur  Pflege  vaterttod. 

Geschichte  aufgealelllen  Commissioa  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wi<:seoS8ll» 

Bd.  68,  2.  Hälfte.  Bd.  69,  1.  u.  2.  Hülflc.  Bd.  70.  Wien  1887. 

Deakscbriftea  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wisseasch.  Mathem.-naturw.  Cl.  Bd. 
51.  6i.  Wlcin  4886.  87. 

Denkschriften  der  kftiserl.  Akad.  d.  Wissenscb.  Phih»s,-lii$t«r.  CL  Register 

(II)  zu  den  Bünden  15—35.  Wien  1886. 

SiUoagsberichte  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wiss  Matheni.-naturw.  Cl.  Bd.  93 
(1886),  Ablh.  I.  lieft  4.  5.  AbtU.  U,  Ueft  3—5.  Abth.  Ul,  Hef»  4—5. 
Bd.  94  (4886),  Abth.  I»  Heft  4—8.  Abth.  II,  Heft  4—5.  Abth.  Ui, 
Heft  4—5.  Bd.  9S  (4887),  Abth.  tl,  Heft  4.  fi.  Wien  4886.  87. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Ai»ad.  d.  Wissensch.  Philos.-histor.CI.  Bd.  H4 
(1SSG),  Hea  1.2.  Bd.  4  43  (4886),  üeft  4.  i.  Bd.  4  44  (4887),  Heft  4. 
Wien  1.SS6.  87. 

Millheilungcn  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  18S6.  Bd.  i9 
(N.  F.  Bd.  49).  Wien  4886. 

Verband liin^-en  der  k.  k.  zonloLiisch- botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
1886,  lir.  u.  IV.  Quartal.  1887,  I.  u.  II.  Quartal.  Wien  1886.  ST. 

Annaien  des  k.  k.  naturhistoriscben  Hofmuseumn.  Bd.  2,  No.  4  —4.  Wien 

1887. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  KeichsanstalL  Bd.  12,  No.  4.  Wien 
4886. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Beichsanstalt.  Jahrg.  4886  (Bd.  86},  H.  4. 

Wien  188R. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  ^(^ologiscbenAeiclisaiistalt.  Jahrg. 4886,  jNo.  43 — 18. 
Jahrg.  1887,  No.  1. 

Belgien. 

Annales  de  l'Acadömie  d'archc^ologie  de  Belgiquc.  T.  4  t  (IV.  8t^r.  T.  1. 
Anvers  4885.  —  Bulletin  (IV.  Ser.  des  Aoualesj,  No,  8.  9.  Auver» 
4886. 

Amraaire  de  rAcad^mi»  R.  des  seieniiss,  des  lettres  et  des  henux-erts  de 

Belgique.  1886  (Annöc  52}.  4887  (Ann^c  53).  Bruxelles  d.  J. 

Bulletins  de  l  Academio  R.  des  scieoces,  des  lettres  et  des  beaux-ftrls  de 
Belgique.  Ann6e  55  (1885],  UI.  Sör.  T.  d.  4  0.  Xaa^Q  56  (1686], 
HI.  S^r.  T.  44.  48.  Ano6e  57  (1887),  III.  S^r.  T.  43.  Bruxelles  d.  J. 

I^talogue  des  iivres  de  la  bibiiotb^ue  de  l'Acad.  des  sciences«  des  lettre« 
et  des  beaux-arts  de  Belgique.  P.  I.  II,  4. 2.  Bruxelles  48Si.  83.  87. 

M6mcires  couronnös  et  autres  M^moires  p.  p.  l'Acad.  U.  des  scipnces,  des 
lettres  et  des  beaux.-arts  de  Belgique.  Collection  in-ä*^.  T.  37 — 89. 
Bruxelles  1886. 

M^moires  couronn^  et  lUmoires  des  savants  ^trangers  p.  p.  TAcad.  R.  des 
Sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arls  db  Belgique.  T.  47.  48.  Bru- 

xi^lles  1 SS6. 

Mömoires  de  l  Ai  nd.  U.  dos  sricncr^s,  des  lettres  et  des  beaux-arts  üe  Belgi- 
que. T.  4G.  Uru.\elles  iShG, 

Acad.  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arls  de  Belgique.  Notioes 
biographiques  et  bibliographiqoes.  4886.  Bruxnllas  t887. 

Annales  de  la  Seci6t6  entomologiqfie  de  Belgiqnt.  T.  89.  BnncUes  4886. 


Digitized  by  Google 


XIII 


DlineiAirk. 

Oversigt  over  det  Koog.  Oaoske  Videnskaberoes  Selskabs  Forhandtinger  i 
«aret  1886»  No.  8.  4887,  Ko.  1.  KjabenhavD  dl  J. 

Det  Koog*  Danske  Videnskabernes  Selskabs  SkriTter.  'Nalurvid.  og  UMthe- 
mal.  Afd.  t3.  lUckke.  Bd.  4,  No.  8.  KjHbenhavn  1887. 

Regesta  diplomatica  bisturiae  Daniuae,  cura  SocieUUs  Heg.  scient.  Danicae. 
Ser.  II.  T.  1,  Fase.  5.  Kjebeohavo  4886. 

>  England. 

Proeeedings  of  the  Cambrid  ge  PhikM»pbical  Society.  Tot.  5,  P.  6.  Vol.  6, 

P.     a.  Cambridge  <886.  87. 

Transactions  of  tho  Cambridge  Philosoph Ical  Sociely.  Vol.  U,  P.  2.  Cam» 
bridge  1887. 

Royal  Irish  Aeadamy.  Cifoniiigliam  Memoirs.  No.  S.  8.  Dublin  4886. 

Proeeedings  of  the  R.  Irish  Academy.  Ser.  II.  Vol.  %  (Polite  literatnre  and 

antiquities),  Nr.  6.  7.  Vol.  4  (Science),  No.  4—5.  Dublin  1884 — 86. 

R.  Irish  Academy.  Todd  Lccturo  Scries.  Vol.  2,  P.  1.  Dublin  1885. 

The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  27  (Polite  iiteralure  and 
anliquiliesy,  P.  6—8.  Vol.  28  (Science),  P.  14—25.  Dublin  18»3— 86. 

Tba  scientific  Proeeedings  of  Ihe  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  5,  P.  8^6. 
Dublin  1886.  87. 

The  scientific  Trnnsactions  of  the  R.  Dublin  Society.  8er.  II.  Vol.  8« 

No.  1  I-  I  i.  Dublin  1886.  87. 

Journal  of  Ihc  R.  Gcological  Sociely  of  Irelanü.  Vol.  18  iN.  Ser.  Vol.  8;, 
P.  4.  8.  Dublin  4886.  87. 

Proeeedings  of  the  R.  Institution  of  Greal  Britain.  Vol.  XI.  P.  3   No.  ,S0). 

XII,  P.  1  (No.  81.  London  4887.—  Ust  o(  the  uembers,  4886. 

1887.  London  d.  J. 
Proeeedings  of  Ihe  R.  Sooiety  of  London.  Vol.  XLI,  No.  848—880.  Vol. 

XLII,  No.  854—857.  Vol.  XLIIl,  No.  258.  259.  London  4886.  87. 

Philosophical  Transaclions  of  the  R.  .'^m  i(t\  nf  I  rindon.  Vor  tlie  vcar  1886. 
VoL  477,  P.  4.  2.  London  1886.  87.  —  The  R.  Sociely,  30.  Nov.  1886 
{List  of  the  merobers). 

Proeeedings  of  the  London  Matbematical  Society.  Vol.  47,  No.  878 — 878. 

Vol.  18,  Nr.  280—300.  London  1887. 

iournal  of  llio  R.  Microscopical  Society,  containing  Its  Transnotinns  and 
Proeeedings.  Ser.  IL  Vol. 6  (1886,,  P.  6-^.  t88",'P.  1 — 6.  London  1887. 

Report  Ott  the  setentiflc  resolts  of  the  exploring  voyage  of  H.  II.  8.  Chal- 

lenger,  1873—76.  Zoology,  Vol.  17.  18,  P.  I.  u'and  Plates.  49.80.  84, 
Tex.t  and  Plates.  88.  —  Bolany  VoL  8.  London  1886.  87. 

Frankreich. 

M^moires  de  lAcad^mie  des  sciences,  heiles -Icttres  et  arts  de  Lyon. 
Claasa  des  lettres.  Vol.  88.  Paris,  Lyon  4885—46. 

Gu^ue^  M.-C,  Carfolaire  Lyonnais.  T.  1.  Docnments  anlc^rieurs  k  l'ann^ 

12"5  'CoUeclion  de  documents  in<*dil*j  poiit-  <o[\  ir  i  I  histoire  du 
Lyonnais,  p.  p.  les  soins  de  1  Acad.  des  sciences,  belles-lettres  et  arts 
de  Lyon;.  Lyon  4885. 


Digitized  by  Google 


xnr 


Annales  de  la  Socii'lf^  Llnneenne  de  Lyon.  NottV.  SÄr.  T.  W,  Fasc.  8,  Plan- 

clu'S  I— A.  T.  30.  31.  Lyon  1884.  85. 

Academie  des  scienccs  et  lettres  de  Montpellier.  Mömoires  de  la  sectioo 
des  lettres.  T.  7,  Fasc.  8  (Annto  I88S/86).  —  MAnoires  de  la  sectioo 

de  m(*d<<cinp.  T.  6,  Fasc.  <  {Ann6e  1885/86).  Montpellier  188ß. 

Bulletin  de  la  Socictr  des  sciences  de  Nanc  y  ancienno  .«i.K  ii  !<>  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg) .  S6v.  IL  T.  8,  Fasc.  19.  Aunee  19  (1886). 
Paris  4888. 

Görnitz  international  des  poids  et  mesores.  Procto-verbaux  des  stfaoces  de 

I  SH(5.   Paris  1887. 

Journal  de  I  Ecole  polytechnique,  publ.  p.  le  Conseil  d'iostrttcUoa  de 
cet  ötablissemeot.'  Cah.  56.  Paris  4886. 

Mission  scienllflque  du  Gap  Boro,  4888 — 88.  T.  8.  llagntitisme  terrestre. 

Paris  1886. 

Bulletin  de  la  Society  matiiematiqae  de  France.  T.  44,  No.  5.  T.  15, 
No.  1—6.  Paris  1886.  87. 


Holland  und  Luxemburg. 

Jaarbock  van  de  Kon.  Al^ad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam, 

voor  1885. 

Verbandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetensdiappen.  Afdeel.  NatonrlraDde. 
Deel  XXV.  Amsterdam  4887. 

Verslageo  en  Mededeelin!.'en  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Leiter- 
kunde. llLReeks,  Deel  3.  Amsterdam  4887.  —  Afdeel.  Natuurkunde. 
Itl.  Beeks,  Deel  8.  Amsterdam  4888. 

Judas  Haehabaeus.  Nopta  ad  amican.  Garmina  io  certamine  poet.  in- 
dicto  ab  Acod  Reg.  discipllnarum  Neerlandica  praemio  et  laude 

ornata.  .Vnislflod.  1886. 

Bijdragen  tot  de  Dierkunde,  uit{$.  door  bet  Genootscbap  «Natura  artis  ma- 
gislra«  te  Amsterdam.  Aflev.  48.  Amsterdam  4888. 

Annales  de  rEoole  Polytecbnique  de  Delft.  T.8,  LWr.8.4.  T.8,  LIvr.  4 — 8. 

Leide  1886.  87. 

Arciiives  n^erlandaises  des  sciences  cxactes  et  naturelles ,  jnil)liees  par 
la  Soci^tö  Hollandaise  des  sciences  ä  Harle m.  T.  21,  Livr.  2 — 5. 
T.  8t.  Livr.  4 -»8.  Harlem  4888.  87. 

Progranima  van  de  Hollandscbe  Maalschnppij  der  \veten««i  li  ipjicn  te  Haar- 
lero  voor  bet  jaar  188*.  85.  —  Naandijst  van  direcieuren  cn  leden 
vsn  de  Holl.  Maatscb.  d.  wetenschappen  te  Haarlem.  24.  mei  1885. 

Natunrfcundige  Verbandelingen  tbd  de  Hollandscbe  llaatsdiappli  der  weten- 
schuppen.  III.  Versameling.  Deel  4,  8t.  8. 4.  Deel  8,  St.  4.  Haarlem 

1.S83.  87. 

Archives  du  Musec  Teyler.  Ser.  II.  Vol.  3,  V.  \.  Harlem  1887. 

Fondation  Teyler.  Catalogue  de  la  bibliotb^uc,  dresse  p.  C.  Ekama.  Livr. 
8.  8.  Harlem  4888. 

Handelingen  cii  Mededcclingen  van  de  .\!aal>>'happij  der  N'ederlandscfae 
Lctterkundo  te  Leiden  over  hct  jaar  I8b6.  LiMtlm  iHSfi. 

Levensberigten  der  afgestorvene  roedeleden  van  de  Maatücbappij  der  Neder- 
landsche  Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingea  van  4888. 
Leiden  4886. 
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Noderlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededcelingen  der 
Nederlandscho  botaouche  Vereeniging.  Ser.  U.  Deel  5,  St.  4. 
Nijraegen  4887. 

Aanteekeningen  van  hei  verhandelde  in  de  seotie-vergaderingen  <van  het 

Provinc.  L'trechtsche  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappcn, 
ler  gelogenheid  van  de  algem.  vergaderingen  gebouden  d.  88.  Sept. 
1886.  L'lrecht  <886. 

Qneations  mises  an  concoars  per  la  Soci^M  des  arts  et  des  sdences 
stabile  ä  Utrecht,  1887. 

Verslag  ^;^rl  hot  v(«rhandclde  in  de  algem.  M't^'ador.  van  het  Provinc.  Ut- 
rechtsehc  Gcuootscbap  van  kunsten  en  wetenscb. ,  gchouden  d. 
2S.  Sept.  1886.  Utrecht  1886. 

Fränkelt  Sigm.»  Die  aramttischen  Fremdwörter  im  Arabischen.  Eine 

von  »het  Provinz.  lUrechtschc  Gennofschap  van  ItttOSten  en  weten* 

scbappen«  gekrönte  Preisschrifl.  Leiden  1886. 

Bijdragen  en  Mededeelingen  van  het  Historisch  Genootschap  gevestigd  te 
Utrecht.  Deel  10.  Utrecht  1887. 

Werken  van  het  H  i  >  t  ü  i  i sch  Genootschap  geveetigd  te  Utrecht.  N.  8er.  48^45. 

Ufrpcht  fssG.  .ST. 

Uaderzoekingeo  gedaan  in  het  Fhysiol.  Laboratorium  der  ülrecblscbe 
Hoogeschool.  Uitgeg.  door  i>ooders  en  Engelmann.  III.  Heeks. 
Deel  X,  St.  8.  Uti«cht  1887. 

PnblicationR  de  l'In.stitut  R.  Graml-Diiral  de  Luxombourg.  SeCtion  deS 

Sciences  naturelles.  T.  20.  Lu.\embourg  t8S6. 

Oservations  niöteorulogiques,  failes  ä  Luxembourg  p.  F.  Reuter.  Vol.  3.  4. 
Lnzenbowg  1887. 

Italien. 

Bollettino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritto  di  slampa.  1886, 
No.  84  e  indlci  S.  4— fS5.  1887,  No.  88—47.  Firense  1886.  87. 

Bollettino  delle  opere  moderne  straniere  acquistato  dalle  biblioteclie  pnb- 
bliche  governalivc  del  rcgno  d'ltalia.  Vol.  i  (<88fi),  No.  6.  6  e  In- 
dice.  Vol.  4  i4887),  No.  4— 3.  Ron»a  4886.  87. 

NoTi  Commentarli  Academiae  seientlarlom  Institut!  Bononiensis.  T.  1~10. 

Bt)noniae  1834 — 49,  und  Indices  ^:etuM•;^les  in  Nov.  Comment. 
bononiae  4  855.  —  .Memorie  dcH  Accademia  delle  scienze  dell  lsli- 
luto  di  Bologna.  T.  4 — «2.  Bologna  1850—64,  und  Indici  generali, 
Bologna  1864.  —  Serie  II.  T.  4>-4  0.  itolo^na  Ksr>i— 70  und  Indici 
generali.  Bolo-na  ist  f.  —  Serie  III.  T.  1  — 10.  Bologna  1871—79, 
und  Indici  generali.  Bologna  4880.  —  Ser.  IV.  T.  4 — 7.  Bologna 
1886—86. 

Calvani,  Luigi,  Opere  edilc  c  Inedite.  Raccolto  e  pubbl.  p.  COra  deirAcca- 
demia  delle  scienze  deiristituto  di  Bologna.  Bologna  1841.  Nebst 

Acgtunta.  Bologna  1842. 

Giudice,  Fianv.  del,  I  niversalitii  dei  mezzi  di  previdenza,  difesa,  e  salvezxa 
per  le  calamitü  degl'  incendi.  Opera  premiata  dalVAccademia  delle 
acienze  dcll  lstituto  di  Bologna.  Bologna  4  848. 
'  Deila  inslituzionc  de'  pompleri  per  grandi  cillä  e  lerre  minori.  Opera 
preniiala  dall'Accademia  delle  scienze  delTlstiluto  di  Bologna.  Bo- 
logna 1859. 
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Pvbbliotfioiii  de)  R.  Istttutodi  sludi  superiori  pratici  o  di  porfeziOBamento 
in  FIrenzo.  Sezione  di  (ilo«ofia  e  tilologia.  Hondotii,  G.,  I  ptü  nntichi 
frammenti  del  Cüstituto  Fiorentioo.  Firenze  4  8ä2.  Del  Vecchio,  A., 
Le  seoonde  oonEe  del  conjuge  superstite.  Studio  storico.  Firenze  488S. 

—  Sezione  di  medicina  e  chirurgia  e  Scuola  di  farniacia.  Arcliivio 
della  Scuola  d'nnatomla  patolopica,  diretto  da  G.  Pellizari.  Vol.  U. 
Fireoze  4SS3.  tiUppi,  A.,  Esegesi  medico  legale  sul  Metlioüus  testi- 
ficandi  di  6.  B.  Codronclii.  Firenze  1883.  —  Sezione  di  scienze  fisiche 

e  nalurali  I.nriani,  /,..  Linee  generali  della  Hsiologia  dol  cervellelto. 
Prima  memonu.  l-irenzo  4  88«.  HöUi,  J.,  Osservazioni  cooUiiue della 
elettricilii  atrnosforica.  Firenze  4  884. 

fteale  Islitulo  Lombardo  di  scieuze  e  letlere.  Uendicoiili.  Ser.  II,  Vol. 
Milane  4886. 

Uemorie  della  U.  Accadeinia  di  scienze,  leltere  ed  arti  di  Mode  na.  Ser.  I. 
T.  20,  P.  3.  Ser.  11.  Vol.  4.  Modena  4  882.  86. 

Annali  della  R.  Scuola  nornDnIe  superiore  di  Pisa.  Deila  Serie  VoL  8 (Soienie 

fisiche  e  naturali,  Vol.  4  .  Pisa  4  887. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scieuze  naturali  residente  in  Pisa.  Memoria, 
Vol.  8,  Fase.  4.  t.  Pisa  4888.  87. 

Processi  verbell  della  Societä  To&cana  di  scienze  natoraH  residente  in  Pisa. 
Vol.  5,  adunansa  del  44.  Nov.  4888,  9.  Genn.,  48.  Mnno,  8.  Maijgio, 

3.  Luglio  4887. 

Atti  della  R.  Arrademia  de'Linccj.  SorielV.  Memorie  della Classe  di  scienze 
lisiche^  uiatemat.  e  naturali.  Vol.  4.  Roma  4885.  —  Memorie  della 
dasse  di  scienze  roorali,  storiehee  fliologiclie.  Vol.  4.  8,  P.  t  fNo- 

tizie  defrli  scavi,  1S8G.  Genn.  —  Dicembre  o  Indice  topografico  . 
Roma  1885.  86.  —  HiMuliconti.  Vol.  2,  II.  Scni.,  Fase.  10—12.  Vol. 
3,  I.  .Sem..  Kasc.  1  —  43.  11.  Sem..  Fase.  1—5.  Koma  1886.  87. 

Mittheilungei)  des  Kais.  Ücutsclien  .Vrchaeologischen  Instituts.  Römische 
Abiheilung  (Bullettino  deil'  Imp.  Istituto  Arcbeologico  Germanioo. 
Sezione  Romana).  Bd.  4,  H.  4.  Bd.  8.  H.  4 — 8.  Rom  4886.  87. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XXII,  Disp.  4^46. 

Tnrino  4887. 

ßollcllino  meteorologieo  cd  astronomico  dell  Osservalorio  della  R.  Lniver- 
sitä  di  Torioo.  Anno  S4  (1886).  Parte  meteorologica.  Torino  4887. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze.  lettere  ed  arti.  T.  8,  Disp.  40.  T.  4, 
Disp.  4 — 40  e  Appendice.  T.  5,  Disp.  4.  Venezia  4884/86 — 4886/87. 


Russland. 

Meteorologische  Ueobaclitangen  angestellt  in  Uorpat.  Bd.  5,  S.  4  —  64 
(Don>at4886.  87). 

WtOvrtMch,  K.,  Zwanzigjährige  Mittelwerthe  aus  den  meteorologisoben  Be- 

obacliluii^cn  4866 — 4  885  für  Dorpat.  Ergänzungsheft  zum  4.  Bande 
der  Üorpaler  raeteorolog.  Beobachtungen.  Dorpat  4  887. 

Bericht  über  die  Ergebnisse  der  Beobachlunpen  an  den  Regenstationon  der 
Kaiserlictien  livländ. gemeinnützigen  u.  Ökonom.  Societät  f.  d.  J.  i  i>85. 
Dorpat  4886. 

Bidrag  Uil  kUnnedom  af  Finlands  nator  oob  folk»  utg.  af  Finska  Velenskaps- 
Sociel.  Htfftet44.  IIelsingfors  4887. 
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Observations  publice«  par  l  Institut  m^töorologiqae  central  de  la  Soci^ti!!  des 
sdences  deFinlande.  Vol.  4,  LIvr.  4  (Observatioos  mölöorol.  faites 
ä  HelsingfHt  en  4  88S).  Vol.  3,  Livr.  1  (Obunrat.  m^ttero].  foites  b 
Holsingfors  en  1SS.1  .  Helsingfors  4886. 

Exploration  internationale  des  rfgions  polaires,  1882  83  et  4  883/8*.  Exp<^- 
diUoD  polaire  finlandaise.  T.  IL  Observations  faites  aux  statioas  de 
SodaiikyUl  «t  de  Kvllala  p.  S.  UmsirOm  et  fi.  Biese.  Helilngfors 

1887. 

luiveräitelsklja  Izvestija.  God  36  (4886) ,  No.  4.0— 4i.  God  37  (4887),  No. 

1—9.  Kiev  4886.  87. 
Bulletin  de  la  Soci6t6  Imp^r.  des  Naturalistte  deMoscou.  T.  61  (Ann^ 

4886),  No.  4.  T.  69  (Ana«e  4887),  No.  4—3.  Moscou  4887. 

Meteorologische  Benbachtungen.  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium 
d.  Landxsirthscbaftlicbeo  Akademie  zu  Moskau  von  A:  A.  Fadöi^ff. 
1886,  S.  Hilde  (Beilage  x.  Baltetin  de  la  Soc*  Intp.  des  Hatnral.  de 
Moscou,  T.  6t).  Moscou  4887. 

Bulletin  de  rAcad(^mie  Imp<?riale  des  sciences  de  St.- P<^  t  e  rsbourg. 
T.  XXXI,  No.  3.  4.  T.  XVXII.  No.  4.  Sl.-Pelershourp  18S6.  87. 

M^moires  de  l'Academie  Imperiale  des  sciences  de  St.- P6tersbour}4. 
Vll.S^rie.  T.34,  No.7— 43.  T.  33,  No.4— 7.  Sl.-P6tersbourg  4886.87. 

Bepertorium  för  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  Icais.  Akademie  d.  WIssenscb., 

redig.  V.  II.  Wild.  Bd.  4  0.  St.  Petersburg  4 887.  ^ SttpplementlMod 8 
! Hykatsrhew,  M.,  Über  den  Aufgang  und  Zugang  der  Gewässer  de«j 
i\ussiscben  Reichs},  i  {Wahlen,  Wahre  Tagesmittel  u.  tägliche 
Variation  d.  Temperatur  an  f  8  Stationen  des  Bnssiscben  Reichs). 
4  {L^st,  E.,  Katalog  d.  metcorolog.  Beobachtungen  in  Bussland  und 
Finnla!»d    St.  Petersburg  iss7. 

Aonalen  d.  physikalischen  Centraldbservatoriums ,  herausg.  von  H.  Wild. 
Jahrg.  4  885,  Th.  4.- 2.  Jahrg.  1886,  Th.  4.  St.  Petersburg  4886.  87. 

Acta  Horli  ^eltopo1itanl.  T.  0,  Fase.  t.  ^etropoti  4886. 

Trudy  S.-Peterbürgskago  ObaSestva  estestvoispytatelej.  T.  47,  1.  St.  Peter- 
burg 4886. 

Juridiccskaja  Bibliografija  izdav.  JuiMd.  Fakultetom  Imp.  S.  Peterburgakago 

Universiteta.  God  3  (48S6).  No.  7-  9.  S.  Peterburg  4886.  87. 

Protokoly  zasidauij  soveta  Imperat.  S.-Peterburgskago  l'nivcrsiteta.  Nu. 
88^88.  S.  Peterburg  4886.  87. 

Wedenski,  X,  Über  die  Beziehungen  rwtscbeo  Reifung  und  Erregung  Im 

Tetanus.  S.  Peterburg  4886. 

Sazonot  ic,  Pcsni  o  devuske-voine  i  byliny  o  stavre  Godinovico.  Var.*iava4  886. 

Correspondcnzblatt  des  Natucforscbar-Vereios  zu  Aiga.  Jahrg.  80.  Riga 

4  887. 

Magnetische  Beobachtungen  des  Tifliser  Phy>ikai.  Observatoriums  in  den 

.Tahreu  4884—8.".  hsg.  v.  .1.  Mielberg.  Tiflis  !SS7. 

Meteorologische  Beobac  htungen  de>>  Tifliser  Physikal.  Observatoriums  im 
J.  4  883,  hsg.  V.  J.  .Mielbcrg.  Tiflis  1886. 

Schweden  und  Norwegen. 

Sveriges  oIRrallfga  BibUolek  Stodcholm,  Upsola,  Lund.  Aoeessiona-Katalog. 

4  f4  886).  Stockholm  4  887. 
-Forhandl Inger  ved  de  Skandinaviske  Naturforskeres  48<'«  Mdde  i  Christi- 
aoia  7.— 4i.  Juli  4886.  Christiania  4887. 
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ForlMndlinger  i  Videoskaiw-Selfkabei  i  Gbrisliaai«.  Aar  Cbriali- 

ania  1887. 

Caspari,  C.  P.,  Eine  Augustin  fälschlich  beigelegte  Homiiia  de  sacriiegiis 
(Hsg.  von  der  Gesellsclmfl  d.  Wisseoflch.  ca  GbrisUuite).  Chrisli- 

ania  188f). 

Lieblein,  J.,  Handel  und  Schiffahrt  auf  dem  Rothen  Meere  in  alten  Zeiten. 
Nach  ägyptischen  Quellen  (Hsg.  von  der  Gesellschaft  d.  Wissen^ich. 
zu  Gbristunia).  ChrisltaDia  4886. 

Pnblicatinn  der  Norwe;^.  Coriirnissioii  d.  EuropäiSCbeD  GradmesSQIIg.  Geo- 
dätische Arbeiten  H.  ."i.  Christiania  1S87. 

Udgivet  af  üeo  Norske  Gradniualingskuuiiuissiou.  Vendstandsoböervalioner 
Hefte  4.  Clirisliania  1887. 

SehüMtr,  F.  C»,  Viridarium  Noncgicuiu.  N'orges  Vaextrife.  Bd.  1,  H.  S 
og  Bd.  S,  H.  4.  Udgivet  som  lioiv.'Progr.  for  aodet  Semester  488$. 

Christiania  1886. 

AgHeoUtf  Joann,,  Apuphlhegmala  iiünnuUa.  Nunc  primuui  edid.  Lud.  Daae 
(Progranuna  ucadein.  quo  inciylae  l  uivcrsitati  Heidelbeigensi  inter 
saccularia  sollemnia  gralulatur  Univ.  Reg.  ChristiaiieDilS).  Christi- 

aniac  1886. 

Drachmoun,  .1.  Ii.,  Catuls  diglning  belyst  i  forhold  til  den  tidligere  grisske 
laiinskc  litteratOT.  Rjtfbenliavn  488T.  Gademe  hoe  Vergll.  KJe- 
benhavn  1887.  ' 

SUnvseti,  L.  B.,  Catuls  digtning  oplysi  1  dons  sammenhcTng  med  den  tid- 
ligere gricske  og  latinske  literalur.  Knsliuuia  1887.  Udsigl  over  den 
romerdce  Satires  forsl^ellige  arter.  Kristiania  1887. 

Den  Norskc  Nordbavs^Expedition  1876-^78.  XVII.  Zoologi.  DaiUeltsen, 
It.  C,  Alcyonida.  XVlIl.  A.  B.  Mohn,  H.,  Nordhavet£  dybder^  lem- 
peralur  ug  slreiuniuger.  Christiania  1 887. 

AclaUnlveisitattoLunctoBsis.  LaadiUnlvenltets  Ars-Skrift.  T.M  (1888— 
86),  I.  IL.  Liud  1886.  87. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  n  h  Anti<{uitet8  AkademieosMiaadsblad.  Arg.  18 

f1886).  Stock  hu  Im  1  886—87. 

Antiquarisk  Tidskrifl  lur  Övenge  utg.  af  kongl.  Vitterhets  Historie  och  .\n- 
tiqailets  Akademien  genom  Bror  Emil  Hildebrand.  Delen  9,  1.8. 

10,  1.  2.  Stockholm  1887. 

Bntomolo^isk  Tidskrift,  pä  föranstallende  ^af  Entomologiska  Köreningen 
i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spängberg.  Arg.  7  (4  886},  U.  1 — 4.  Stock- 
bolra  4886. 

Tromse  Museums  Aarshefler.  10.  Tromse  1887.      Troms»  Uoseoms 

Aarsberetning  for  1886.  Troms»  1887. 

Nova  Acta  Reg.  Societatis  scieotiarum  Upsaliensis.  6er.  UI.  Vol.  XIII, 
Fase.  2.  Üpsallae  4887. 

Bulletin  mensuel  de  TObservatoire  m^tterologique  de  TOniversit«  d'Dpsal. 
Vol.  18  (4886).  Upeal  4886—87. 

Schweiz. 

Verhandlungen  der  Schwei/.erischon  Natut  forschenden  Gesellschaft  in  Locie 

11.  — 13.  Aug.  1885.  68.  Jahresversammlung.  Jahresbericlit  1884/83. 
Neuenimiig  4816.  —  Vwbandlnngen  in  Genf  40. — 18.  Ang.  4886.  69. 
Jahresversammlong.  Jahreriieridbt  4885/86.  Genf  4886. 
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Compl^rwida  des  travaux  present^s  ä  la  68.  session  de  la  Soci^te  Helv.  des 
sciences  naturelles  r6unie  ä  Locle  H.  — 13.  aoül  1885  (Arrhives  des 
Sciences  phys.  et  oaturelles,  Sept.  4885).  Geoöve  4885.  —  Compte- 
rendu  des  travaux  prto.  h  la  69.  ssssloi  k  Gsn^  IP. — 4  t.  aoAt  1S86 
{Arch.  tl.  sc.  phys.  eloat,,  Sepl.-Ocl.  1886].  Geo^ve  4886. 

Basler  Chroniken.  Heraosgeg.  von  der  Historischen  u.  Antiquarischen  Ge- 
sellschaft in  Basel.  Bd.  3.  Hsg.  durch  W.  \  ischer.  Leipzig  4887. 

Verbandluogen  der  natiirforscbeDden  G^ellscliafl  in  Basel.  Th.  8,  11.  2. 
Basel  4887. 

liilUieflvngen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4  885, 
H.  3  fNo.  t      — "ii:.  Aus  d.  J.  1886  (No.  1 448—68).  Bern  1886.  87. 

Jahresbericht  der  naturforschendea  Gesellschaft  Graubündeus.  N.F.  Jabrg, 
88  (VereiMjahr  4885/86).  Cliar4887. 

Vferteljahrsschrift  d.  nstvrfersolieadeo  Geseltschaft  ia  Zttricb.  Mirg.8iy 
U.  4.  Zürich  4887. 

Spanien. 

OiSCUrsos  leidos  ante  In  Real  Academia  de  riencias  inorales  y  politicas  en 
ia  jrecepcion  publica  de  Fraac.  Silveia  4887.  £ug.  Montero  Rios 
4887.  Madrid  4887. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  AAo  de  4887.  Hydrid  4887. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Programa  pars  los  coocor- 

sos  ordinarins  de  1888  y  1889.  Madrid  1887. 

Iktnvila  y  Colicuio,  M.,  El  poder  civil  en  Espana.  Memoria  premiada  por  la 
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SITZUNG  AM  17.  JANUAR  1887. 


H.  Bruns,  üeber  die  Integrale  des  VieUuttper- Problems. 

§  <• 

Dio  Iiis  jelzl  bekfinnlen  liiloarnle  des  \  ielkoiper-l*n)l»leins, 
niimlich  (Jie  Schwerpunkts-  und  Flikheii-Siitze  und  der  ScUz  von 
(lor  lehenditien  Kraft,  besitzen  die  genieinsaiiic  l^igenseliaft,  dass 
sie  die  Coordinaten  und  die  Geschwindigkeits-Conipoiienlen  nur 
in  algebraischen  Verbindungen  enthalten.  Dieser  Umstand, 
sowie  die  Vergeblichkeit  der  bisherigen  Benitthungen  zur  Auf- 
findung weilerer  Integrale  legen  die  Vermulhung  nahe,  dass  der 
Kreis  der  algebraischen  Integrale  mit  den  genannten  abge- 
schlossen sei.  Ks  soll  deshalb  hier  die  Aufgabe  behandelt 
werden,  alle  algebraischen,  die  Zeil  nicht  explicite  enthaltenden 
Integrale  aufzusuchen.  Das  Ergebniss  ist,  wie  hier  gleich  be- 
iijcrkl  werden  soll,  negati\er  Art,  d.  h.  die  noch  feblendeu Inle-^ 
grale  sind  süiiuntlich  transcendenl. 

I^s  seien  o?^ ,  ,  u  =  1,2...  ff)  die  Massen  und 
die  Coordinaten  der  materielleo  Punkte,  r^^  die  Distanz  der 
Massen  m^, 

die  KräftefuDCtion  fttr  den  Fall  des  Newton'schen  GraviiatioDs- 
gesetzes,  dann  können  wir  die  Bewegun^sgleichungen  in 
der  Form  * 

n  it^«  c=  V       fli«  -  ±  .  1?1  etc 

dt        -^«^     dt  ~  m„    ö.r«  ' 

schreiben.  Wir  beschranken  uns,  wie  bereits  angedeutet,  auf 
die  von  l  freien  Integrale  und  liezeichnen,  wie  Üblich,  als  Inte- 
gral einen  aus  den  ./ ,  A' . . .  gebildeten  Ausdruck  (f ,  dessen  Ab- 

Matb.-ylijt.  ClMse.  ls^7.  1 


2 


Ii.  Brl.ms, 


leitungnach  t  unter Berttcksichtit^ung  derDffferentalgleiehuiigeii 
(1}  identisch  verschwindet,  der  also  der  Bedinguug 

(«)       0  =  -^^  X«  +  ...  +       .  -  —  +  ... 

penügl.  Ausserd*^!!!  werden  wir  mit  Ansdrilckon  zu  thun 
haben,  welcliedie  Hediiifiung  2)  zwar  nicht  identisch  belriedigcn, 
wohl  aber  in  FoIi:e  der  Bedingung  cp  =  0.  Derartige  Aus- 
drücke wollen  wir.  in  Ermangelung  einer  anderen  Bezeichnunus- 
weise,  kurz  » Integralgleiehuniien  i'  nenneri.  Solche  Ausdrücke 
entstehen  z,  B,  durch  Verbindung  und  linformung  von 
Gleichungen,  weldie  Bt">iiUuUheile  einer  allgemeinen,  parli- 
culären  oder  singulären  Losung  der  \orgelegten  Dillcrential- 
gleichungen  sind.  Im  vorliegenden  Falle  ha])en  wir  diese  ver- 
schiedenen Moglichkeilen  nicht  naher  zu  untersuchen;  wir 
können  deshali»  auch  davon  absehen,  dass  das  vorgelejjte  Problem 
Uberhaupt  keine  singulären  Losungen  besitzt. 

Zur  Abkürzung  des  Ausdruckes  wollen  wir  noch  festsetzen, 
dass  die  Zeichen  G  und  R  benutst  werden  sollen,  wenn  es  sieh 
nur  darain  liandelti  ansnteigen»  dass  eine  Grosse  eute  ganse 
Function  oder  eine  rationale  Function  ist,  ohne  dass  es  dabei 
auf  die  besondere  Form  dersell>en  weiter  ankommt. 

§  2. 

Bei  der  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Systems 
(1)  wollen  wir  zunächst  ein  etwas  allgemeineres  System  von 
Differentialgleichungen  zu  Grunde  legen,  und  erst  später  auf  das 
System  (1)  zurückgehen.    Es  seien  die  2w  Variablen      .  . . 
"  -  ytu  i)ls  Functionen  von  t  durch  das  Gleichungssystem 

(3)  '',7f-y«'   %^-^«  («.•..««)■ 

definirt.   wo  die  ^„  algebraische  Functionen  der  :i\  ... 
ohne  t  bedcutni.     Diese  algebraischen  Funclionen  können  wir 
uns  immer  dargestellt  denken  als  rationale  Functionen  der  er 
und  einer  einzigen  algebraischen  Ir rational itHt       welche  als 
Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung 

(4)  P{s;x^  ...  x^)  =     -I-  S,        -h  . . .  4-     »  0 

definirt  ist,  in  der  S^^  =  G{x  .  Wir  wenleu  vorläufig  bezflg- 
lich  der  A^  . . ,  Aff^^  F  nur  folgende  zwei  Einscbrünkungen  fest- 
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setzen.  Erstlich  soll  Feine  ganze  homoc^one  Function  (vom 
Grade)  der  Variablen  «undar,  ohne  willkürliche,  in  den 
nicht  vorkommende  Gonstanten,  bedeuten;  sweitens  sollen 

die  A  homogene  Functionen  der     s  und  zwar  von  einer  geraden 

Ordnung  S.V  sein.     Beide  Eiaschrankungen  treffen  für  unser 

specielies  Problem  (4)  zu.   Setzt  man  nämlich 

und  schafllt  man  die  Quadratwurzeln,  als  welche  sich  die  ?'  dar- 
^Uen,  fort,  so  erhält  mau  für  s  in  der  That  eine  Gleichung  der 
vorausgesetzten  Art.  Ferner  werden  die  Ableitungen  der  kräfte- 
function  in  (i)  homogene  rationale  Functionen  von  den  x,  y,  % 
und  von  s,  und  zwar  von  der  Ordnung  2,  indem  sich  jedes 
r  rational  durch  diese  Variablen  ausdrücken  lässt.  Um  sich 
hiervon  zu  tiberzeugen,  hat  man  nurnttthig,  in  (5)  alle  Quadrat- 
wurzeln bis  auf  eine  fortsuachaffen. 

Ein  algebraisch  von  den  y  abhängiges  Integral  (p  der 
Oleichongen  (3)  lässt  sich  nun  immer  definiren  als  Wurzel  einer 
gewissen  Gleichung 

In  welcher  B^^  B(x^  y)  ist,  und  von  der  wir  voraussetzen 
dürfen,  dass  sie  nicht  in  Fadoren  von  ähnlicher  Beschaffenheit 
zerlegbar  sei.   Die  Differentiation  nach  t  liefert 

^  '  dt  ^  dt 

Verschwinden  in  dieser  lileichung  silmmlliche  Coefticienlen,  so 
sind  die  H  rational  aus  den  .x,  y  zusammengesetzte  Integrale, 
also  (f  eine  algebraische  Verbindung  rationaler  Integrale.  Ver- 
schwinden die  Ableitungen  der  B  nicht,  so  nehmen  sie  die  Form 
^[^1  Vi  ^)  und  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  besitzen  eine 
gemeinsame  Wurzel,  d.  b.  die  Gleichung  [6]  wird  reductibel, 
wenn  man  den  Variablen  £C,  y  die  IrraUonalitat  t  »adjungirt«. 
Beide  Gleichungen  besitzen  also  einen  gemeinsamen  Theiler 

welcher  nicht  in  Factoren  von  ähnlicher  Form  zerlegbar  ist  und 
der  verschwindet,  wenn  fUr  (f  das  betrachtete  algebraische 
Integral  substituirt  wird.  Die  Wiederholung  derselben 
Schlussweise  führt  zu  der  Bedingung 
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-57'y"-'  +  -  +  ^;  =  o, 

welche  wegen  der  Irreductibilitat  von  (8)  nicht  anders  erfttlli 
sein  kann,  als  wenn  die  Ableitungen  der  C  sKmmllich  ver- 
schwinden. DieCsind  daher  Integi  üle  von  der  Form  /{[j:,  y,  s]. 
Zusammenfassend  Itdnnen  wir  also  sagen:  die  gesncbten  al- 
gebraischen Integrale  lassen  sich  Jmmer  als  algebraische  Tsp- 
bindimgen  von  Integralen  der  Form  B  (o:,  y,  s)  darstellen. 


§  3. 

Es  sei  mm  fp  ein  Integral  von  der  Form  Ii  (x,  y,  s).  Denken 
wir  uns  dasselbe  als  Quotienten  zweier  Polynome  von  der  Form 
<i{x,  s)  geschrieben,  so  können  die  Coefßcienten  in  Zähler 
und  Nenner  ausser  den  in  den  DiiTerentialgleichungen  auf* 
tretenden  Constanten  noch  irgend  welche  Parameter  ,  ... 
enifiallen,  denen  beliebige  consinnle  Werthe  beigelegt  werden 
dürfen,  ohne  dass  cp  aufhört  Integr.il  zu  sein.  Wir  wollen 
zoigen,  dass  ein  solches  Integral  sieh  allemal  als  rationale  Ver- 
bindung von  parameterfreien  Integralen  derselben  Art  darstellen 
Ulsst.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  einen  Quotienten  q)'  zweier 
Polynome  D  und  E  angesetzt,  welche  genau  dieselben  Terme 
wie  Zähler  und  Nenner  von  g>j  aber  mit  unbestimmten  Goeffi- 
cienten     ,       ...  resp.  E^^  E^  ...  enthalten. 

Die  Forderong,  dass  q>  ein* Integral  sein  soll,  fahrt  zu  der 
Bedingung 

welche,  vollstiiiulig  enlwickrlt.  eine  gewisse  Anzahl  von 
(jleichuiiL'en  liefert,  die  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  l\  ... 
h\  .  .  .  hilioear  sind.  Diese  Gleichui^geu  sind  mit  einandtM- 
vertrtiglieh,  denn  sie  werden  durch  die  Coefficienten  ^  on  y  ci- 
füllt;  an<lererseits  sind  die  ^)^  ...  H^  ...  nicht  vollständig  durch 
jene  Gleichungen  bestinunt,  wenn  fp  die  Parameter  a,  ...  enl- 
hiilt.  Die  nlliKMueinste  Art  und  Weise,  dor  Bodingung  (9^  durch 
den  Qut>lienten  </  '  zu  gentlgcn,  besteht  nun  darin,  dass  die  />,  . 
h\  ...  gewissen  Ausdrücken  gleichgesetzt  werden,  welche  in 
rationaler  Weise  1'  eine  gewisse  Anzahl  von  Parametern  , 
. . .  ,  2)  eine  einzige  algebraisch  von  den  Parametern  b  ah- 
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bllngige  Grosse  c  eolhalten.  Die  Grdsse  c  ktfonen  ^ir  uns  de- 
finirt  denken  als  Woml  einer  irredudiblen  Gleichung 

(10]  r''  -t-  q     ~ '  -f-  •  •  •  -I-  C/..  =*  0  , 

in  welcher  die  r,  ...  dio  Form  l{{h]  l)esitzen.  Aus  dein  auf 
<lioso  An  gewonnenen  lnleizr;d  <f  '  wird  rp  orhidfoii.  wenn  man 
für  die  b  geNNTSse  Verbindunj:en  der  Paranieler  a  einsetzt. 
Ferner  lussl  sich  jede  an  <p'  nusfQhrhare  rnifonnuug  oder  Zer- 
legung auch  an  cp  ausführen,  so  dass  wir  uns  auf  die  Inler- 
suchung  von  gt'  beschränken  dttrfen.  Wir  denken  uns  nun  tp' 
4uf  die  Form 

»  f;  +     c  -I-  h  Ffc_,    -  ^ 

gebracht,  wo  die  F  gleich  il(.r,  y,  5,  b)  sind.  Dieser  Ausdruck 
kann  wegen  der  IrredueiibiliUft  von  (10)  nicht  anders  ein  Inte- 
gral sein ,  als  wenn  die  Fq  . . .  Integrale  sind,  d.  *b.  man  kann 
jedes  Integral  von  der  Form  R{x,  y,  5),  welches  die  Parameter 
fn  nicht  rationaler  Weise  enthalt,  als  ein  Aggregat  von  Inte- 
gralen  der  Form  B  (.r,        6-  darstellen.*) 

§  1- 

£s  sei  jetzt  (p  ein  integral  von  der  Form  }{\x.  //.  .<^.  h).  Wir 
greifen  einen  der  Parameter  heraus  —  derselbe  werde  b  genannt 
—  und  betrachten  tp  als  Function  von  6.  Wenn  fp  oder  der  re- 
ciproke  Werth  von  fp  die  Form  G(6)  besitzen,  so  sind  ofl'enbar 
die  Coeffieienlen  der  einzelnen  Potenzen  \on  6  in  ^  oder  dem 
reciproken  Ausdrucke  Integrale,  welche  den  Parameter  b  nicht 
enthalten.  Wenn  weder  (p ,  noch  der  reciproke  Werth  von  9 
nach  b  ganz  rational  sind,  so  schreiben  wir  '<p  In  der  Form  //:  A', 
wo  //  und  A'  die  Form  G  (6)  besitzen.  Zerlegen  wir  dann  tp  in 
den  nach  b  ganzen  Theil  und  in  den  echtgebrochenen  Theil 
f  so  sind,  wie  man  sofort  dureh  Entwickelung  von  4p  nach 
fallenden  Potenzen  von  b  erkennt,  «p^  und  tp^  Integrale,  und  zwar 
sind  auch  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  b  in  g>| 
Integrale.  Den  reciproken  Werth  von  ^p^ ,  welcher  unecht  ge- 


I)  Wenn  die  Differentialgleichungen  gewisse  Parameter  es,, 

welche  nicht  in  der  Gleichuufr  für«  vorjkominen.  in  rationaler  Weise  ent- 
l);jl(rri.  sr»  Irivst  sji-h  auf  ulinlictjc  Weise  zeigen,  tlaj.s  Inleyrale,  in  denen  die 
€  al^jebraisch  vorkumnien,  siel»  auf  .solctic  \  on  (ioi  Fonii  Ii  (\  .  c.^  .  .  .  redu- 
ciren  lassen.  Derartige  Parameter  sind  z.  B.  heim  Vieikürperprohlem 
durch  die  Massen  gegeben. 
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brochen  ist,  lerlegen  wir  wieder  in  den  ganzen  rationalen  Tlieil 
c/),  und  in  den  echt  gelMrochenen  dann  sind  tp^  und  eben* 
falls  Integrale.  Setzt  man  dieses  Verfahren,  welches  schliesslich 
von  selbst  abbricht,  bis  an*s  Ende  fort,  so  gelangt  man  zu  der 
Kettenbruchdarstellung 

<p  =  (jr,  H-  1  :  <jp,  -4-  1  :  r/>3  -4-  . . .  , 

wo  die  rp^  ganze  Functionen  der  b  bedeuten,  der«  n  Coefficienleu 
Integrale  ohne  den  Parameter  h  sind.  Durch  Wiedereinrichtunir 
des  Kellenbruchcs  erhidl  man  dann  rf  .tis  Quotienten  zweit  r 
uanzen  Functionen  \on  h,  deren  Coefücieoteü  von  b  freie  iotegrale 
der  Form  H  [Xj  //,  s]  sind. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erkennt  man,  dass 
jedes  Integral  von  der  Form  R  a?,  y,  s) ,  welches  gewisse  Para- 
meter ,  . . .  in  rationaler  Weise  enlhall,  allemal  aus  einer 
Anzahl  parameterfreier  Integrale  in  ganz  oder  gebrochen  linearer 
F'orni  zusammengesetzt  werden  kann.  Dieser  Salz  führt  in  Ver- 
bindung mit  den  Uber  die  Ditferentialgleichungen  (3)  gemachten 
Voraussetzungen  sofort  zu  einer  für  das  Folgende  wichtigen 
Consequenz.  F!s  sei  k  eine  beliebige  constante  Zahl ;  man  ersetze 
in  den  Diflerentialgleichungen  die  Grossen  a;,  t  und  entsprechend 
y  durch 

xk*  ,  (A'-*-v,  sk*  ,  yit»-^*-v  , 

wo  JV  die  in  §  2  angegebene  Bedeutung  besitzt,  dann  hebt  sieb 
die  Grosse  k  aus  den  Differentialgleichungen  heraus,  und  es  geht- 
deswegen  Jedes  Integral  q>  durch  diese  Substitution  wiederum 
in  ein  Integral  Über,  welches  jedoch  jetzt  im  Allgemeinen  den 
Parameter  A*  enthMlf .  Es  sei  nun  q>  ein  parameterfreies  Integral 
von  der  Form  R{xy  y,  s],  welches  durch  die  angegebene  Sub* 
stitution  in  g)'  übergehen  möge.  Wir  schreiben  fp  in  der  Pom 
»G{x,  yt  s)  dividirt  durch  G[x,y^  SjUy  dann  nimmt  jeder  Term 
in  Zahler  und  Nenner  nach  der  Substitution  wieder  die  ar* 
sprttngliche  Gestalt  an,  jedoch  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 
k  multiplicirl,  deren  FIxponenlen  wir  als  die  Dimension  des  be- 
treffenden Terms  bezeichnen.  Schreiben  wir  nun  Zühler  und 
Nenner  von  fp'  in  der  Form 

L  =      kl'      A,  /./'-'  H  h  Z.p  , 

if  «  ITo     +  if,  A^- '      •  ■ .  +  , 

so  umfassen  die  Goefficienten  ,  immer  nur  Terme  gleicher 
Dimension.  Diese  Goefficienten  müssen  nun  durch  Hultiplication 
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mit  einem  und  demselben  Factor  in  Integrale  übergehen,  und 
man  erkennt  leicht,  dass  man  für  diesen  Multiplieator  den  reci- 
proken  Werth  irgend  eines  der  Goefficienten  s.  B.  I :  wählen 
darf.  Wir  erhalten  dann  (p  linear  zusammen  gesetzt  ans  Integralen 
der  Form  •G(a',     s]  dividirt  durch  G{x^  deren  Zähler 

und  Nenner  nur  Terme  von  gleicher  Dimension  enthalten.  Solche 
Integrale  sollen  »homogen  in  den  Dimensionen«  oder,  wenn  kein 
Missverstandniss  zu  befürchten  ist,  schlechtweg  homogen  heissen. 

§  5- 

Essei  jotzt  fp  ein  honioj^enes  Integral  nom  der  Form  x,  y,  ä), 
welches  wir  uns  in  Hie  (iestalt  ('[.r,  //.  s  :  (•/",  f/,  s)  gebracht 
denken.  Da  ein  von  den  y  freier  Ausdruck  nicht  der  Bedingung 

dt 

Identisch  genügen  kann,  wenn  er  nicht  gleichzeitig  von  den  o? 
frei  ist,  so  tnuss  wenigstens  eine  der  Variabein  // in  ^  vorkommen. 
Es  sei  dies  y^ .  Wir  denken  uns  Zahler  und  ^ienner  von  g>  nach 
y  in  Linearfactoren  zerlegt,  setzen  also  an 

-  '.^^^  (y  - 'J^  •  •  -  , 

wo  die  y  ...  ganze  posili\t'  lukr  negative  Zahlen,  die  rj 

ralionale  oder  algebraische  Funiiioncn  der  Variabein  x,  //,  5  unter 
Ausschluss  von  y,  bedeuten  und  Q  eine  rationale  Function  der- 
selben Variablen  ist.  Da  (/)  Integral  ist,  so  erhalten  wir 

d\Q%(p  _  dlogg  «  _  ^\ 

dt     ~      dt      ^^y^~yi^\dt  dt)* 

Zur  Umformung  dieses  Ausdruckes  wollen  wir  für  den  Augen- 
blick die  Zeit  /,  so  weit  sie  in  den  Variablen  y,  s  unter  Aus- 
schluss von     und  y^  vorkommt,  mit  r  bezeichnen,  dann  ist 

äHQ      5  log  Q  (ilogp 
dt    '  hx^  (/ir  » 

dt      dx/»  ^  d%  ' 

also 

da?,   ^*  ^    rfr  dac, 
y,  -  ij,  \  d«      dT  Ä«,/ 
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I);i  nun  in  diosor  (jleichung  nur  insofern  vorkommt,  als  es 
explicile  hingeschrieben  ist,  so  folgt 

^"^^  dT     ^«  dx,  ^  • 

Zur  weiteren  Verwendung  dieser  Relation ,  welche  offenbar  in 
Bezug  auf  j^i  eine  partielle  Differentialgleichung  darstellt,  denken 
wir  uns  jetzt  Zahler  und  Nenner  des  betrachteten  Integrals  g>f 
statt  in  Linearfactoren,  so  weil  als  möglich  in  die  einfachsten 
Factoren  zerlegt,  welche  noch  die  Form  G  {y)  resp.  s)  be- 
sitzen. Die  von  einander  verschiedenen  Theiler,  welche  die 
Variablen  y  wirklich  enthalten,  mttgen  mit  ^( ,  ^«  ...  bezeichnet 
werden,  so  dass  wir  ansetzen  können 

\No  die  . . .  ganze  positive  oder  negulive  Zahlen  bedeuten 
und  T  die  Form  R  [x,  s]  l)esitzt.  Die  Wurzeln  in  (4 1 )  werden 
dann  erhalten,  wenn  man  diejenigen  ip^  welche  y^  enthalten, 
gleich  Null  setzt  und  nach  y^  auflöst.  Es  sei  il>^  \y^)  ein  solcher 
Theiler,  welcher  die  in  (12}  benutzte  Wurzel  /,  liefert.  Dann 
erhalt  man  aus  der  Identität 


(13) 

0 

die  Gleichungen 

de/;, 

(«  =  1,  S 

.  .  .  in  . 

Beachtet  man  nun  noch  die  DiÜcrenlialgleichungeu  (3),  so  geht 
(12j  successive  Uber  in 

(jT?  SS!  2,  3  .  .  .  Iii)  , 

Die  linke  Seite  der  letzteren  Gleichung  ist  oflenbar  nichts  anderes, 
als  der  vollständig  entwickelte  Ausdruck  für 

dt  ' 

vorausgesetzt,  dass  für  y^  ülwi  iill  die  aus  (43)  sich  ergehende 
Wurzel  i;,  geschrieben  wird.  Uiemacb  ist  also  ^,  (yj  eine  in- 
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iegralgleiehoDg,  deon  die  Ableiiang  von  t/;^  nach  t  veisobwliidei 
nach  (U)  wenn  nicht  identisch ,  so  doch  sicher  in  Folge  der 
Gleichung 

Derselbe  Schluss  gilt  oücnb.ir  für  die  Uimgen  Theiler  ip.  An- 
|i;eDoiD[ueD  nun  man  könnte  beweisen,  dass  jeder  der  Theiler 
. . .  durch  Miiltiplicalion  mit  einem  Factor  von  der  Form 
R  {x,  s)  in  ein  Integral  ...  verwandelt  werden  kann ,  so 
würde  daraus  folgen,  dass  jedes  homogenes  Integral  q>  sich  auf 
die  Form 

bringen  Ittsst,  wo  die  homogenen  Integrale  . . .  die  Form  G{y) 
resp.  R{x,  s]  besitsen,  und  der  Factor  U,  welcher  höchstens  die 
<Cj  a  enthalten  kann,  sich  auf  eine  Gonstante  reducirt,  weil  er 
<ler  Bedingung 


genügen  muss.  Ferner  würde  damit  die  Aufpnbo,  alle  aigeitra-* 
ischon  Integrale  der  vorgelegten  DitTerenlialgieicliungen  su 
linden ,  auf  die  andere  zurückgeführt  sein ,  alle  homogenen 
Integrale  der  Form  G{y)  resp.  f?  fx,  s)  zu  ormitteln.  Wir  werden 
nun  zeigen,  dass  eine  solche  Beduction  der  homogenen  Integral- 
gleichungen ^|f^  . . . ,  auf  die  uns  die  Untersuchung  geführt  liat, 
unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  in  der  That  immer 
müglich  ist. 


§  6. 

Es  sei  </'  eine  homogene  Integralgleichung  der  Form  (i  h/' 
resp.  n{x,  6j,  weiche  sich  nicht  in  Theiler  von  iihnlicher  Gestalt, 
die  die  »/  wirklich  enthalten,  zerleizon  lässt.  Der  vollständig 
entwickelte  Ausdruck  für  die  Ableitung  von  ip  nach  /  besitzt 
eine  ähnliche  Gestalt  wie  tfj,  nur  dass  der  Grad  in  Bezug  auf 
die  ij  um  eine  Einheit  hüher  ist  als  in  ijj.  Diese  Ableitung  muss 
verschwinden,  wenn  ifj  verschwindet,  muss  also  wegen  der 
vorausgesetzten  Irreduclibiiität  von  ip  durch  tp  selber  theilbar 
sein,  so  dass  wir  ansetzen  können 

d7  =  ^-^' 
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wo  Ol  in  Benig  auf  die  y  ganz  linear  und  ebenao  wie  in  den 
Dimensionen  homogen  ist.  Sehreiben  wir 

so  sind  die  u)^  .  homogene  rationale  Functionen  von  den 
X,  s.  Substiluirt  man  femer  fttr  die  Variabein  /,  6-,  y  wie 
frUtier 

so  erizibt  sich,  dasa  die  Dimension  von  ct>  ungerade  ist.  Femer 
sind  die  Dimensionen  der  (o^^  r  j,  . . .  gerade,  die  der  y  ungerade, 
es  muss  also  in  lo  das  Glied  ((j^  fehlen,  d.  h.  (o  ist  in  Bezog  auf 
die  y  homogen  linear.  Dieser  Umstand  ist  für  die  folgende  Be- 
weisfuhrung  von  wesentlieher  Bedeutung  und  bildet  den  Grund, 
weshalb  wir  in  den  Differentialgleichungen  (3)  die  ^  als  homogene 
Functionen  gerader  Ordnung  in  Bezui:  auf  die  x,  s  vorauagesetit 
haben.  Es  w8re  möglich,  dass diese  Einschränkung  bei  einem  an- 
dern Beweisgange  sich  als  unntfthigherausstellt.  Ich  gehe  auf  diese 
Frage  nicht  nSher  ein,  weil  sie  fttr  unser  eigentliches  Ziel, 
nttmlich  die  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Eingangs 
aufgestellten  VielkOrper-Problems,  unerheblich  ist. 

Es  werde  ^  als  Polynom  der  y  geschrieben;  sein  Grad  io 
Bezug  auf  diese  Variabein  sei  p,  und  es  werde  angesetzt 

I//  «  V^a      ^4  +  •  •  •  ,  . 

wo  die  V^i  •  • .  die  Tenne  vom  Grade  p^p  ^  \  ...  zusammen* 
fassen.  Mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergehende  ist  dann 

so  dass  es  fttr  die  Untersuchung  von  u  lediglich  auf  das  Anfangs- 
glied  ^0  ankommt.  Die  Goefficienten  <0|(  in  oi  hängen  auf  ein- 
fache Weise  mit  gewissen  Goefficienten  in  zusammen.  Mao 
ordne  nach  einem  der  darin  vorkommenden  y  —  sagen  wir 
^1  —  und  setze  an 

wo  die  V  ganze  Functionen  der  ttbrigen  y  sind,  dann  folgt 
aus  (15) 
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Sind  a,  a  . . .  die  Coeffioienten  des  Pelynoms  F^,  so  ist,  da  die 
Relation  (16)  fUr  beliebige  y  bestehen  muss, 

ha  ha  , 

wir  können  also  allgemein  ansetzen 

Ö  log  rt„ 

wo  die  a«  gewisse  Goefficienten  in  bedeuten. 

Als  Vorbereitung  fdrdasFolgende  betrachten  wir  zunächst  den 
Fall,  wo  die  Goefficienten  in  sämoitlich  von  der  Irrationalttttts 
frei  sind«  Es  sei  %  eine  Function  der  y,  ganz  homogen  nach 
den    rational  homogen  nach  den  o?,  welche  der  Bedingung 

(*^)  ^  "  dlogft« 

genüiion,  wo  die  b^^  gewisse  Coeflicienten  des  nacii  den  y  ge- 
ordnel»'n  Ausdruckes  x  bedeuten.  Man  denke  sich  sUmintliche 
Goefficienten  in  x  auf  den  kleinsten  gemeinsamen  Nenner  M  ge- 
bracht und  den  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  grdssten  Theiler 
L  aller  Goefificientenitihler  aufgesucht,  dann  ist 

,  M 
X  ^JX 

ein  Ausdruck  von  der  Form  Cm  [x,  // ,  welcher  keinen  von  den 
y  unabhängigen  Tbeiier  der  Form  G  (xj  besitzt.    Ferner  wird 


wo  die  b'„  gewisse  Goefficienten  in  x  bedeuten.  Es  sei  nun 
Q  ein  irreductibler  Theiler  von  b'^ ,  welcher  die  Variable  x„ 
wirklich  enthält,  dann  tritt  in    ein  Glied  der  Form 

y&  1?. 

Q  hx„ 

auf,  welches  sich,  so  lange  specielle  Wertbsysteme  der  y  aus- 
geschlossen bleiben,  nicht  gegen  andere  Glieder  in  %'  fortheben 
kann.  Der  Ausdruck    wird  also  sieher  unendlich  für  alle  end* 
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liehen  Werihsjsteme  der  x.  für  weldie  Q  verschwindet.  E» 
miissle  ;»lso,  da  für  endliche  x  die  linke  Seile  von  (18  sicher 
endlich  hleihl,  wider  die  Voraussclzun!j: .  /'  durch  Q  iheilhar 
sein.  Der  Cuofticienl  ist  daher  von  unabhängig,  d.  b. 
i'  ist  gleich  Null  und 

woraus  folgt,  dass  sich  /  als  eine  ganze  rationale  Terbindang 
der  Ausdrücke 

flCf  2^1  flf  4  S^t »  • '  •      y*  ~  ^«  y»!  > 
ohne     darstellen  lässt. 

§  7- 

Zu  der  Relation 

im     2'..      -  .  -2'.. 

zurückkehrend,  wollen  wir  den  Satz  beweisen,  dass  der 
*  Ausdruck 

ein  totales  Differentialist,  dass  also  die  sogenannten  Integrabtli- 
tatsbedingungen 

hio^  _     ^  y  log  /««\  ^  ^ 

hxß       bx„       (N  .r„  ^)Xß  Ußl 

siinimtlich  erfülil  sind.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  die 
Grossen  f/,  ...  Lileieh  >ui!  setzen,  jedoch,  um  Unbestimmt- 
heilen  zu  vermeiden,  foigendernuissen  vorgehen.  Wenn  (/'^ 
durch  eine  Poteuz  von  theilbar  ist.  so  unterdiücken  wir 
diesen  Theiler.  welclier  für  die  (jicichung  lo)  bedeutunj^slos 
ist,  und  bezeichnen  (/»^  niil  Darauf  .setzen  wir  cleich 

Null  iukI  lie/eichnen  den  Ausdruck,  in  welcluMu  liierdurch 
überjjeht  mit  </'»•»»- 1«    Derselbe  jjeuügl  der  (ileichuni^ 

(et  8s  4,  2  ...  m  —  4)  . 

Hierauf  unterdrücken  wir  in  tff^t^^^  die  etwa  als  Theiler  auf- 
tretende Potenz  von  y^.,  und  setzen  ffm^t  gleich  Null,,  wo- 
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durch  wir  zu  dem  Ausdrucke  t/'o?m-«  gelangen,    u.  s. 
Gel.MDgt  niaa  auf  diese  Weise,  bevor  auch     gleich  Null  gesetzt 
wird,  iUr  (f^,j^  zu  einem  Monom  von  der  Form 

so  kann  ofleobar  in  cn  fUr  die Coeflicienten  a^a^  aj^  der  eine 
Goefficient  C  gesetzt  werden,  und  es  sind  die  zu  den  aus 
x^  . . .  a?j^  gebildeten  Varlablenpaaren  geborigen  Integrabilitüts- 
bedingungen  von  selbst  erfallt.  Wir  haben  deshalb  nur  noch 
den  ungünstigsten  Fall  zu  verfolgen,  dass  man  nämlieh,  nach- 
dem auch  1/3  beseitigt  ist,  mit  Unterdrückung  der  einflusslosen 
Potenztheiler  zu  einem  t//^,  von  der  Form 

iiehtniil,  in  welchrTii  q  mindestens  gloieh  I-^ins  und  <lio  Knd- 
ro^'fficienten  c,^  und  voq  Null  verschieden  sind.  Dieses  ip^^ 
genügt  der  Bedingung 

wo  in 

d  log  o« 


<tf«  —  


et 


für  die  Goefificienten  a^  offenbar  und  Cq  zu  nehmen  sind. 
Die  gefundenen  Relationen  formen  wir  um  in 


(19) 


Die  Coeflicienten  von  tf/'  können  nun  die  Irrationalität  s  ent- 
halten. Ist  dies  der  FaH,  so  gilt  die  Gleichnsg  (19)  fOi*  alle 
Wurzel werthe  s^9^  ...  s^;  welche  <  annehmen  k&tm.  Summiren 
wir  die  den  einzelnen  Wurzeln  entsprechenden  Gleichungen 
(19)  und  setzen 
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SO  sind  V^und  C  homogen  rational  nach  den  x;  ferner  i$t 

da;«  ^«   dflc,  ' 

Der  AuadrudL  Vist  also  eine  Function  von  derselben  Beschaffen- 
heit, wie  die  vorhin  mit  x  bezeichnete.  Bedeutet  Hden  kleinsten 
gemeinsamen  Nenner  der  Coefßcienten  in  so  ist  if^eine 
Function  derForni^i  o*,^),  weiche  keinen  von  denyanabllüngigea 
Theiier  der  Form  G  [x)  besitzt  und  der  Bedingang 

j^enU|4;t.  Es  ist  also,  abgesehen  von  einem  constanten  Coefti- 
cienlen 

Hieraus  folgt  sofort 

Co       o,  \Jt' 

iP?-  ("')  =  0  • 

bx^  bx^  \a^l 


7 


Damit  sind  otTenbar  die  Integrabilitälsbedingungeu  allj^euiein 
bewiesen,  und  wir  haben  femer  fUr  das  ursprüngliche  ip^  die 
Relation 

wo  die  7^  ganze  positive  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen  be- 
deuten. Femer  erkennt  man  hierausi  dass 


d 
Vi 
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isl,  dasft  also  die  Integralgleichung  tp  durch  deo  Multiplioalor 

in  ein  Integral  verwandelt  wird.  \V.  z.  h.  w. 

Es  sei  jetzt  q)  das  za  ip  gehiSrige  integral.  Wir  spalten 
dasselbe  ähnlich  wie  ^,  setsen  also  an 

=  ^Po  -♦•  <Pt  +  •  •  •  » 

wo  sich  von  V'o  durch  den  integrirenden  Mnltiplicator  unter- 
scheidet und  der  Bedingung 

£entlgt.  Wir  wollen  nun  seigen ,  dass  tp^  sieh  als  eine  g^nte 
rationale  Function  der  m  ~  4  Verbindungen 

y%  }     '^z  Vi  —  ^1       >  •  •  •       Vi  ~"  ^1  Vm 

ohne  darstellen  lüsst.  Zur  Vereinfachung  des  Beweises 
schicken  wir  folgende  Bemerkung  vorauf. 

§  8- 

Angenoniiiieii  man  hülle  in  dem  ursprünglichen  System 
von  Diflerenlialj^leichuDgeu 

dl  dt  ' 

statt  der  Variabelo  y  andere  Variable  jj  durch  die  lineare 
Substitution 

ß  ß 
-eingeführt,  in  der  die  c  feste  Zahien  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  bedeuten,  so  würde  dadurch  an  den  tlber  die 
Differentialgleichungen  und  die  Irrationalität«  gemachten  Voraus- 
setzungen nichts  geändert  worden  sein;  es  würde  also  auch  die 
ganze  bisherige  Untersuchung  ohne  Weiteres  für  das  transfor- 
mirle  System  jiültig  bleiben.  Insbesondere  würde  der  Satz,  dass 
die  hier  untersuchten  Inteijralaloichuniicn  durch  einen  Mnltipli- 
cator von  der  Form  /{  .r,  in  Integrale  Ui)ergehen..  wenn  er  vor 
der  Transformntioii  gilt,  auch  nach  derselben  gelten  und  nniiie- 
kehrt.  Diese  Beinerkuni:  benutzen  wir  in  folgender  Weise.  Die 
Discriminantc  J  der  Gleichung  für  s  ist  eine  homogene  ganze 
rationale  Funclion  der  x  vom  Grade 

n  (w  —  4)  as  /i  . 
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Die  DiserimiDante  J*  der  transfonDirteii  Gleichung  für  %  geht 
aus  J  hervor,  wenn  mau  statt  der  x  die  |  einführt.  Bei 
passender  Walkl  der  Substitutionscoefficienten  c  lasst  sich  nun 
siets  erreichen,  dass  in  ^  die  Glieder  mit 


i:  II     i:  a  u 


wirklich  vorkommen,  Ks  ist  deshnlb  keine  wesentliche  Ein- 
sehränkunt:  der  Allgemeinheit,  w  enu  w  ir  annehmen,  dass  bereits 
in  der  ursprUDj^licben  Diseriminante  J  die  Glieder  mit 

wirklich  vorkommen,  da  diese  Eigenschaft,  wenn  sie  ursprüng- 
lich nicht  vorhanden  ist,  durch  eine  vor  Beginn  der  ganzen 
Untersuchung  vorgenommene  Transformation  stets  herbeigeftthri 

werden  kann. 

Wir  denken  uns  nun  in  der  (ileiehnng  für  t  den  Variablen 

ar^  . ..  ac„,  irgend  welche  endliche  Werlhe,  dem  dagegen  einen 
ausserordentlich  urossen  Werth  beigelegt,  dann  Usst  sich  jede 
Wurzel  s  nach  fallenden  Polenzen  von  .r,  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Form 

s  =       -4-  -~  4-  .. . 

besitzt.   Hierin  ist  a  die  Wurzel  einer  Gleichung- 

0«  -4-  :i\  o"-»        -h     »  0  , 

welche  keine  mehrlaclien  Wurzeln  l)esitzt  und  deren  Coefh- 
eienten  nur  von  den  in  der  ursprünglichen  Gleichung  für  s  auf- 
tretenden Conslanten,  aber  nicht  von  den  x  abhHngen.  Die 
Übrigen  Coefticienten  a^,      ....  besitzen  die  Gestalt  R  [a]  resp. 

G  (./'j  . . .  -i',,,  . 

Fuhrt  m<in  jetzt  stall  der  Variablen  x  neue  Variable  p  durch 
die  lineare  Substitution 

Pt  "     »  Pt  ^»      '  •  •  ♦  Pm  ^  "T" 

ein,  so  erhält  man  das  Glied  mit  p^t*  in  der  Discriminante,  wenn 
uum  an  Stelle  der  ^1  • . .  oCff^  resp. 

*  Vx  t/t 

schreibt.  Der  Coeflicienl  \ou  p^f'^  in  der  Discriminante  wird 
also,  so  lange  specielle  Werthsyslenie  der  //  ausgeschlossen 
werden,  von  Null  verschieden  sein.  Infolge  dessen  liisst  sich  für 
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grosse  Werthe  von  p^  und  endliche  Werthe  der  ...  die 
IrrationalitHt  s  nach  fallenden  Potenzen  von    in  die  Reihe  . 

enlwiclLeln,  wo  q  eine  von  den  p  unabhängige  Irrationalität, 
Qo^  dagegen  ganze  rationale  Functionen  der  V»     •  •  •  /'m 

bedeuten. 

Dies  vorausgeschickt  betrachten  wir  wieder  den  Anfangs- 
term  (p^  in  dem  Integral  ep.  Derselbe  stellt  sich,  wenn  er  die 
IrratioDaiitat  s  wirlüicb  entbält«  zunächst  dar  in  der  Form 

Ä  (Pi  Pi  .  •  •  Pm »  *)  » 

muss  aber  in  Wirklichkeit  von  p^  frei  sein.  Entwickelt  man 
nun  s  und  darauf  r/^,,  nach  fallenden  Potenzen  von  p^,  so  nmss 
diese  Reihe  sich  auf  den  einen  von  freien  Term  reduciren, 
welcher  nach  den  vorausgehenden  Bemerkungen  die  Variablen 
Pi  •  •  •  Pm  rationaler  Weise  enthalt,  d.  h.  (p^  enthält  auch 

die  X  nur  in  rationaler  Weise  und  ist  in  Wirklichkeit  frei  von  5. 
Hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  die  in  §  6  Über  die  Ausdrtlcke 
X  und  X  gemachten  Bemerkungen  beachtet,  dass  eine  ganze 
Function  der  x  ist. 


Fassen  wir  die  Resultate,  zn  denen  wir  bisher  gelangt  sind, 
zusammen,  so  ItOnnen  wir  folgende  Sätze  ausspreehen. 
Gegeben  ist  das  System  von  Dilferentialgleichnngen 

*  ■  -  " 

-jT         Te      «  '   (a  «  «,  2  •••«!)  , 

in  welchem  die  A  ais  homogene  rationale  Functionen  von  der 
geraden  Ordnung  S.Vaus  den  x  und  einer  gewissen  Irrationalität 
s  zusammengesetzt  sind.  Die  Grösse  s  ist  Wurzel  einer  irreduo- 
tiblen  Gleichung 

.         Si         H  +  5«  =f  0  , 

dereu  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  der  s,  .t  von 
der  tt-len  Ordnung  bildet.  Wenn  das  vorgelegte  Sysleni  von 
Diflerentialgleichungen  algebraische,  von  t  freie  Integrale  l)esitzt, 
so  lassen  sich  dieselben  allemal  darstellen  als  algebraische 

Matb.-pbyü.  Ciass«  lb^7.  ^ 
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Functionen  eines  oder  mehrerer  Integrale  ^,  welche  folgende 
£i|§eDschaflen  besitzen : 

4J  Jedes  (p  isl  eine  ganze  rationale  Function  der  ^,  eiue 
rationale  Function  der  x  und  s. 

2i  fp  ist  in  den  Dimensionen  homogen,  d.  h.  wenn  mau 
für  die  j?,  5,  y  resp.  setzt 

rr/i*  ,    5/.*  ,    yk^**^  ,    {k  »  constans)  , 
so  nimmt  tp  w  ieder  die  ursprtlngliche  Gestalt  an,  jedoch  versehen 
mit  einer  gewissen  Potenz  von  /.  als  Facfor. 

3)  Bedeutet  7-^  das  Aggregat  der  Glieder  in  welche  in 
Bezug  auf  die  //  von  der  höchsten  Ordnung  sind,  so  sind,  wenn 
(pf^  nach  den  //  geordnet  w  ird,  die  Coefficienten  ganze  rationale 
Functionen  der  x  ohne  gemcins.imeu  Theiler. 

4J  Der  Ausdruck  rp^  genügt  der  Bedingung 


enthält  also  die  x  nur  in  den  Verbindungen 

Vt  —  Va^i  i  (a  «  2,  3  . . .  m)  . 
Nachdem  wir  bis  zu  diesem  Punkte  gelangt  sind,  brechen 
wir  die  allgemeine  Untersuchung  ab  und  wenden  uns  wieder 
2U  dem  Vielktirper-Problem  zurück,  weldies  ja  den  Ausgangs- 
punkt bildete,  und  welches,  wie  bereits  bemerkt,  einen  speciellen 
Fall  der  hier  betrachteten  Differentialgleichungen  reprSsentirt. 

Es  seien 

T     -^a  ^     Va  1     -a     («  =■  4 ,  8  . . .  Ii) 

die  Massen  und  die  Coordinaten  der  einzelnen  materiellen  Punkte 
in  dem  betrachteten  Vielkörper-Problem, 

\     y  Z 

die  Geschwindigkeitscomponenten,  r^^  die  Distanz  der  beiden 
Massen        m^,  dann  haben  w  ir 

"dT"^«  ^    dt  '  '^<^-^"'ß    riß  ' 


ß 

rfT"^«'   -dt  -  ^^^^"^fi^^ 


-JT  =  ^«  >    "dT  *  ^«         'V  riß 
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wo  bei  den  Summationen,  ebenso  wie.  weiterhin,  zu  beachten 
ist,  d«88  Glieder  mit  r^^  nicht  vorfcommeD  dttrfoD.  Es  aei  9  ein 
homogenes  Integral  von  der  Form 

G{XYZ)  resp.  Rixysr)  , 

welches  in  Bezug  auf  die  A',  l\  Z  vom  Grade  p  ist;  lerner  setze 
«nan 

T  =  -«  ' 

w  o  die  r/^o ,  (f^  ...  die  Aggregate  der  Glieder  bedeuten,  welche 
in  den  y,  Z  von  den  Ordnungen  p,  p  —  1  ...  sind;  endlich 
bezeichne  man  die  Zeil  t,  je  naehdem  sie  in  den  Coordinaten  oder 
in  den  Geschwindigkeiten  vorkommt,  mit  u  reap.  v,  ftthre  also 
die  Operationssymbole 


du 


•ein,  dann  muss  sein 

Diese  beiden  Bedingungen  werden  sich  als  für  unseren  Zweck 
.ausreichend  erweisen.  Die  erste  Bedingung  besagt,  dass  tp^  die 
ff,  %  nur  ganz  rational  in  den  Verbindungen 

fu^  "~  >  9a  ~  Va  >       ~  ~" 

«Dlhält,  d.  h.  wenn  man  statt  der         z  in  (p^  die  Ausdrucke 

i&l  A|  A|  A| 

•einsetit,  so  verwandelt  sieh     in  eine  Fanction  der  Grossen 

f%'''fni    9i  '  '  •  9n  1        •  •  •  » 
welche  von  x^  frei  ist.  und  nhgesehen  davon,  dass  eine  Potenz 
von  A',  als  .NcLHiLi  voi  küinmeQ  kann,  die  A,     Z  nur  ganz  rational 
enthalt.  Im  Folgenden  werden  wir  voraussetzen,  dass  ip^  bereits 
<lurch  die  /*,     h  ausgedrückt  sei. 

Bilden  wir  jetzt  die  Ableituni;  son  <f  ^^  nach  r,  so  enthalten 
•die  einzelnen  Glieder  im  Nenner  die  dritte  Potenz  eines  r„^, 
sind  aber  im  llbrigen  rational  aus  den  verschiedenen  Variabel n 
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susammengesetBi.  Bilden  wir  ferner  die  verschiedenen  Irrt-' 
tionaUtaten,  welche  einschliesslich  der  r^ß  selber  dadurch  ent- 
stehen, dass  man  je  zwei,  je  drei  n.  s.  w.  verschiedene  r„  j  mit 
einander  multiplicirt,  und  foeseichnet  man  diese  IrrationaliUilen 
in  irgend  einer  Reihenfolge  mit  , ^  %o  lasst  sich  (p^  stet» 
auf  die  Gestalt 

bringen,  wo  die //^q  ^  •  -  •  rational  aus  den  o;,  js,  A',  K,  Z 
.  zusammengesetzt  sind.  Mit  Rücksicht  auf  (SS)  folgt  daraus,  das» 

du  " 


ist,  und  dass  femer  der  Ausdruck 

d 

allemal  verschwindet,  wenn  die  IrrattonaliUlt  ^  sich  nicht  auf 
ein  einziges  reducirt.  Fuhrt  man  femer  in  statt  der 
X,  z  die  fj  Qy  h  ein,  wobei  möglicherweise  x^  sich  nicht  an» 
(f^  fortheben  wifd,  so  geht  die  partielle  Ableitung  von  tp^  nach 
u  Uber  in 

Ersetzt  man  ebenso  in  der  Ableitung  von  %  nach  v  die  ur- 
sprünglichen Variablen  durch  die  /*,  h,  X,  Z  und  x^ ,  und 
integrirt  nach  x^ ,  indem  alle  übrigen  Grössen  Als  cCnstant  an- 
gesehen werden,  so  darf  die  Integration  keine  logarithmischen, 
sondern  nur  «tlgebraische  Glieder  liefern.  Dieser  Umstand  wird 
uns  gestatten,  die  Verbindungen  der  /*,  ^,  aus  welchen  sich 
(f\,  zusammensetzt,  vollständig  zu  bestimmen. 


Zur  Abkürzung  der  Ausdracksweise  wollen  wir  festsetzen^ 
dass  die  Indices  a,  . . .  die  Warthe  i,  2. .  • .  n,  dagegen  die  In- 
dtces  il,  .  nur  die  Werthe  2,  3  ...  n  annehmen  sollen  1  Wir 
suchen  nun  diejenigen  Glieder  in  der  Ableitung  Von  (p^  nach  f> 
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«nf,  welche  die  dritte  Potens  von  )\x  lesp.  r^^  im  Nenner,  ent^ 
Jutlten.   Die  Ableilung  von  g>^  besitn  lunllclist  die  Gestalt . 


Die  Glieder,  welche  im  Nenner  enlhallen,  werden,  mit  Fort^ 
lassung  des  Nenners,  und  wenn  wir  der  Kürze  lialher  das  Zeichen 
*S  einfuhren,  um  eine  Summation  üiier  die  di'ei  Coordinatenuxen 
anzudeuten,  .    .  .  . 

Aehnlich  werden  die  su      gehörigen  Tenne 


Führt  man  hierin  auch  für  die  auMorfaalb  9«  vorkommenden 
Xj  y,  z  die  Grössen  or^,  /*,  h  ein,  so  müssen  die  Tenne,  welche 
das  Quadrat  von  o:^,  enthalten^  verschwinden,  weil  son^t  die 
oben  erwähnte  Integration  nach  auf  logarithmiscbe  Glieder 
Ittbren  wUrde.  .  Es  muss  also  sein 

+ >>'i  ih  -  A,;^!^  (-V     + Ä    -  -»^.1  ^) . 

.•0-Ä.((^-*;i)(«,^-m,»J^). 
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Die  vorstehenden  Bedingungen,  in  welchen  die  Indices  Ä,  /t  alle 
zulassigen  Werthe  anzunehmen  haben ,  können  wir  jetzt  als 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  mit  den  unabhängigen 
Variablen  h  und  mit  der  abhangigen  Variablen  (f^  ansehen. 
Die  Coefficienten  sind  von  den  f,  g,  h  unnbhangig  und  deshalb 
bei  der  Aufsuchung  der  allgemeinen  Lüsunj4  nls  Constanten  anzu- 
sehen. Um  die  allgemeine  Lösung  aufzustellen,  genügt  im  noi- 
liegenden  Fallo  die  Kenntniss  einer  gewissen  Anzahl  von  Parti- 
cularlosungen,  welche  die  </,  h  homogen  linear  enthalten. 
Ftlnf  solcher  Lösungen  werden  durch  die  bekannten  Integrale 
des  Viel kiirper-Problems  tieliefert;  es  wird  sich  zeigen,  dass 
damit  die  gemeiosameD  LösuDgen  des  oben  angesetzten  Systems 
erschöpft  sind. 

£s  werde  gesetzt 


dann  erhalten  wir.  wenn  die  Buchstaben  o,  6,  c  ganz  willktlr- 
liche  Grössen  bedeuten  ,  zunächst  drei  ParticularltfsUDgeQ 
A\  B'f  C  durch  die  eine  zusammeDfassende  Gleichung 


Diese  drei  Lösungen  sind  jedoch  nicht  unabhängig  vou  einander, 
weil  zwischen  ihnen  die  Relation 


besteht.  Drei  weitere  Lösungen  By  C  erhallen  w  ir  in  ähn- 
licher Weise  durch  die  zusammenfassende  Gleichung 


wo  die  a'  b'  c'  ebenfalls  willkürliche  Zahlen  bedeuten.  Dass 
in  der  Tluit  die  ^,  Ä  ...  Lösungen  sind,  lasst  sich  auch  ohne 
Rechnung  durch  folgende  l'eberlegung  nachweisen.  Die  -4,  A\  ., 
sind  nämlich  nichts  anderes  als  die  Fltlchenintegrale  und  drei 
aus  den  SchwerpuuktsiUzen  zusammengesetzte  Integrale,  und 
zwar  homogene  Integrale  von  der  hier  untersuchten  BeschafTen- 
beit,  bei  denen  Überdies  das  (p  sich  auf  den  Anfangstenii 


CNN* 
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redaciri.  Es  mOssen  also  die  hier  lUr  q>^  aufgestellten  Be- 
dingimgen  von  selbst  erfallt  sein. 

Drttckt  man  jetst  die  A\,,  durch  die  h  auS|  so  er- 
hält man  zuntfohst 


\  (a .1' +  ö J»' +  cC) 


a,  0  m^j\,  /; 

% 

% 

X 


JT,  (o'  i4  +  6'  j»  +  c  C)  —  m, 


a  0  X^ 


X 


^[9xYx\ 

c  hx  Zi 


Wir  uDtersucben  nun,  ob  aus  diesen  GleichuD(^eQ  sich  die 
Grössen 

durch  die  A'  und  die  übrigen /*,  ^,  h  ausdrücken  lassen. 
Nun  sind  in  den  Ausdrucken  für 

die  Coefficienten  der  fünf  Grössen 

m,ii,,  m^h^,  //!,/,,  »1,^,,  m,A^  ) 
durch  nachstehende  Zeilen  gegeben 

-ar,,     0  ,  +  y.,  - X,,     o  , 

und  es  kommt  jetzt  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  die  aus  diesen 
Zeilen  gebildete  Determinante  niclit  identisch  verschwindet. 
Berechnet  mau  dieselbe,  so  erhalt  man 


N' 

die  Grossen  g^,..h^  lassen  sich  also  in  der  That  durch  die  ^  . . . 
und  die  übrigen  g,  h  ausdrucken.  Infolge  dessen  dttrfen  wir 
bei  der  Aufisuehung  etwaiger  weiterer  Partioularlösnngen  vor- 
aussetien,  dass  dieselben  von  den  g^  . . .  A,  unabbiingig  sind. 
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§  «i. 

Die  noch  aufzusuchenden  Partie  ulaiittsungen  beseicfaneD 
wir  mit  x  und  setzen  fest,  dass  die  Indices  a.  t . . .  nur  die 
Werthe  3,  4  . . .     annehmen  sollen.  Die  gesuchten  Losungen 

mlisson  den  DifTerontialgleichuDgen  genügen,  welche  aus  denen 

für  (f  ^,  dadurch  enlslehen,  dass  man  für  r/^  die  Grösse  x  schrcibl, 
ferner  die  Ableitungen  von  y  nach  den  (/^  .../»,  gleich  Null  selzt 
und  die  Falle  /.,  u  =  2  von  den  Fallen  /,  u  s  a  trennt.  Auf 
diese  Weise  erhalt  man  zunächst  das  System 

(23)    0  =2'('S^  i-^"  J^i)  • 

(2i,    0=m,(AV-.\.)^(5f,\„^,)+m,.\,5(,V,-  \ 

(55)  0  -  Ä  (  (Ar  -  A.)  , 

(56)  0  -  S  (      -  V,)  K       -  '«r  4^,  )  • 

Am  (S3)  und  (»;  folgt 

(87)  0  -  Ä  (lA,  -  A.)  Iß 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (25)  die  zusammenfassende 
Gleichung 

ü  X^  —  \j       —  A,. 

* »  .  -  Vt  »;  -  I  V  , 

c     ^  Zf. 

in  welcher  einen  vorläufig  unl>estimmten  Proportionaiitäls> 
.lAotor  bedentet.  Bezeichnen  wir  den  Werth,  welchen  die  Deter- 
minante in  (28)  für 

a     A  u  —  A  y  ,  6  Ä  1'^  —  )   ,  c  SS      —  Zr 

annimmt,  mit  D,  so  erhalt  man  mit  einer  kleinen  Umformung 

wo  von  den  Detenninnnten  nur  die  erste  Zeile  angesetzt  ist. 
Durch  Vertauschung  der  ludices  a  und  r  ändert  also  D  nur  sein 


*/»  **r 
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Vorzeicheo.  Infolge  desseD  erhalten  wir  ans  (88)  die  beiden 
Oieiohnngen 

also  mit  Berücksichtigung  von  (26) 
il.  h.  es  ist 

wo  /  einen  von  dem  Index  a  unabhängigen  Factor  bedenlet. 
Hiermit  liefert  die  Gleichung  (88)  weiter 

worans,  wenn  man  nach  r  sammfrt,  mit  Btteksioht  an(  (23) 

0  =  /  !  ^m,X,,  A„  X,  I 

folgt.  Es  verschwinden  also  /,  die  k  und  infolge  dessen  auch  die 
sämmtlichen  Ableitungen  von  h.  es  exisliren  ausser  den 
bereits  angegebenen  fünf  Particularlösungen  keine  weiteren, 
und  es  enthalt     die  Variablen  cc,  y.  z  nur  in  den  Verbindungen 

A  y     B  y     C  I      A  'y    B^y     (j  • 

EHminirt  man  also  s.  B.  y^^  z,,  a?„  y^,  %^  mittelst  der  Ausdrucke 
^,  ...  aus  so  fallen  alle  übrigen  y,  %  von  selbst  heraus. 
3ei  dieser  Elimioatioo  nimmt  9«  die  Form  6(i4,ii' .. .)  an,  da- 
gegen luinn  (f)^  aufhören  eine  ganse  Function  der  \,  Y,  Z  zu  sein. 
Wir  wollen  nun  seigen,  dass  sich     immer  auf  die  Form 

G(i4,  B,  C,  A',  ff,  er,  A',  r,  Z) 

bringen  lässL 

§  13. 

Da  bei  der  Elimination  von  ...  2,  aus  (p^  die  übrigen 
er.  y.  z  von  selbst  fortfallen ,  so  kann  man  die  Elimination  in 
derWeise  bewirken,  dass  man  sowohl  in  q>^  als  auch  in  B'j  C,  A,  B,C 
die  schliesslich  fortfallenden  Variablen  von  vornherein  gleich 
Null  setzt,  die  ...  2,  durch  die  ^  ...  ausdrückt  und  die  so 
gewonnenen  AusdrttdLe  in  das  vereinfachte  ^^Jubstituirtr^Nun 
sind  die  Grtfssen 


Digitized  by  Google 


2(  H.  BiUNt, 

in  f{\  C .  A,  B,  r  uiit  CoeflicieDteu  verbuudeD,  die  durch  Daclt- 
slebeode  Zeilen  . gegeben  sind  : 

0  ,  -h  r  ,  -  A ' ,    0  ,  4.  r  , 
-r ,    0  ,  H-  jtf',  -  r ,    0  , 

0  ,  -h  a;  ,  -     ,     0  ,  X,, 

-  A. ,     0  .  +     ,  -  A, ,     0  , 

welche,  wie  wir  bereits  (jrtlher  gesehen  haben,  zu  der  Deter- 
minante 


^-r(A.-A,) 


A,  A,  L' 


fuhren.  Der  umgeformte  durch  die  ß\  C\  A,  if,  C  dargestellte- 
Ausdruek  von  (p^  könnte  also  eine  Fbtens  von  E  im  Nenner 
haben,  oder  die  Gestalt  / 

GIB',  C,  Ä,  B,  C,  A,  y  .  Z)  :  E9 

besitzen.  Diese  Form  ist  nun  soii  der  Art  und  Weise,  wie  die 
Elimination  im  Einzelnen  ausgeführt  wird,  unabliüogig.  Hätte 
man  die  Elimination  mittelst  der  Variablon 

bewirkt,  so  würde  man  im  Nenner  von  q>^  stall  des  vorstehenden 
E  ein  anderes 

E'  =  V  A,  -  A.   I  A,  A,  L'  I 

erhallen  haben.  Nun  haben  E  und  E'  nur  den  Theiler  L'  ge- 
meinsam, woraus  wir  schliessen,  dass  die  übrigen  Theüer  von 
/i' oder  E'  in  dem  Ausdrucke  von  (p^  sich  ge^ien  entsprechende 
Theiler  des  Zahlers  fortheben,  so  dass  nur  eine  Polenz  von  L'  im 
Nenner  von      verbleiben  kann. 

Hatte  man  statt  der  Variablen  y,  3,  y,  die  Variablen 
X,  3,  X,  und  statt  B\  C  die  Ausdrücke  C ,  A'  bei  der 
Elimination  benutzt,  so  würde  mau  für  (jp,  einen  Ausdruck  von 
der  Forni 

G(C',  A\  A,  B,  C,  A,  r,  Z)  :  M'^ 
statt  des  früheren 

G  Ä',  C,  A,  B  ,  C,  A,  r,  Z]  :  Z."? 

erhallen  haben.  Auf  analoge  Art  könnte  man  noch  zu  einer 
dritten  Darstellung  » 

»  G{A\  B\  A,  B,  jC  ,  A,  y  ,  Z):  iV'* 
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gelangen.  Um  nun  zu  zeigen,  dass  diese  Nenner  immer  durch 
passende  Umformung  von  (jp^  beseitigt  werden  können,  haben 
wir  nur  den  Füll  in's  Auge  zu  fassen,  wo  keine  der  drei  Zahleo 
^,  r,  s  gleich  Null  ist. 

Zunächst  schicken  wir  die  Bemerkung  v  oraus,  dass  abge- 
sehen  von  der  Relation 

(29)  A'L' B'M'  -i-  C  N'  =  0 

dio  .1,  r  . . .  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  es  exisUrt 
swisohdD  den  A^A' kaine  weitere  ftalalioa 

!d  weleher  die  Goeffieienten  P,  . . .  von  den  a;,  ^,  s  unab- 
hängig sind.  Infolge  dessen  darf  man  in  (p^  die  Variablen 

als  Grössen  ansehen,  welche,  abgesehen  von  der  einen  Kin- 
schränkiing  (29).  völlig  willkürlich  gewählt  werden  kitDoen.  £& 
sei  nun  auf  irgend  eine  Art  für  (p^  die  Darstellung 
f/)„  =  H[A',g,a,A,  B,  C,  L',  M\  X,  A„  >  „  Z„  . . .      )  „,  Z„) :  L' 

gefunden  worden,  wo  in  cp^  die  A\,  Z,  durch  die  /<'.  M\  .V 
und  die  übrigen  A' ,  }',  Z  ausgedrückt  zu  denken  sind ,  dann 
kann,  so  lanjje  die  x,  y,  s,  A',  Z,  endliche  Werthe  besitzen, 
(p^  nicht  unendlich  werden.  Ordnen  wir  dud  nach  fallenden 
Potenzen  von  L',  setzen  also  an 

_  /A,  ff, 

wo  die  If^  . . .  ganse  Functionen  der  vorkommenden  Grössen 
bedeuten,  so  muas,  solMild  V  veraehwindet,  sobald  also 

ist,  der  Ausdruck  verschwinden,  wie  auch  die  Werthe  der 
übrigen  darin  vorkommenden  Grössen  beschaffen  sein  mögen. 
Es  muss  also  durch 

JB'Jf'  Cft 
theilbar  sein,  d.  h.  man  hat  identiieh 

=  [BW  H-  C'.VV^o.  , 
wo  //gj  wiedenim  eine  ganze  Function  der  darin  vorkommenden 
Grössen  ist.  Infolge  dessen  wird 

H.-ÄH..  ff. 


Wendet  man  auf  diese  Darstellung  dieselbe  Scblussweise  an, 
11.  s.  w.,  so  gelangt  man  schliesslich  dahin,  den  Nenner  von  ip^ 
^ans  zu  beseitigen,  d.  b.  ist  immer  als  eine  ganse  FuDction 
der  Grössen 

i4,  B,  C,  Aj  Bj  Cj  X^<,  )^,         .,,  A'„,  1„,  Z„ 
darstellbar. 

§  14. 

Um  nun  die  Verbindungen  der  X,  F,  Z  tu  ermittelo,  weldie 
In     vorkommen,  bilden  wir  in 

zunächst  das  erste  Glied  rechts.  Dasselbe  hat  die  Gestalt 
yro'  ^      r  r 

tind  die  Ableitungen  von  fp^  sich  nur  auf  die  explicile  vur- 
kommenden  A',  Z  beziehen,  weil  die  A,  J5,  C,  Ä,  B^,  C  den 
Bedingungen 

bA     ^      ÖC  ^ 

OV  d  V 

genügen.  Ftthrt  man  in  dem  Quotienten 

^aß  '  ''iß 

Statt  der  cc,  y,  a  die  h  und  als  Variable  ein,  so  muss  die 
Integration  desselben  nach  den  mit  dem  Factor  —  mt- 
sehenen  Term  in  (p^  liefern,  welcher  7-^^  im  Nenner  hat.  und 
der  im  Uebrigen  eine  ganze  Function  der  A',  \\  Z  ist.  Nun  ist 

Jdx  (Pac  -4-0)  (aac*  •♦•S  6a5    c)"*    ( raj+  W){a  aj'+ÄÄaj+cf^ 

wenn  7Avischen  den  von  x  unabhängigen  Grössen  P,  Q,  a,  6,  c, 
F,  U'  die  Kelationen 

/)  =  6*  —  ac  , 
*  ■  DV      bP  —  Qa  , 

DW  =  c/^  -  Qb  , 
D{Vx  -h  U'j  =  P[bx  -I-  c)  —  (?(afic  +  6] 

stattfinden.  Mit  ftücksiebt  hierauf  selten  wir  an  • 
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X„  —  Xß 


fa  —  fß  =  faß  y 


ruß 


b \;  =  S  Xf^ß  f\^ß  , 

PA\  =  SXf^ßA^^ß  , 

b]  A\  =  i^\„ß  or„ß  , 
(6  a;,  +c)      ^  Sf^ßx^ß  , 


ax. 


dx,  ^  =  XI 

riß 


i^r^ßf 

Der  AufldnicK.' 


Sfaß^^aß  ^faß^uß 
^'^aß'^uß  ^^aß^aß 


ist,  wie  bereits  erwähnt,  dcijenige  Terin  iu  ,  welcher  7'^^ 
als  Nenner  enthalt;  es  niuss  also  der  Quotient  E  eine  gan^e 
Function  der  A',  )',  Z  sein.  Da  nun  F  und  E  ganze  Functionen 
der  A  . . .  sind ,  und  da  E  als  Funisltoii  der  A  . . .  be- 
trachtet irroductibel  ist)  so  muss  der.  Quotient  F:  E  auch  eine 
ganze  Function  der  o-,  ^,  s  "sein.  *  .  '  - 

Um  die  YorsteHung  zu  fttiroDf  nehmen  wii^  für  den  Augen- 
blick an,  dass  die  Indices  a,  ^.i^  Fund  £  auf  die  Wertbe  3,  4 . . . 
besehranl^t  seien. .  Weiter  denlLen  wir  uns  in  F.  und  E  die 
0?,  y,  %  zunttchst  dur6hdie  /*,  9,  k  und  o?,,  und  dann  die  Grossen 

^1»  /tt  ^Bi  ^1  durch  die  U,  C,  B*,  C  und  die  ttbrigiBü 
/*,  Ä  ausgedruckt.  Durch  diese  linearen  Transformalionen 
wird  an  der  Theitbarkeit  von  F  durch  E  nichts  geändert. 
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Der  Ausdruck  fUr  E  enthalt  dann  nur  die  Variablen 

fat  9$ii  ^a*  f(i^  9ßy  V'  Fsieh  lunächsl  als  eine  ganse 

homogene  Function  zweiten  Grades  derselben  g^h  und  von 
X,  darstellt,  deren  Coefifieienten  die  y,  z  nur  in  den  Ver- 
bindungen il|  ii' . . .  enthalten.   Setten  wir  demgemflss  an 

F-Foir*  +  f'.  o-,  + 

so  müssen  einzeln  durch  £"  theilbar  sein.    Nun  sind 

die  F^  und  F,,  wenn  sie  vorkommen,  in  Bezug  auf  die  f„  ...  h  ^ 
von  der  ersten,  resp.  nulllen  Ordnung,  woraus  wir  schliessen. 
•dass  sie  in  Wirklichkeit  identisch  verschwinden ,  dass  also  F 
sich  auf  den  Term     reducirt,  und  dass  infolge  dessen 


ist.  Ftthrt  man  nun  die  Differentiation  nach  u  aus,  so  er^ 
httlt  man 

{Sjg^  A„ß}  .  {S  Xiß)  -  {5  X„ß  A„ß}  IS  X„ß  x^ß)  , 
und  hieraus 

[^fttß  -^aii)  •       ^iß)  =       ^aß  ^aß]       ^aßtaß)  ' 
Die  vorstehende  partielle  DifTerenlialgleichung  für  rp^  kann  nun, 
•da  die  i^«,^  .  . .  die  /'«...      nicht  enthalten,  nicht  anders  be- 
stehen, als  wenn  die  milden     (/,  h  nmltipHeirten  Glieder  links 
und  rechts  einzeln  einander  gleich  sind,  d.  h.  es  ist 

Aqß  ^  ^aß  _  ^  ^  ^aß  ^afl  ^ 

^aß        ^  aß        ^uß        ^  ^aß  ^aß 

7u  diesem  System  von  Differentialgleichungen,  welche  aus 
Cfi-tlnden  der  S\  mmetrie  auch  noch  celten,  wenn  die  Indices  er.  i 
die  Werthe  1  oder  2  annehmen,  gehören  zunächst  die  vier 
Parlicularlösungen 

(a  SB  \^  2  . ..  fi)  . 

Es  fragt  sich  nun,  ob  noch  andere  gemeinsame  Particular- 
iösungen  existiren  können.    Die  Integration  der  Gleichung 

^aß  ^aß 
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ist  durch  die  drei  Piirlicularlösungen  L\  M' .  vollständig  er- 
schöpft.d.h.  die  weiteren  noch  aufzusuchenden  Parlicularlösunj^en 
dürfen  als  unabhiingig  von  X^f  )  ^  Yß  vorausgesetzt  werden. 
Dies  fuhrt  zunächst  zu  der  Gleichung 

=  0  ,  ■  ■ 

welcher  die  Lösung  A"*  genttgt.  Infolge  dessen  können  die  uocH 
•etwa  fehlenden  Losungen  als  unabhängig  auch  von  Z^f,  Zß  voraus- 
^esetxt  werden.  Esjnuss  also,  wenn  noch  weitere  Losungen, 
die  von  den  gefundenen  unabhängig  sind»  existiren,  durch 
einen  von  X^^  1*^,  Z^  unabhängigen  Ausdruck     dai  System 

•oder 

hXy  •        d • üz^  V 

befriedigt  werden  können,  was  offenbar  nicht  möglich  ist.  wenn 
^0  die  A'.,.  Yy.  Zy  wirklich  enthalt.  Wir  schiiessen  hieraus,  dass 
der  Ausdruck  (p^^  die  Variablen  X.  >'.  Z  nur  in  vier  von  den 
xc.  y,  z  unabhiiniiigen  Verbindungen,  nämlich  L\  M\  iV,  T 
enthält.   Eliminirt  man  also  aus 

rp^  OS  G  (i4,  BjCj  Ä  f  Bt'j  (ff  A\,  1 1 .  Z,,  ...  A'„ ,  y,, ,  Z^^) 

vier  der  A'...,  z.  B.  A\,  1',,  Z^,  X^  mittelst  der  Ausdrücke 
L\  M\  K.  T,  so  müssen  die  übrigen  A,  F,  Zvon  selbst  heraus- 
fallen.   Man  erkennt  leicht,  dass  dann  rp^  die  Gestalt 

g,.  -'Ä'lii,  j,  c,  A,  Ä-,  c,  r,  ir,  isr,  t) 

anniinniC,  wo  K  eine  ganze  Function  der  darin  vorkommenden 
Brossen  bedeutet.  Hiermit  sind  wir  im  Wesentlichen  an  das 
2iel  gelangt.    Ist  nämlich 

''aß 

die  Krttltefunctlon,  so  sind  die  Ausdrdeke 

A,  B,  C,  A\  B'.  C,  L\  M\  A",  T  -  V  ' 

homogene  Integrale  von  der  hier  untersuchten  Art.  .  Der 
Ausdruck 

•  /  «  £{Ä,  B,  ...  M\  N\-  T  —  U), 

isX  ein  ebensolches  Integral,  welches  entwickelt  und  nach  den 
JT,  y,  Z  geordnet,  mit  dem  blei*' untersuchten  Integral  g>  in  den 
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Gliedern  liüchslor  Ordnung ,  näuilieh  in  dem  Aufaugsleruj  (f^ 
übereinstiniuit.    Die  Diflerenz 

(p'  =  rjp  —  7 

ist  wiederum  ein  Inteiiral  von  derselben  Art  wie  rp,  nur  dass 
die  Ordnunji  in  Bezu^  lul  die  A,  Z  in  (p'  uui  wenigstens  eine 
Einheit  niedrisicr  ist,  als  in  (p.  Es  lässt  sich  also  von  dem  vor- 
goleglen  Inlegn»!  (p  stets  ein  aus  den  ])ekannlon  Inlegialen  in- 
saniniengesetztes  Integral  in  der  Weise  abspalten,  dass  das 
übrigbleibende  Integral  nach  den  .Y, )',  Zvon  niedrigerer  Ordnung 
ist  als  (p.  Wiederholt  man  diese  Abspaltung,  so  gelangt  man 
schliesslich  zu  einem  Integral,  welches  die  A,  /  nicht  enthält, 
welches  sich  deshalb  auf  eine  Constante  reducirt. 

Hiermit  haben  w  ir  den  Salz  gewonnen:  Bei demVieikörper- 
Problem  ist  der  Kreis  der  algebraisch  aus  den  Coordinaten  und 
(icschwindigkeiten  zusammengesetzten  und  von  t  freien  Inte- 
grale vollständig  mit  den  "bekannten  Integralen,  nämlich  deo 
Schwerpunktslitzen  ,  den  Flächensätzeu  uud  dem  Satze  VOQ  der 
lebendigen  Kraft  abgeschlossen. 

§  45. 

Aus  dbm  gefundenen  Ergebnis«  lassen  sich  sofeci  einige 
weitere  Folgerungen  sieben.   Wir  führen  ein 

und  schreiben  demgemtiss  die  lebendige  Kraft  in  der  Fem 

femer  setzen  wir,  wenn  U  wieder  die  Kräftefunction  bedeutet, 

r  -  (/=//, 
dann  haben  die  Bewegungsgleichungen  die  Gestalt 

ÖT  "Hu'  ^     "  dx„  ' 
Diese  G  leichungen  transfonniren  wir,  indem  wir  statt  der  a;,  f . .  • 
neue  Variable 

Pi  •  •  •  P»n  t    9i  •  •  •  9m 
durch  die  Gleichungen 

^«"jxi'  ''«"ö^«'  ^«""s^;' 
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einftlhreili  wo  V  irgend  einen  aus  den  Grössen  x,  y,  3,  p 
zusammengesetzten  Ausdruck  bedeutet.  Die  transformirten 
Gleichungen  werden  dann  bekanntlich 

dt       hp„  '    dt  *     hq„  * 

wo  JI  durch  die  7,  }>  nusfiedrUckt  zu  denken  ist.  Wir  wollen 
eine  derartige  Tiansforinalion  für  das  Dreikörper-Problem  wirk- 
lich durchfuhren;  für  das  Vielkörper-Problem  gestaltet  sich  die 
Rechnung  nicht  wesentlich  anders. 

Die  den  l  correspondirenden  Variablen  sollen  mit 

Pi  Pi  •  •  •     >  '^1     ^  entsprechenden  mit  9 ,      •  ■  •  ^f* 

bezeichnet  werden.  Ferner  soll  die  transformirende  Function  V 
in  Besag  auf  die  p  homogen  linear  sein,  woraus  sofort  folgt,  dass 
man  ansetzen  kann 

wo  für  die  q  bestimmte  FumAiojjien  dor  r,  tj^  z  gesetzt  zu  denken 
sind.  Der  Kürze  halber  möge  das  Zeichen  S  eine  Summation 
Uber  die  drei  Coordinatenaxen,  das  Zeichen  2  eine  cyclische 
Summation  tiber  die  Indices  4 ,  8,  3  bedeuten.  Dies  voraus- 
geschickt setzen  wir  zunächst  an 

d.  Ii.  die  7.,  7,.  7.,  sind  die  Distanzen  der  drei  KOrper  von 
einander.  Weiter  sollen  sein 

q^^Sm^x^,  gf, -2m,     ,  q^  ^  S  m,  z,  . 

Endlidi  biiden  wir  mit  den  neun  willkürlich  gewählten  Con- 
stunlen 

zwischen  denen  die  Relationen 

Sa^  ^  S      ^  S  e^  ^  0  , 
o,  6,  —  a,     s  Ol  &|  —  0|  63  «     5,  ~     6,  —  I  , 

stattfinden  sollen,  die  Ausdrücke 

fh,  =  -  ^.  -1  » 

dann  haben  wir  die  Transformationsgleiehungen 
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X        Pi  /  ^  ^'i   —        0  I 


-* "~  iT    ~  ''»^  ;r    ~~  "''-^ 

etc. 


Die  p  ergeben  sich* hieraus  nls  lineare  FuDOtioneo  der  f.  ly,  J, 
mit  Coefficienten,  welche  algebraisch  vcn  den  £C,  s  abhxngeo. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgern  wir  zunttchsi 

:5  m,  \,  «  J I,  «     J  in,  , 

:?  w/,  ) \  »  j  ijj  «  p, :?  , 

d.  h.  die  />,  7  luil  den  ludices  0,  7,  8  sind,  von  constanlen  Fat- 
loren  Jibgesehen,  sleieh  den  Geschwindigkeiten  und  den  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes.  Weiler  bilden  wir  die  coiuplexe 
Verbindung  der  beiden  ersten  FlUcheusätze 

und  den  dritten  FlKchensatz 


Der  Ausdruck  für  B  endlich  setzt  sich  zusammen  aus  den  drei 
Gliedern 

H'  ^^{^''\'ü-  '"*-t_."i3  4.  V/ii  V^  9i     7?  -  9? 
^  \qj  ^*  2«!^  //I,      ^  7,  7,        2  m, 

1d  den  Ir.insforinirten  Dillerentialgeichunjjeü 

dt       dp«  '  dt 
spaltet  sich  jetzt  zunächst  das  System 


—  -r —  .  (a  Ä  0,  4  ...  8*' 
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ab.  dessen  Integration  die  SehwerpunktsUtze  liefert.  Nehmen 
w  ir  den  Schwerpunkt  als  Coordinatenanfang,  so  haben  wir  die 
p,  q  mit  den  Indices  6,  7,  S  einfach  gleich  Null  zu  setzen,  uod 
erhalten  das  System  zwölfter  Ordnunjj 

WahU  man  ferner  die  invariable  Ebene  als  sc^^-Ebene,  so  ist  p, 
gleich  Noll  su  setzen.  Infolge  dessen  reducin  sich  das  System 
swttlfter  Ordnung  auf  ein  System  zehnter  Ordnung  mit  den  Va- 
riablen p . . .  />4,  q  und  auf  eine  Quadratur  zur  Bestimmung 
von  q^.  Das  letztgenannte  System  bat  die  Form 

di        dp«  '     dt  dg«  '    ^"  ^»  '      •  ^' 

und  giebt,  da  H'  die  Variablen  p^  und  nur  zu  dem  Producte 
Pf     verbunden  enthalt,  in  Folge  der  Gleichungen 

ät        ö(p,«J  dt  "  b{p,qj 


die  Relation 


dt  ~ 


welche  sich  vorhersehen  liess,  da  ip^q^  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  das  dritte  Flachenintegral  ist.  Von  dem  System 
zehnter  Ordnung  spaltet  sich  also  das  System  achter  Ordnung 

ab,  wo  in  ff  an  Stelle  von  p^  q^  eine  Gonstante  zu  schreiben 
ist,  die  wir  mit  h  bezeichnen  wollen.  Die  beiden  ttbrig  bleiben- 
den Gleichungen  liefern  dann  den  Ausdruck  fttr 


durch  eine  Quadratur. 
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§  16. 

Um  d(is  System  achter  OrdnuD)^  uoch  weiter  zu  reducireo, 
schreiben  wir 

wo  //,  und  //,  offenbar  von  p  frei  sind.  Ferner  setzen  wir  an 

//,  -  U' 

""^fif; —  =     +  A  =  0  , 
und  iiount'ii  dann  die  Gleichungen  zuniicbst  in  der  Form 

schreiben,  wo  nach  Ausführung  der  partiellen  DifiTereDtiatiouPD 
für  H'  wieder  der  ursprüngliche  Ausdruck  gesetzt  zu  denkeD 
Ist.  Wegen  der  Relution 

folgt  aber  für  a  =  1,  2,  3 

dq      hp„  *     dq  **      hq„  * 

Für  (las  vorsU  hendc  S\sl«»iii  sochsler  Ordnung  ist  der  in  A' auf- 
tretende Ausdruck  //'  ein  Inleij;rjd.  \\\v  dürfen  also  für  //'  eine 
(konstante  —h  scliroiben  und  haben  daniil  das  Problem  auf  die 
Integration  eines  Systems  sechster  Ordnung  und  die  Quadratur 

dp  ÖA 

dq  ~~  hq 

zurückgeführt. 

Eine  weitere  Reduction  als  auf  dieses  System  sechster 
Ordnung,  welches  schon  mehrfach,  wenn  auch  in  abweichender 
(iestall,  abgeleitet  worden  ist,  lllsst  sich,  wie  aus  den  rnt(^r- 
suchungen  von  Herrn  Lik  über  Gruppen  Mnthem.  AnnaU  n, 
Hand  VIII)  hervori^eht.  an  der  Hand  <lor  bisher  bekannten  Inte- 
ui  ale  nicht  erreichen.  Der  vollständige  Ausdruck  fUr  A  hat 
.  die  Gestalt 
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_  //,  -h  h 


-Ii  -    -  ^«u^s;  ^1 ' 

//  i^y/^r'fli        '"3  ,  y/^     7i    9Ü  -  9? 

t  Vi   2,,,^,,,^      ^  ^^^^  2//^ 


9i 

Ks  lasst  sich  jetzt  uiisrinvcr  zeigen,  dassunstT8\  stein  sechster 
Ordnung  keine  algebraischen  Integrale  besitzt.  Angenuninien 
esexislirte  ein  algebraisch  aus  den  p.  7  zusaninieugesetztes  Inte- 
gral, dann  ergiebl  sieh  zuniiehst,  weil  A'  eine  rationale  Kuru  lion 
der  q  ist,  die  in  §  2  benutzte  Schlussweise,  dass  dieses  Inte- 
ural  sich  als  eine  aluebr.iische  Verbindunu  von  Intei^ralen  dar- 
stellen  lasst,  welche  die  p,  q  nur  rational  enlhallen.  Ftlr  die 
rationalen  Integrale  ferner  zeigt  die  in  §  3  benutz^le  Methode 
ih  r  unbestinunteu  Coefficienlen,  dass  in  diesen  Integralen  die 
in  Ä' auftretenden  Constanten ,  nünilich  die  m.  a,  h,  c,  /•,  h  nur 
in  algebraischen  Verl)indungen  auftreten  können.  Setzt  man 
nun  in  einem  solchen  ratii)nalen  Integral  für  die  p.  q  ihre  Aus- 
drücke durch  die  ursprünglichen  Variablen  .r,  //,  z,  5,  1*  umi 
ferner  für  die  (konstanten  /.•  und  h,  welche  ja  algebraische  Inte- 
grale bedeuten,  ebenfalls  ihre  Ausdrücke  durch  die  ursprüng- 
lichen Variablen,  so  gelangt  man  zu  einem  Integrale  des  Drei- 
körper-Problems, welches  die  Coordinaleu  und  die  (iescliwindig- 
keilen  nur  algebraisch  enthüll.  Kin  derartiges  Integral  redncirt 
sich  aber  allemal,  wenn  man  den  Schwerpunkt  als  Coordiualen- 
anfang  und  die  invariable  Ebene  als  .r»/- Ebene  wühlt,  auf  eine 
algebraische  Function  von  //  und/»  allein,  womit  offenbar  die 
Nichtexistenz  algebraischer  Integrale  für  das  öyslem  sechsler 
Ordnung  bewiesen  ist. 

Bei  den  bisher  mitlelstderHAMiLTOfr-JAcoRi  sciiEM  Methoden 
-erledigten  Problemeo  der  analytischen  Mechanik  beruht  die 
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Lösung  im  Allgemeinen  darauf,  dass  man,  ntfthigenfalls  dttrch 
eine  passende  Transformation,  eine  sogenannte  Trennung  der 
Variablen  herbeifalirt.  Dieses  Princip  lässt  sich  etwas  ailge* 
meiner  als  es  bei  Jacobi  geschiebt,  folgendermassen  formuliren. 
Gegeben  ist  das  kanonische  System 

die  Variablen  lassen  sich  trennen,  wenn  zwischen  den  Variablen 
9  • "  9nf  Pt  Pnt  ^^^^  neuen  Variablen  p  unß  gewissen 
Parametern  c, ,  c,  ...  Gleichungen  von  der  Form 

//,  [p  q  c,  c,  . .  .)  =a  0  ,    H^{p^      c,      . . .)  =  0  etc. 

aufgestellt  worden  können ,  welche  folgenden  Bedingungeo 
gentigen:  \]  die  Anzahl  der  Gleichungen  und  der  Parameter c 
ist  gleich  der  Anzahl  der  Variablenpaare  7^  7,  . . . ;  2)  jede 

Gleichung  enthüll  nur  ein  Variablenpaar;  3]  eliminirt  man 
mittelst  der  angegebenen  Gleichungen  aus  dem  Ausdrucke 

p  H 

je  eine  Coinponenle  eines  Paares,  so  fallen  die  anderen  Compo- 
nenlen  von  selbst  heraus,  d.  h.  der  genannte  Ausdruck  ver- 
wandelt sieh  in  eine  von  den  q  freie  Function  der  raratneter' . 
Aus  diesen  i:^ii;eiisehaflen  folgt  dann  weiter,  dass,  wenn  mau 
die  Gleichungen  //,  //,  ...  nach  den  c  auflöst,  die  für  die  c  sich 
ergebenden  Ausdrücke  lnlei:i  ale  des  vorgelciilen  Problems  sind. 

Aus  diesen  Bemerkungen  liisst  sich  dasErsebniss  ableiten, 
dass  es  uiehl  iiiuglich  ist,  bei  unserem  System  sechster  Ord- 
nung eine  Trennung  der  Variablen  durch  rein  algebraische  Be- 
rührungstransformalionen.  d.  h.  Transformalionen,  bei  welchen 
die  kanonische  Form  der  Dillereulialgleiehungen  erhalten  bleiht, 
herbeizuführen.  Bei  einer  algebraischen  Transformation  näm- 
lich verwaudelL  sieh  A'  in  eine  algebraische  Function  der  neuen 
Variablen.  Wenn  nun  in  diesem  Falle  eine  Trennung  nach  den 
neuen  Variablen  ujüglich  ist.  so  lassen  sich  die  Parameter  c  stets 
so  wählen,  duss  die  Zusatzgleichungen 

CB  0  y         •  0  }  •  •  • 

die  Variablen  und  die  Parameter  nur  algebraisch  enthalten. 
Man  wttrde  hiermit  auf  algebraische  Integrale  des  Systems 
sechster  Ordnung  geführt.     Darnach  sind  also  die  Trans- 


i 

Digitized  by  Google 


Ubber  DIB  Irtbgbalb  OES  Vielköbpbb-Problbms.  39 


formationen,  welche  die  Trennung  der  Variablen  gestallen, 
nothwendiger  ^Veise  transceudeut ,  ebenso  wie  die  noch 
fehlenden  Integrale. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  nun  allerdings 
noch  nicht  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  iiiiin  nicht  auf 
algebraischem  Wege  wenigstens  zu  einem  neuen  Integrale  ge- 
langen könnte.  Diese  Frage  ist  im  Wesentlichen  gleichbedeutend 
mit  der  andern  :  existiren  Integrale,  weiche  durch  Quadraturen 
Uber  algebraische  Ausdrücke  der  p,  q  entstehen?  Die  Er- 
ledigung dieser  Frage,  zu  welcher  man  nach  Erschöpfung  des 
Gebietes  der  algebraischen  Integrale  auch  noch  durch  Ueber- 
legungen  ganz  anderer  Art  hingedrängt  wird,  würde  auf  dem 
hier  eingeschlagenen  Wege  als  der  nächsle  nothweudige  Schritt 
erscheinen,  bevor  man  den  Versuch  macht,  in  den  Differential- 
gleichungen selbst  Fingerzeige  bezüglich  der  fttr  das  Problem 
angemessenen  transeendenlen  Transfonnaiionen  aufzusuchen. 

Leipzig,  Sylvester  4886. 


Digitized  by  Google 


SITZUNG  AM  7.  MÄRZ  4887. 


Walther  Byek»  Beürfifje  zur  Analysis  situs.  III.  Mit- 
tbeiluD^    (Vorgelegt  von  A.  Mayer,)    Mit  4  litbogr.  Tafei. 

Die  holden  voranpcluMidon  rnlersuehungen  XUr  Änalysis 
situS)  welche  ich  die  Ehre  hatte  der  hohen  Societill  yorzttlegen 
behandelten  im  Wesentlichen  die  Definition  der  »Grundzahl» 
einer  ManniLifnitiL'keit  insbesondere  von  zwei  und  drei  Dimen- 
sionen und  (leren  Hcsiimiming,  falls  die  MaDmgfaltigkeit  in 
analytischer  rorni  geiicheii  ist. 

Durch  Aufslelluujz  der  Grundzahl  ist  nun  selbslversliind- 
lich  eine  Mannigfaltigkeit  keineswegs  »im  Sinne  der  Analysis 
situs  vollständig«  bestimmt.  So  liisst  sich  z.  B.  aus  der  Bestim- 
mung der  Grundzahl  ftlr  den  » Innenraum «  einer  ebenen  Curve 
(A.  S.  II.  pat:.  63 1  noch  keineswegs  die  Anzahl  der  Zweige, 
aus  welchen  die  betr.  Curve  besteht,  angebeu,  oder  aus  der 
Grundzahl  einer  Fläche  sich  ein  Scbluss  auf  die  Anzahl  oder  die 
Grundzahl  ihrer  einielnen  Tbeile  machen.  So  wird  man  all- 
gemeiner die  Frage  aufwerfen  ktfnnen : 

Welche  Ansakl'" Bestimmungen  sind  —  unter  Voraussetzung 
eines  antUytiscken  Datums  —  an  einer  Monni^altigkeit  durchs 
xupihren,  um  dieselbe  im  Sinne  der  Analysis  situs  hinreichend 
und  vollständig  xti  charakterisiren? 

Biese  Frage  ist  in  den  folgenden  Zeilen  für  ebene  CSurven 
und  für  Flttchen  eines  ebenen  dreidimensionalen  Raumes  behan- 
delt. Es  werden  Ansablbestimmun gen  (im  Wesentlichen  in  wie- 
derholten Anwendungen  des  Sfurm'schen  Satzes  bestehend)  be- 


4)  Beitrttge  xur  Analysis  Situs  I  und  II,  vom  6.  Juli  1881  ond  8.  Fe- 
bruar 4886;  im  Folgendea  A.  S.  I.  und  II.  cllirt. 
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zeichnet,  durch  welche  die  belr.  Mannigfaltigkeit  bis  auf  Verbie- 
gungen  und  Verzerrungen  ohne  Zerreissen)  eindeutig  deünirt 
wird.  Die  zu  Grunde  tieleste  Methode  ist  in  der  Ebene  wie  im 
Räume  dieselbe,  nur  habe  ieli  für  die  Discussion  in  der  Kbene 
eine  an  die  früheren Kntwickeluuäieii  iintnillelbar  anschliessenile 
Darstellung  gewühlt.  wiUirend  ich  im  Haume  die  Ableitung  der 
fraglielien  Charakteristiken  mit  Hülfe  einer  Frojeclion  der  Fluche 
mehr  habe  hervortreten  lassen. 

Die  Frage,  wie  nun  die  so  definirten  Mannij^lalli^keilen  in 
gew  isse  XornKtlfoiinen  ühergefuhrt  werden  können,  deren  Auf- 
stellung und  Clussitii'ation  uns  über  die  überliaupt  vorliandeneii 
gestaltlichen  Möglichkeilen  orientiren  würde,  berühre  ich  in  der 
vorliegenden  Untersuelumi:  nieht.  Insofern  man  nun  eben 
anknüpfend  an  eine  solche  Aulstellung  gewisser  Normalformen 
die  hier  gestellte  Aufgabe  auch  durch  die  l'eberführung  gegebener 
Cur\  en  und  Flächen  in  gewisse  Norraalformen  behandelt  denken 
kann,  wo  dann  die  Gebilde  als  heirerjUch  gewisse  Umformungen 
erleiden,  mag  ni;m  im  Vergleich  damit  deu  hier  eingeschlagenen 
Weg  dadurch  bezeichnen,  dass  wir  für  die  Discussion  unsere 
Mannisfaltickeiten  zwar  durch  das  anah  tische  Datum  als  s/arr 
gegeben  betrachten,  aber  ihre  gestaltliehen  Eigenschalten  nur 
insoweit  rechnerisch  verfolgen,  als  wir  sie  eben  zu  einer  Cha- 
rakteristik  im  Sinne  der  Analysis  situs  bedürfen 

Zum  Schlüsse  habe  ich  in  §  3  einige  bemerk ungen  über  die 
Gestalten,  welche  die  ebenen  Projectionen  \on  Flachen  besitzen 
können,  anijefügt.  Sie  sollen  nur  den  Unifani:  der  eintretenden 
Möglichkeiten  an  Beispielen  bezeichnen,  ohne  irgendwie  er- 
schöpfen zu  wollen.  F^ine  ausführliche  Darstellung  möchte  ich 
einer  anderen  Gelegenheit  vorbehalten. 

§1- 

Ebene  Canren. 
Die  Gleichung  der  Gurve  sei 

f  (ap.  y>  =  0, 

wobei  zur  VereiDfachung  des  Ausdruckes  (wie  in^en  früheren 

*  4}  lUa  v«rglelebe  ttbrigens  hienu  die  ScMoMbemerkODgen  des  §  t 
Fg.  4». 
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Abhandlungen)  vorausgesetzt  sei,  dass  die  Gleiehnngen 

f     y)  =  0,  f,^  0,  U  =  0. 

(wo  und  /"j  die  partiellen  Ableitungen  von  f  oacli  x  und  y 
bezeichnen)  nicht  gleichzeitig  für  reelle  Werthepaare  y  zu  be- 
friedigen seiend). 

Wir  betrachten  ferner  (ebenso  wie  frtther  A.  S.  I.  p.  32Sj 
die  Ebene  als  Kugel ,  d.  h.  mit  nur  einem  unendlich  fernen 
Punkte,  welcher  im  lAussen-Raume«  f^Oder  Curve  gelegen  sei. 

Wir  legen  der  Betraditung  wieder  einen  schon  früher  [A. 
S.  II.  p.  62)  gebrauchten  Entstehungsprocess  der  Curve  zu 
Grunde,  den  wir  wieder  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen 
in  einer  speeiellen  Gestalt  voraussetzen :  Eine  Gerade  y 
müge  von  einer  »obersten«  Lage  beginnend,  für  welche  noch 
kein  Schnittpunkt  mit  der  Curve  statthat,  parallel  zur  Anfangs- 
Icige  bleibend  mit  abnehmendem  y  Ober  die  Curve  hinweg- 
geschoben werden.  Wir  betrachten  dann  den  jedesmal  oberhalb 
der  Geraden  befindlichen  Theil  der  Curve  als  entstanden  und 
achten  darauf,  wie  bei  der  Bewegung  neue  Stttcke  der  Curve 
entstehen  und  schon  vorhandene  sich  vereinigen.  Das  Entstehen 
neuer  Curventheile  findet  jedesmal  statt,  wenn  die  Curve  von 
»oben«  berührt  wird,  die  Vereinigung  zweier  Theile  jedesmal 
dann,  wenn  eine  Berührung  von  » unten c  statt  hat.  Die  be- 
treffenden Stellen  sind  also  durch  die  Gleichungen 

/  =  0.  =0 

charakterisirt  und  die  Art  der  Berührung  von  »oben«  bez. 
»unten«  durch  das  positive  bez.  negative  Vorzeichen  von 

Ii  '  I K{- 

Seien  nun  »/,,  .  •  .  der  Grösse  nach  geordnet  die  Ordinalen 
für  welche  Berührungen  eintreten ,  so  liisst  sich  zunächst  aus 
der  Kennliüss  der  Jedem  dieser  Werthe  entspredienden  Vorzeichen 
von  /,  .  f^^  die  Anzahl  o  der  Schnittpunkte  einer  beliehir^en  Ge- 
raden y  —  mit  der  Curve  bestimmen.  Versteht  man  nünilich 
unter  [fi'f\i]  die  Grosse  ±  1,  je  nachdem  /jYh  positiv  oder 
negativ  ist,  so  ist  diese  Zahl  sofort  gegeben  durch 


4)  lodflts  sei  aasdrttcktieh  bemerkt,  dass  ein  Beibehalten  solcher 
singulsrer  Punkte  keinerlei  Schwierigkeiten  bietet. 
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die  Summe  ausgedebnt  Ober  alle  Punkte  yj,  (/'s  0,  /*, »  0),  Cur 

welche  y'^ya  'st. 

Die  Intervalle  von  y,  bis  y,  bis  y,  .  .  .  ,  y„_ ,  bisy,, 
sind  dergestalt  jedes  von  einer  bestimmten  Aniabl  v  on  Curven* 
Stücken  durchsetzt,  die  unter  sich  eben  an  jenen  Berührungs- 
punkten zusammenhangen.  Zur  vollständigen  Charakteristik 
der  Curven  ist  es  also  noch  nothwendig,  die  Lage  der  Be- 
rührunsspunkte  nuf  den  einzelnen  Tieraden  y=  Vi  ■  •  •?/  =  ?/« 
zu  kennen,  d.  h.  zu  wissen,  wie  viele,  /,  von  allen  Schnitt- 
punkten einer  solchen  Geraden  mit  der  Curve  rechts«  (und 
damit  auch  gleichzeitig  wie  viele  »linkst)  vom  Berührungs- 
punkte liegen. 

Die  Kenntniss  dieser  /aldt'n  /.  f  ur  die  sämmtltcheji  Tangenten 
y  =  y-  ist  zur  Chnrakterisirung  jedenfalls  hinreichend.  Denn 
sie  ermöglicht  unmittelbar  und  nur  auf  eine  Weise  ein  Schema 
(ier  uegenseitiiien  I^ge  der  einzelnen  Curvenzweiae  zu  ent- 
werfen (vergl.  Fig.  \).  Zunächst  etwa  beim  obersten  Berüin  imus- 
punkle  (für  welchen  l\  .  f^^  positiv  ist]  beginnend  und  auf  dem 
einen  der  dort  auslaufenden  Aaste  (etwa  nacli  rechts)  fortschiei- 
tend  beseiehnen  wir  einen  ersten  Gurveniug  in  gans  bestimmter 
Weise  dadurch,  dass  wir  beim  Ueberschreiten  jeder  Tangente 
angeben,  wie  viele  Schnittpunkte  der  Curve  mit  dieser  Tangente 
rechts  (bes.  links)  des  jeweils  durchlaufenen  Curvensuges  liegen 
<—  und  diese  Anzahlen  bestimmen  sieh  sofort  aus  der  Kenntniss 
der  obengenannten  Zahlen.  Diese  lassen  nttmlioh  erkennen,  ob 
ein  Berührungspunkt  »reohtso  von  dem  durchlaufenen  Curven- 
zweige  auftritt  (bezw.  verschwindet),  ob  er  auf  dem  durchlau- 
fenen Zweige  liegt,  oder  endlich  links  davon  gelegen  ist'].  So 
ordnen  sich  in  bestimmter  Reihenfolge  schliesslich  alle  jene  fie- 


I)  Sei,  um  dies  n&her  auszuführen,  an  einer  bestimmten  Stelle  der 
Curve  fdic  wir  uns  in  der  Richtung  nach  »abwärts«  durchlaufen  denken) 
m  die  Zahl  der  »rechts«  liegenden  Curvenzweigo ;  sei  ferner  für  die  nächst- 
folgende borizuntale  Tangente  fA  die  Zahl  der  Zweige  »rechts«  vom  Beruh- 
rongspankte.  Nehmen  wir  dann  an,  diese  Tangente  bertlbre  von  »oben«, 
so  wttchst  die  Zahl  der  »redils« liegenden  Curvenzweige  für  den  durch- 
laufenen Zweig  um  8,  wenn  f*  <  m  und  bleibt  ungeändert  für  «  ^>  m.  Be- 
rührt die  Tangente  von  »unten so  nimmt  die  Zahl  der  »rechts« liegenden 
Zweige  am  S  ab,  wenn  /i  <  m  —  t ;  wenn  aber  fustm-^k  bez.  fi^m 
ist,  so  liegt  der  betr.  Berflhrangsptinkt  auf  dem  Corvenzwelge  und  die  Cnrve 
wendet  sich  von  da  mc\\  oben  und  zwar  nach  rechts  hoz.  narh  links;  \^\ 
ft"^  mtSO  bleibt  die  Zahl  der  arechtsließenden«  Curveuzweige  ungeändert. 
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rttfarnngspunkte  auf  gesohlossenen  Tbetlen  der  Gorve  an,  deren 
gegenseitige  Lage  durch  unsere  Angaben  völlig  fixirt  ist. 

Unsere  Anzahlbesiimmungen  sind  aber  nicht  bloss  hin- 

reichend j  sondern  auch  nothu  endig,  um  mit  Hülfe  der  gewühlten 
horizontalen  Tangenten  die  Ciirve  in»  Sinne  der  Anah  sis  situs 
vollständig  zu  deiiniren.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Zahl  n  der 
horizontalen  Tangenten  und  für  jede  den  Charakter  der  eintre> 
tenden  RtM  ührung  (als  obere  bez.  unlere)  gegeben,  so  lassen  sich 
nur  unter  Berücksichtigung  dor  obigen  Helation  (1),  welche  die 
Oesammtzahl  a  der  Schuitlpunkte  der  Curve  in  jedem  Intervalle 
angiebt,  die  Zahlen  A| ,  A,  .  .  .  A„  der  rechts  \(>n  jedem  Berüh- 
rungspunkte liegenden  Schnittpunkte  der  Curve  n)it  diesen  Tan- 
genten noch  tril'kiirlidi  festsetzen  und  führen  jedesnictl  zu  einem 
und  nur  einem  liüii/  bestimmten  Schema  einer  Curve. 

Fassen  wir  die  hiermit  gewonnene  Mellutde  zur  Charakte- 
risirung  einer  Curve  zusamujen ,  50  haben  wir  für  die  Cnrve 
f  (x,  [ij  =  0  anssrr  der  BesLiinimtng  ihrer  horizontalen  Tangenten 
und  den  Charakters  der  jedesmaligen  Berührung  (als  >wberer(i 
bez.  f)  unterer«  Berührung)  auf  jeder  dieser  Tangenten  das  Lagen- 
verhäUniss  des  Berührungspunktes  Jti  den  übrigen  Schnittpunkten 
auf  der  Tankte  durt^  die  Bestimmung  der  Zahlen  A|  xu  fixiren^ 
eine  Bestimmung  f  die  jedesmal  dw  Anwendung  des  Stürmischen 
Saties  erfordert. 

Besitst  die  Curve  Doppelpunkte^  so  ist  itlr  diese  gletchfalts 
auf  einer  durchgelegten  lloriiontalen  je  eine  Zahl  Xf  su  bestim- 
men. Ebenso  lassen  sich  weitere  singulare  Vorkommnisse  leicht 
in  die  allgemeine  Theorie  einbegreifen. 

Unmittelbar  ist  ersichtli?b;  dass  unser  System  von  horizon- 
talen Geraden,  das  wir  der  »Beschreibung  der  Gurve«  zu  Grunde 
gelegt  haben,  durch  irgend  ein  anderes,  die  Curve  einfach  über- 
deckendes Gurvensystem  zu  analoger  Formulirung  ersetzt  wer- 
den kann,  wo  dann  der  speciellen  Curve  irgend  ein  specielles 
System  fUr  die  Discussion  am  angemessensten  sein  wird  ^] . 

§2- 

Flfiehen  im  ebenaa  drsidimenslmislon  Rmiba. 

Indem  wir  dazu  tibergehen,  eine  analoge  Methode  zur  Gha- 
rakterisirung  einer  (im  ebenen  dreidimensionalen  Baume  ge- 


4)  Man  vtTgU  übrigens  die  Scblussbemerkvagen  von  j  i. 
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le^enen)  Fläche  (die  wir  uns  auch  wieder  als  aus  einer  Anzahl 
geschlossener,  einander  in  mannigfachster  Weise  durchdringen- 
der und  umsehliessender  Theile  bestehend  zu  denken  haben) 
übergehen,  sei  im  Folgenden  eine  etwas  veränderte  Darst«  Illings- 
form  —  mit  Hülfe  einer  »Projection«  der  Flüche  —  goNNälilt,  die 
unmittelbar  auch  in  den  voranstehenden  Entwicklungen  hUtte 
gebraucht  wer(h'n  können. 

Denken  wir  uns  eine  Flüclie  die  w  ir.  wenn  es  sich  um  eine 
rechnerische  Ausführung  handelt,  wieder  tiurch  eine  Gleichung 
^  fac,  v,  =s  0  gegeben  voraussetzen)  von  irgend  einem  Punkte 
aus  betrachtet,  so  können  wir  dieselbe  »von  diesem  Punkte  aus« 
dadurch  beschreiben,  dass  wir  zunächst  die  Umrisscurve,  in 
ihrer  Projection  auf  irgend  eine  Ebene.  vollslUndig  charakte- 
risiren  und  dann  angeben,  wie  sich  in  diese  (lurve  die  einzel- 
nen Theile  der  Flüche,  die  als  verschiedene  über  der  ProjeclioDS- 
ebeDe  liesendc  Mliitler  zu  denken  sind,  einspannen. 

Wir  zerlegen  diese  Discussion  in  folgende  Schritte  : 

1.  Die  i'rmrisscurveK  in  weicher  wir  gleichzeitig  auch 
etwa  vorhandene  Uückkehrcurven  der  Flüche  einbegreifen^  sowie 
die  » Doppelcurvea  —  die  wir  beide  als  aus  einer  Anzahl  ge- 
schlossener, sich  mannigfach  überkreuzender  Theile  bestehend 
anzunehmen  haben  —  müssen  zunächst  nach  den  soeben  in  §  < 
ausgeführten  Methoden  in  der  ProjeclioDsebeDe  festgelegt  werden. 

Ä.  Lttngs  der  Umrisscurve  gehen  nun  (vom  Projeclions- 
centrum  ans  gesehen)  zwei  Flächen  theile  in  einander  über,  so 
zwar,  dass  wir  längs  der  Curve  noch  diejenige  Seite,  auf  welcher 
der  Uebergang  statthat  (mit  Hülfe  einer  Voraeichenbestimmaog, 
die  für  jeden  getrennten  Theil  der  Garve  an  einer  Stelle  auf- 
zuführen ist!  fixiren  können;  wir  wollen  diese  Seite  der  Curve 
kurz  die  »FUichenseiten  nennen. 

Nach  diesen  Bestimmungen  lässt  sich  für  jeden  beliebigen  Pro- 
jecUonsstrahl  die  Ansahl  a  seiner  Schnittpunkte  mit  der  Flikhe  an- 
gdben,  wenn  wir  dieBesUmmung  einmal  für  einen  Projectimsstrahl 
ausgeführt  haben. 

Jede  Vebersohreitung  der  Umrisscurve  (man  sehe  hier  etwa 
Fig.  2,  5)  lindert  nämlich  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  um 
-1-2  bez.  -^2,  je  nachdem  sie  durch  die  Ittngs  des  Umrisses 
fixirte  »Flacbenseitet  als  Eintritt  oder  Austritt  zu  bezeichnen  ist. 
Ueberscbreitungen  der  Doppeicurve  andern  selbstverständlich 
diese  Anzahl  nicht. 
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3,  Nun  denken  wir  uns  für  alle  Doppelpunkte  der  Umriss- 
curve  und  Doppelcurve  (die  im  Allgemeinen  scheinbare  Doppel- 
punkte sein  werden)  in  der  Projcrtionsehene  den  dort  »über- 
kreti/enden  »  und  den  «unterkreuzendeii  (;ur\  ouzug  bezeichnet; 
Weiler  sei  für  etwa  vorliyndene  Berührungen  der  Projection  von 
Doppelcurve  und  Umrisscurve  bestimmt,  ob  im  Räume)  die 
Doppelcurve,  in  bestimmter  Richtuui:  durchlaufen,  den  Uinriss 
von  »oben  nach  unten  «'  bez.  von  «unten  nach  oben « durchsetzt^). 

4.  Es  handelt  sich  jetzt  nuclj  um  die  Kutscheidung,  welche 
Blülter  der  Flüche  jedesuiül  lüngs  der  einzelnen  Ränder  zusaui- 
lucnhüngen. 

Diese  Entsdieiduuff  tvird  dadurch  getro/len,  dass  wir  für 
jeden  in  sich  geschlossenen  Theil  der  Umrisscurve  und  der  Doppel- 
curve an  einer  (übrigens  wUlkürlichen)  Stelle  besiimmen^  in  wie 
vielen  (l)  Punkten  der  su^örige  Projectionsstrahl  in  dem  Stücke 
zwischen  dem  Projectienscenirum  und  Jenem  Punkte  der  ürnna^ 
(Doppel-)  CuiTe  (seinem  Berührungspunkte)  die  Flikke  schneidet. 

Dann  sind  nämlich  (man  vergl.  etwa  Figur  5),  wenn  wir 
uns  (3]  ausgeführt  denken,  jedesmal  längs  des  betreffenden  in 
sich  geschlossenen  Gurvensuges  die  dort  zusammenhllngenden 
Blätter  bestimmt.  Man  beachte  ntf  mlicfa,  dass  die  ebenerwähnte 
Scbnittpunktszabi  k  für  einen  Projeetionsstrahl  längs  eines  ge- 
schlossenen Theiles  der  Umrisscurve  sich  jedesmal  ändert,  so 
oft  ein  scheinbarer  Doppelpunkt  (mit  einem  andern  Stück  der 
Umrisscurve)  auftritt,  in  welchem  der  durchsetsendc  Curven- 
tiieil  zwischen  Projertionseentrom  und  Berührungspunkt  liegt. 
Und  zwar  wachst  die  Zahl  jener  Schnittpunkte  /.  um  2,  bez. 
nimmt  um  2  ab,  je  naehflem  die  lietr.  Stelle  einen  Eintritt  oder 
Austritt  bezeichnet.  Dagegen  bleibt  die  Zahl  jener  Schnitt- 
punkte an  denjenigen  scheinbaren  Doppelpunkten  unueünderl, 
für  welche  dei'  durchsetzende  Zweig  ausserhalb  des  oben  er- 
wähnten Stückes  den  Projeetionsstrahl  schneidet,  i-erner  ändert 
sich  die  Zahl  /.  um  eins  an  den  Stelleu.  in  welchen  die  l  luriss- 
curve  von  der  Doppelcurve  der  Flache  berüiut  wird  unil  zwar 
um  -f-1  bez.  —  I .  je  nachdem  im  Sinne  der  Durcldaufung  der 
luu'isscurve  gerechnet  die  Doppelcurve  ^dic  ja  im  Räume  den 


\]  Wir  werden  weiter  unten  für  eine  rechnerische  Durchführung  die 
AnsfühniDg  der  BesUmmongen  (3)  denen  in  (4)  nachsetzen ;  doch  fonnuliren 
sich  die  Bestimmungen  {<)  übersichtlicher,  wenn  wir  für  den  Augenblick  [8} 
als  bekannt  voraussetzen. 


BsiTtXGS  ZUt  AnALVSIS  SITUS. 


47 


Umriss  durchsetzt)  von  unten  nach  oben  bez.  von  oben  nach 
unten  tritt.  Annlog  Uisst  sich  jene  Zahl  l  längs  eines  geschlos- 
senen Theiles  einer  Doppeleurve  bestimmen,  wenn  sie  nn  einer 
Steile  bekannt  ist.  Dabei  ist  für  diejenigen  geschlossenen  Theile 
<ler  Doppelenrve,  welche  mit  Theilen  des  Umrisses  eine  Be- 
rührung eingehen,  eben  an  jener  Berührungsslelle  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  /.  für  die  Doppelcurve  gleichzeilic  mit  der  für 
die  bolrertende  Umrissour\e  gesehenen  Zahl  ).  bestimmt.  Woiter 
ist  selbstverstilndiich  die  Zahl  /.  ohne  Reohnunp  geiieben  für  alle 
diejenigen  Curvenzügo.  die  an  ein  Gebiet  grenzen,  in  welchem 
iiie  Zahl  der  überdeckenden  BÜitter  0  ist. 

Nach  Bestimmung  der  Zahlen  /.  kann  die  Verbindung  der 
einzelnen  FIlicheustUcke,  welche  Über  den  versiliiedenen  Ge- 
bieten der  Projeetionsebene  ausgebreitet  sind,  zur  Gesamnit- 
tläche  nur  mehr  auf  eine  Weise  erfolgen,  wie  man  dies  sofort 
durch  ctiinliche  Ueberlegungen  wie  die  auf  pag.  43  für  ebene 
Curven  gegebenen  Ubersieht. 

Wir  erkennm  alsoy  dtug  xur  Fßitlegung  der  Fläche  im  Sinne 
der  AntUytit  süns  jedenfalls  hinreichend  ist:  4)  Den  Umriss 
und  die  Doppelcurve  (im  Sinne  von  §  ij  zu  charakierisiren,  2) 
Für  jedes  gescMossene  StOck  des  Umrisses  die  nFlüchenseiten  %u 
bestimmen*  5)  Die  Art  der  Ueberkreummgen  des  entstandenen 
Curvensystems  und  der  Berührungen  von  Doppelcurven  und  Um-- 
riss  %u  fixiren,  und  endlich  4)  die  Zahlen  X  jm  bestimmen. 

Es  handelt  sieh  noch  darum,  su  discutiren,  in  wie  weit  für 
die  Beschreibung  der  Fläche  aus  ihrer  Projection  diese  Be- 
stimmungen im  Allgemeinen  nothwendig  zur  Charakteristik  sind. 

Hat  man  durch  die  Bestimmungen  \  und  2  die  Anordnung 
der  Umriss-  und  Doppelcurven  in  der  Projectionsebene  und 
daraus  die  Blätterzahlen  a  in  den  einzelnen  Gebieten  festgelegt, 
so  geht  man  zweckmässig  zur  Bestimmung  der  Zahlen  /  über. 
Ausser  dem  oben  schon  erwähnten  speciellen  Falle,  in  welchem 
sich  die  liings  einer  ge<;chloss<Mien  Theilcurve  statthabenden 
Zahlen  /.  unmittelbar  ei  ui  ben.  wird  es  im  Allf/emeinen  an  einer 
bestinmiton  Stelle  einei-  ihoilcurve  immer  eine  durch  die  zu- 
gehörige Zahl  (j  begi  t  ri/tt\  Anzahl  von  Miiizl u-hkeiten  fUrÄgeben, 
aus  welchem  Umstände  sieh  die  .Xn/hirciniu/kciL  die  Bestimmung 
von  Ä  ;an  einer  Stelle)  für  jede  Theilcurve  zu  treffen,  ergiebt^j. 

4)  Im  ipedeUen  Falle  kann  allerdings  eine  solche  Configuration  des 
Umrisses  vorliegen,  dass  avs  ihr  roitNothwendigkeit  die  Znsammengehtfrig- 
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Erst  nach  Bestimmung  der  Zahlen  l  je  für  eine  Stelle  jeder 
Theilcurve  wenden  wir  uns  nan  zu  3)  der  Hcstimmimg  des 
Charakters  der  Berührung  etwa  vorhandener  Doppeleurven  mit 
Umrisscurven,  in  dem  pag.  49  angedeuteten  Sinne  und  dann 

zur  Bestimmung  der  Ueberkrettzungen  des  Curvensysteras.  Von 
diesen  letzteren  werden  sich  eine  Anzahl  ohne  Hechnunq,  aus 
(Im  Zahlen  /.  herleiten  lassen.  Denken  wir  z.  B.  für  zwei  sich 
ühei  ki  tMi/.ende  Curvenzweige  in  der  L'eberkreuzungsstelle  jene 
Zahlen  /.  ^(  Rieben,  so  ist  damit  ohne  Weiteres  entschieden, 
welcher  (air\ enzweiti  'oberhalb«,  welcher  )  unterhalb  «  verläuft. 
Weiler  werden  sieh  je  nach  den  sperieli  vorliciienden  (l«tnligura- 
lionen)  gewisse  L  eberkreuzungen  aus  der  Bedingung  bestimmen 
lassen,  dass  die  entstehende  Fläche  keine  weiteren  Umrisse  und 
Doppeleurven  als  die  zuerst  durch  i  und  2)  beslimmlen  haben 
darf.  Ueber  solche  aus  der  speciellen  Contiuuralion  abzulesende 
Ueberkreuzungen  hinaus  werden  aber  im  Allgemeinen  slels  noch 
Ueberkreuzungen  existirenf  wo  die  Art  des  Uebereinander- 
greifens  der  betreffenden  GurvenzUge  recbneriseh  dnreh  Be- 
stimmung der  Lage  der  den  beiden  Zweigen  im  scheinbaren 
Doppelpunkt  entsprechenden  Schnittpunkte  fixirt  werden  muss; 
dabei  wird  fUr  jede  specielle  Gonfiguration  jede  solche  Be- 
stimmung naoh  den  vorhin  ausgesprochenen  Stttsen  gewisse 
andere  nach  sich  sieben.  So  sind  in  Fig.  3  diejenigen  Ueber- 
kreuzungsstellen  der  als  swei  in  einandergreifende  Ringe  ge- 
dachten Flüche  durch  Punkte  hervorgehoben,  vralche  allein 
rechnerisch  bestimmt  werden  müssen ,  wahrend  sich  die  Art 
der  l'eberkreusung  für  die  übrigen  Durchkreuzungen  hieraus 
ohne  Rechnung  ergiebt.  L'eberdies  beachte  man  den  Satz,  dasS 
die  Gesammtünderung  der  Zahl  X  (wie  wir  sie  für  die  ver- 
schieden<'n  l  eberkreuzungsstellen  und  Berührungspunkte  mit 
Doppeleurven  auf  pag.  46  verfolgt  haben  beim  Durchlaufen 
einer  geschlossenen  Theilcurve  gleich  Null  sein  muss.  da  wir 
nicht  voraussetzen ,  dass  eine  Umrisscurve  mehrfach  zählend 
(üs  Umriss  auftritt. 


keil  zweier  Theiicurven  zu  einem  einzigen  geschlossenen  Fllichentheile 
folgt.  In  eioem  solchen  Falle  —  wie  er  in  Figur  i,  wo  die  Curven  Q  und  Ct 
Dotbweodig  sasammeagebtfren,  vorliegt  —  stellt  daon  eine  auf  der  eioea 
Curve  hestlminte  Zahl  X  eine  entsprechende  Zahl  auf  der  andern  Carve 
nach  sich. 
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Der  im  Vorsteliondon  fjegebeno  Wog  der  Üiscussion  der 
gestaitlichon  Vorhüllnisse  von  Curven  und  FlMchen  mni:  nocli 
auf  dio  mannitifalligste  Art  durch  die  Auswahl  anderer  (äir\ en- 
sysleme  an  Stolle  (\er  hier  zu  Grunde  gelegten  Geradenl)üsc*hel 
in  (h^r  Kbene  und  im  Räume  abgeändert  werden  und  selhslver- 
stilndlich  wird  specielien  Daten  das  eine  oder  andere  System 
für  die  Discussion  angemessener  sein.  Alirn  Annrdnun(jen  aber 
ist  ffemeinsam  die  A)  t  der  Yerwcndionj  des  Sluruisrhen  Satzes, 
welche  —  mag  sie  nun  auf  dem  (Miien  oder  anderen  Wege  in 
grösserer  oder  geringerer  Wiederhol img  nothwendig  sein  — 
die  schh'essliche  (]harakterisirung  der  Curven  und  Flachen  herl>ei- 
fUiirt.  Auch  wenn  man  sieh  etwa  vor  einer  sj)eeieilen  Discus- 
sion eine  gegebene  Curve  oder  Flüche  im  Sinne  der  Analysis 
Situs  umgewandelt  denkt  (etwa  bei  einer  Curve  durch  Auf- 
hebung von  Wendepunkten,  bei  einer  Flflehe  dorch  Reduolion 
g(  wisser  auflösbarer  Yersehlingungen) ,  so  lassen  sich  aueh  solche 
Umformnngen  dareh  die  Auswahl  specieller  Garvensysteme 
dnrcfa  eine  Discussion  im  obigen  Sinne  ersetsen,  und  so  führen 
die  sehliesslleb  nolliwendigen  Anzahlbestimmungen  wieder  auf 
Fonnultrungen  der  vorslehend  gegebenen  Art.  Insofern  Uasm 
sich  o/so  unsere  Methoden  der  Bestimmung  der  gesttUUiehen  Ver- 
kältnisse von  Curven  und  Flächen  nicht  nur  tds  hinreiehendef  son- 
dem  auch  ah  neißtwendige  hexekknen, 

§  3- 

Anschliessende  Bemerkungen. 

Es  seien  der  allgemeinen  Discussion  noch  einige  Sutze  bei- 
gefdgt  über  ebene  Curvensysleme,  welche  als  vollständige  Um- 
risse von  Flüchen  (in  der  Projection  auf  eine  Ebene)  betrachtet 
werden  können. 

Wir  denken  uns  in  der  Ebene  ein  Curvensysteuj  gegeben, 
in  welchem  die  einzidue  geschlossene  Theiicurve  si<'li  nicht  selbst 
durchsetzt,  welches  aber  S(»nst  ganz  w  illktlriieh  angenonunen 
ist,  sn  dass  sich  also  die  verschiedenen  Iheilcurven  auf  die 
niniinigfachste  Art  durchkreu/i  II  inogiMi ;  wir  setzen  lerner  ftlr 
jede  einzelne  Theil<*nr\e  in  Ubrii^ens  Nöllig  willkdrlicher  Weise 
die  »Flitehenseile «  fest  —  dann  Uisst  skIi  nmi  zicar  im  AU- 
ycmeuicit  noch  (ii(f  manimjfdvliv  WeiHv  —  ctn  soithcs  Curren.si/slcm 
stets  (ds  der  ndlsländige  Umriss  einer  fläche  belrudilen;  dabei 
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kann  uudi  verlangt  werden,  dass  die  Fläche  keine  Doppelourven 
be.silzrn  soll. 

Fixirt  nuin  In  oinoni  dor  Gebiete,  in  welche  durch  den 
L  nii  iss  die  Ebene  zci  legt  erscheint,  die  (Uber  einer  gewissen 
unteren  Grenze  willkürliche)  Zahl  a  der  überdeckenden  Blatter 
der  Flüche ,  so  ist  (nach  pag.  45)  die  betreffende  Zahl  fUr  alle 
Gebiete  der  Ebene  besliminl^).  Sie  wird  in  gewiaeen  Gebieten 
einen  kleinikn  Werth  erreiehen;  wählen  wir  diesen  gleich  Null, 
setsen  also  voraus,  dass  die  betreffenden  Gebiete  von  der  Pittehe 
nicht  ttberdeckt  werden  sollen,  m  lätst  tkh  auch  unter  dieser 
Varauuetxmgf  bei  weicher  aUe  Gebiete  mit  der  kleimtaUf^idien 
BUttterzcM  überdeckt  erecheinen,  etets  und  »war  im  Allgemeinen 
noch  auf  mannigfache  Art  eine  Flüche  comtruiren^  weU^  das  ge- 
wählte Curvensystem  Mum  velUtitndigen  ümrise  besitMt,  Daliei 
können  wir  auch  hier  noeh  verlangen,  dass  die  Flttehe  keine 
Doppeleurve  besitst.  Die  Ansahl  der  verschiedenen  Möglich- 
keiten ist  wegen  der  endlichen  Blättersahl  hierbei  stets  eine 
endliche. 

Der  Beweis  dieser  Stttse  wird  in  eiufachster  Art  durch  die 
wirkliche  Aufstellung  zugehöriger  Flüchen  geftlbrt.  So  lässt 
sich  etwa  für  den  allgemeinen  fall  sofort  jede  einzelne  Theil- 
curve  als  vollsUlndiger  ümriss  eines  Flachenslückos  betrachten, 

welches  die  Gestalt  einer  »Kugel«  (im  Sinne  der  Annlysis  situsl 
besitzt,  wenn  tias  durch  die  Flilchenseile  der  betr.  Theiicurve 
definirle  Curveninnere  den  unendlich  fernen  Punkt  der  l'^bene 
ausscliliessl,  welches  andererseits  die  (ies(;tll  eines  einschaliuen 
Hyperboloids  etwa  mit  der  kclilcllipse  als  l  luriss)  besitzt, 
sofern  das  »Innere«  liw  zugehörigen  Theihurve  den  unendlich 
feriuMi  Punkt  einschliesst.  Die  so  construirten  l  l.icheu  besitzen, 
wenn  nniii  Non  der  Möglichkeit  etwa  vorhandener  Fliichentheile, 
die  keinen  Lniriss  in  die  Projeclionsebcue  liefern^),  absieht,  das 


i)  Es  ist  sofort  deutlich,  dass  für  die  Fixirung  der  Znhl  a  in  einera 
beliebigen  Gebicti^  niidi  hol  unserer  f^anz  Nvillkürli(*h»>n  Einiheiluns  und  be- 
liebiger Wahl  des  Hände«  der  einzelnen  Theilcurven  kein  Widerspruch 
eatotehea  ksiia  aas  der  Abänderung  deü  Weges,  aufweichen  wir  vom  Aus- 
gangggebtet  oack  dem  betreffenden  Gebiete,  in  welcbeni  wir  9  beettmnien 
Wüllen,  fdrtsclin'itrri ;  da  jeder  t;eschlossene  W'eg  —  insofern  auf  ihm  gleich 
viel  EitiiriUe  und  Austritte  mit  jeder  eiozelnen  Theiicurve  liegen  —  die 
Charakteristik  Null  crgiebt. 

1)  Kugeln,  von  einem  inneren  Punicte  projicirt. 
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Maximum  vod  Tlieiien  bei  t^egcbenem  Umriss.  1d  Figur  4  smd 
in  die  einzelnen  Tbeügebiete  die  dieser  Annahme  cntsprecheD- 
den  Zahlen  eingetragen,  wo  dann  jeder  Vuukl  von  (loi)pelt  so 
Tielen  Blättern  Überdeckt  erscheint,  als  es  (mit  Berücksichtigung 
der  »Flachenseite«)  ihn  umschliessende  Curvenittge  giebt. 

Für  die  Flflchen  mit  einer  Minimalsahl  von  Ueberdeckungen 
der  Ebene  beaebte  man,  daaa  man  einander  durchschneidt  inle 
Theilourven  des  Umrisaefl  niehi  als  (auf  der  Fläche)  aufeinander- 
folgende Umrisse  eines  Flichenstttokes  betrachten  kann,  wohl 
aber  eine  umfassende  Theücorve  und  vdlstttndig  von  ihr  ein- 
geschlossene, welche  sich  die  »Flttchenseiten  «  zukehren,  als  auf- 
einanderfolgende Stocke  des  Umrisses  eines  Fltfchentheiles.  Da 
nun  far  die  Gebiete,  welche  a  s  0  erhalten  sollen,  diebegrensen- 
den  Gurvenstttcke  dea  Umrisses  ihre  Flttchenseite  sttmmtlich 
von  dem  Gebiete  abkehren,  abersieht  man,  dass  in  der  That 
bei  geeigneten  (und  noch  mannigfach  su  treffenden)  Verbin* 
dnngeo  einselner  Theilourven  durch  ein  Plttchenstttck  jene  Ge* 
biete  unbedeckt  bleiben  kttnnen.  Man  vergleiche  etwa  Fig.  5, 
wo  der  Umriss  dieselbe  Gonfiguration  wie  in  Pig»  4  seigt.  In 
die  einseinen  Gebiete  sind  jetst  die  der  neuen  Annahme,  die 
hier  ersichtlich  noch  auf  mannigfache  Weise  erfttllt  werden 
kann,  entsprechenden  Zahlen  eingetragen;  weiter  ist  durch 
specielle  Annahme  einer  Zahl  l  (welche  dem  Bande  des  ent- 
sprechenden GunrenKuges  beigeaetst  ist)  die  Darstellung  eines 
speciellen  leicht  llbereiohtlidien  Falles  (die  ganze  Fläche  besteht 
aus  zwei  kugelförmigen,  einem  ringförmigen  und  einem  doppel- 
ringförmigen  Theiie)  festgelegt. 

FOr  Gurvensysteme,  bei  welchen  die  einzelnen  Theilourven 
sieh  selbst  durchsetzen,  sind  die  hier  gegebenen  Sätze  zu  modi- 
ficiren.  Für  ihre  DIscussion  ist  su  beachten,  dass  eine  beliebig 
sich  selbst  durchkreuzende,  geschlossene  Gurve  zwar  auch  als 
der  vollständige  Umriss  einer  geschlossenen  Flädie  betrachtet 
werden  kann,  aber  im  Allgemeinen  nur  mit  ZuhOlfenahme  ge- 
wisser singulärer  Punkte  auf  der  Umrisscurve,  die  gestaltlich 
durch  Zusammensiehung  kleiner  Schleifen  (etwa  von  der  in 
Fig.  6  vorliegenden  Art)  entstehen,  oder  etwa  auch  durch  Zu- 
httlfenahme  von  Doppelcurven,  die  im  Innern  der  Fläche  in  Ver^ 
zweigungspunkten  (pinch-points)  endigen. 

Es  sei  zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  gestattet  ttber 
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die  Heziehung  der  Anzahl  der  Umrisscurven  einer  (ans  rinem 
geschlossenen  Stücke  beslehenden}  Fläche  und  der  Grundiiahl 
derselben. 

Herr  Klein  hat  in  seiner  Schrift  Uber  »Hienmnirs  Theorie 
der  algebraischen  Functionen«  und  in  iwei  Noten  »Ueber  die 
eoaforme  Abbildung  von  FUlohen«  und  •Ueber  eindeutige  Func- 
tionen mit  linearen  Transformationen  in  sicha  Annalen  XIX  p. 
459  und  565,  auf  die  Classification  der  aymmetrischen  Riemann^ 
sehen  FMehen  nach  ihren  » Symmetrielinien«  hingewiesen  und 
geseigty  dass  orthosf/mmetrudie  Flächen^)  vom  iGeschleehte  p« 
stets 

k  sas  4 1  3,  5|  •  .  .  p  +>  4 
Symmelrielinien)  wenn  p  gerade,  und 

A  =  9,  4,  6  .  .  .  p  -h  4 

Symmetrielinien,  wenn     ungerade,  besitzen.   Herr  Weichold 

hat  in  seiner  Dissertation  » lieber  symmetrische  niemnnn'sche 
FlHchena  [Srhldiiulr/rfi  Zeilsohr.  \id.  38)  lypisohe  Gestalten  fttr 
diese  Flüchen  aufgestellt,  in  denen  jene  Symmotrielinien  für 
eine  Orthogonal projection  als  Umrisse  auftreten,  aber  so,  (Inss 
ausser  diesen  die  Flaehe  noch  weitere  fzu  einander  symmetrisch 
gelegene)  Umrisscurven  besitzt.  Ks  liegt  die  Frage  nahe,  oh  es 
nicht  gelingt,  derartige  typische  Gestalten  aiifzuslellen .  t(lr 
weiche  jene  Syninietrielinien  als  der  (illcini(fc  llniriss  auHreten, 
.so  also,  (lass  alle  jene  Flüchen  wieder  durch  doppelte  üeber- 
deckung  eines  iiu'[Mf;ich  zusiiiiimenhlingenden  ohmcn  Flüchen- 
stückes vorucMellt  werden  können.  Dies  gelingt  in  (h'i  Thatauf 
die  einfachste  Weise.  Die  Figuren  6  — K  zeigen  die  extremsten 
Fülle,  in  denen  also  die  Anzahl  iler  l  nirisscurven  Ä  =  t  bez. 
A  =  2  ist,  ftir  Fluchen  von»  (iesehleclite  i.  4  bez.  3,  ans  welchen 
sich  sofort  alle  übrigen  analogen  D.ir^iellungen  ergeben.  Fig.  6 
ist  dabei  die  schon  \on  Hiemann  in  der  Theorie  der  .l/>f/'schen 
Functionen  (Werke  pag.  89)  angewandte  Figur.  Fig.  8  kano 
auch  ersetzt  werden  durch  eine  den  Fig.  6  und  7  analoge  Dar- 
stellung, die  in  diesem  Falle  zwei  Umrisscurven  besitzt. 

München,  5.  Miirz  1887. 

I)  Man  vergl.  bexflglicb  der  Bezeichnungen  die  sogleich  tu  erwäh- 
nende Dissertation  von  WtiekM. 
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0.  Schionulcii,  Ueber  eine  Enlicickeluny  des  iMgurillimus. 

Die  bekauDie,  tUr  /i  >  —  1  j^elleode  Formel 

4  «  e-/*^ 


gestattel  folgende  Umwandlung 

und  darin  isl  der  Werth  des  ersten  Integrals  [abgesehen 
vom  Vorzei(?hen)  gleich  der  Gonstante  des  Integrallogarithmus 
C  =  0,5772157. 

FUr  das  zweito  Integral  bat  man  nach  bekannton  Formeln 
den  Ausdruck 

dir  \  +  fi' 


-  c  + 


und  im  specieilen  Falle  /i*  <  4 

-  =  C  -I-      iu  -  S,  ju«  -4-  6,  /t^  , 

wobei  lur  Abkttnung 

^=7i  +  «it  +  3^  + 
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gesetzt  worden  ist.  Eine  andere  Entwickelung  desselben  Inte- 
grals folgt  aus  der  Substitution  e^^ss  1  —  namlicli 

4  4  1 

=  -j-  Ml  -  Y  Wi     3-     -  •  •  • 

Die  eben  gcDunnlc  Substitution  führt  auch  zur  EntwielLQluDg 
des  di'Iltcn  Integrals,  welches  zunächst  Übergeht  in 


(1  -y)f*dx. 


Wird  nämlich  der  Coefficienl  c^^  definirt  durch  die  Gleichung 

'^■4"X''''  -<)(«-')•••(»-«  -1«". 

wonach 

4  4  <        _  <^        _  ^ 

ist,  so  gilt  die  Gleichung  *) 
4  4  Ca  ^\    *  - 

7  -  yj_r:j  =  ^  • f  f  +  rrä  f * + r:^  +  •  •  • ' 

und  hieraus  folgt  als  Werth  des  aus  auf  y  bezüglichen  inlegralä 

jriri     +     +  8)   (^+4)(^  +  2j  (/«  +  3) 

Alles  suMDuben  ergiebt  das  Endresultat 

H(  +„)  _«c+-  •   -  i  •  /'f/'-<)^.±./'(/'-<'f.":zi) .... 


p+<      (^  +  4)(M  +  8)     (^  +  1)0» +  2)  (,»+3) 

welches  dadurch  beiiKM  kenswerth  ist,  dass  die  erste  Reilie  nych 
aufsteit^cnden ,  die  iiweite  nach  abstoigeuden  FacuUaten  furt- 
schreilet. 


*)  S.  z.  B.  mein  »Oebongsbach  zum  Studium  der  böhereii  Analysis« 
Bd.  II,  Cap.  5,  Aufg.  40. 
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H.  Brniu,  Ud)er  die  Integrale  des  ViMhrper^Problem. 
ZweilA  NiMlieilung. 

§  <7. 

In  einer  früheren  Mittheilung,  welche  (vgl,  diese  Berichte) 
in  der  Klassensitzung  vom  17.  Jnnuar  dieses  Jahres  vorgelegt 
wurde,  luii>e  ich  gezeigt,  dass  bei  deui  V  ieikorpiM-Problem  die 
Gesamtntheit  der  von  der  Zeit  /  freien,  algebraisclu'ii  Integrale 
erhalten  wird,  wenn  man  aus  den  neun  bekannten  Integralen 
dieser  Art  alle  möglichen  algebraischen  Verbindungen  bildet. 
Als  ErgäDsung  hiertn  wolleii  wir  nun  noch  den  Fall  behandeln, 
dass  ein  Integral  ausser  den  Goordmaten  und  Gesehwhidigkeiten 
auch  neeb  die  Variable  t  algebraiseh  enthalt,  wie  dies  ja  bei 
den  SehwerpunlLts-Integralen  eintreten  kann.  Zu  deoi  Ende 
denken  wir  ans  das  System 

YOB  Difiereniialgieiohungen  vorgelegt,  in  welchem  die  /'rationale 

Functionen  der  .t  und  einer  einzigen,  algebraisch  von  den  x 
abhängenden  Irrationalität  6  bedeuten,  während  /  weder  in  den 
noch  in  s  explicite  vorkommt.  Dieses  System  ist  oflenbar 
noch  nllizenioiner.  als  das  in  §  2  zu  (irunde  gelegte.  Ist  nun 
(p  ein  alfiei)raisff)  von  den  Variablen  a\  t  abhJtntiendes  Integral, 
so  zeigt  man  zunächst  durch  die  früher  benutzten  Überle- 
gungen, dass  sicli  (p  algebraisch  aus  Integralen  von  der  Form 
/?(a:,  5,  f)  zusammensetzen  lässt.  Wir  nehmen  deshalb  an,  dass 
fp  von  vornherein  die  Gestalt  /<(a,  s,  t)  besitze,  denken  uns 
dann  (p  als  Quotienten  zweier  Polynome  von  der  Form  G  [a;,  L) 
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geschi'iohün,  und  iu  Zahler  und  iNünncr  die  Liocai  luclureii  vuu 
der  Foriii 

«  —     ,    /  — 

auffiosuchl,  in  denen  die  /,  .  /.  ...  aliit'br.iische  und  von  l  freie 
Fnnclionon  der  ar  sind.  Hildot  niiin  jt'tzt  die  \ nllstiindigo  loga- 
rilhniisfhe  Ableitung  von  (f  nach  /  und  boat-htcl,  dass  in  den 
Difrerentialuk'icliintiion  t  nicht  ('\j)li('ite  vorkoninil,  so  erkennt 
ni«m,  dass  die  angegebenen  Linearfactoren  silmnitlich  Integrale 
sind,  und  das.s  ferner  der  nach  UnlerdrUckung  dieser  Facloren 
in  </  Ubrit;l>leibende  Beslandtheil  von  der  Form  l{{x,  s]  elien- 
falis  Integral  ist.  Die  verschiedenen  in  t  linearen  Integrale  nntcr- 
seheiden  sich  von  einander  um  algebraische  und  von  /  freie 
Integrale.  Hiernach  ist  zur  Aufsteilung  aller  Integrale  der  be- 
Irachleten  Al  l  nur  erforderlich  zu  kennen  1)  alle  algebraischen 
und  von  t  freien  Integrale,  2)  ein  einziges  von  /  abhüngiges  Inle- 
gral  der  Form  t  —  t^.  Beim  Vielkörper- Problem  isl  dflahalb  das 
Gebiet  aller  algebraiMben  Integrale  durch  die  bekABBten  lebo 
vtfllig  erschüpft. 


§  <8. 

Am  Schluaae  der  früheren  MitUieikiDg  waren  BetrachlUDgeo 
Ober  die  Frage  angealeUt  worden»  wie  weit  es  oi<fglioh  sei, 
durob  algabraisohe  TraosformationeB  derljdsuogdes  VielkOrper- 
nrohleoM  näher  su  liommen.  In  dem  Naohalehenden  soll  dieser 

Gegenstand  weiter  verfolgt  werden,  wobei  wir  uns  einstweilen 
auf  das  DreikOrper^Probleni  beschranken.  Um  später  den  Ge- 
dankengang nicht  KU  unterbrechen,  sollen  xunäcttst  gewisse 
Nebenuntersuchungen  vorweg  erledigt  werden. 

in  §  15  waren  die  Bewegungsgleichungen  durch  Be* 
nutzung  der  Schwerpunkts-  und  Flächensätse  auf  ein  System 
achter  Ordnung 

üCWu'   lit^      h^'    («  =  0,  i,2,3) 

reducirl  worden,  in  welchem  die  Variablen  nur  noch  von  der 
Configuraliun  tles  Körpersv  Siems  abhangen.  Die  Gleichungen 
cnlhulten  ausser  den  vier  Paaren  abhangiger  Variablen  pq^  . . . 
an  Gonstanlen  die  drei  Massen  m^^^  die  Grösse  k  und  die  sechs 
Grössen  a„ ,        Die  Grösse  ik  ist  der  constante  Werth  des 
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drilleo  Plächenintegrals,  wenn  die  invariable  Eliene  als  Funda- 
menlalebenc  gewählt  wird;  die  GonaUinteD  a^^,  konnten  inner- 
halb der  Binaohrankungen 

wülkOrlich  gewählt  werden.  Bildet  man  mittelst  der  tmnsfor- 
mirenden  Function 

die  Substitutionagieiohungen 
aus  denen 

r  =  />   ,     «  =  ?  , 

folgt,  so  werden  die  Bewegungsgleicbungen 

ds^      ^H'       dr^  ö//'  _  0  4   2  3^ 

lU-h7~^'  («-.0,4,8,3). 

im  Folgenden  werden  wir,  je  nach  Umstanden,  das  System  der 
p,  q  oder  r,  $  benutsen,  jedoch  fUr  das  eine  Paar  r.v  die  ur- 
sprÜDgUohe  Bezeichnung  pq  beibehalten.  Femer  soll  wie  früher 
das  Zeichen  ^  ohne  Summationsbuchstaben  eine  cydisehe 
Summation  ttber  die  indiees  1,  2,  3  bedeuten.  Dies  festgesetzt 
steilen  wir  suerst  die  weiterhin  benutsten  Abkttnungen  und 
Relationen  susammen.  Es  sei 


«  CD*  -  CD  , 
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« 

9t 

«Ij  —  »1,  +  Ifl^  +  tllj 

/*•      -  f^i  /'i  =  '«  » 
(-^ii  etc. 

Fttr  die  JT,  L  bestehen/  wenn  f^ ,  /, ,  /;  drei  willkürliche  Zahlen 
bedeuten,  die  zusammenfassenden  Detenninanten*RelaUonen 


—  1 

,  etc. 

mj 

^) 

,  etc. 

BS  m^  fiij 

TO, 


1/«  •Ä'l« 

1  /a  ^la 

1  fa  ^4« 

^4« 

1  ^4« 
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Ferner  ist  nooh 


0  s=  ^       SS        "ug  «_  y  "jju  y 

4  -  =  -  |~  4-  ^  J'  ,  etc. 

«  _  2  /-L      _L\  (i-  ^-  J-\  -I-  4,n  etc. 

Die  letzte  Relation  lelirt,  dass  der  Ansdruek  ,  als  Punetion 
von  r^,  r,,  r,  betraclitet,  trrednctibel  ist.  Setsen  wir  endlicli 
noch  an 

«  AfZ,,  —  kq  i/,  , 


//^  =  AL,  —  -  U  , 

so  ist  der  zur  BilduDg  der  Differentialgloicbungon  erforderliche 
Ausdruck  il'  gegeben  durch 

Die  mit  H'  gebildeten  Bewegungsgleiehungen  wollen  wir  kurz 
als  das  System  achter  Ordnung  bezeichnen.  Der  Ausdruck  H* 
ist  die  Differenz  »lebendige  Kraft  minus  Rrtfftefunctiont.  Be* 
zeichnet  man  den  constanten  Werth  dieser  Differenz  wie  früher 
mit  —  A  und  setzt 

i:-(if,  +  A)  :^,  , 
so  eriilllt  man  das  von  p  und  t  freie  »System  sechster  Ordnung« 


FUgt  man  hierzu  die  Gleichung 

^i  =  ^  11 

dq  • 


,    («  -  4,  8,  3)  . 
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so  erhält  m;in  das  »Sysleiii  siebenlor  Ordnuiif;«,  welches  sich 
iius  dem  H.  O  d;i(liiir(i  ergiebt,  dass  iii;in  mittelst  des  intc};rals 
der  leijenditicii  Kiiill  die  Vnriablc  p  forl.sehant  und  q  an  Stelle 
von  /  als  ini,d»iiiiii«;ipe  Variable  einführt.  Unii^ekehrl  kann  man 
von  dem  Sj.'stem  7.  ü.  /u  dem  H,  ().  dadurch  gelangen,  dass  mao 
<iu  Stelle  der  Cooslante  fi  die  Variable  /;  durch  die  Gleichung 

plJ^  4-  //,•♦-  A  =  0 

eiaftthrt. 

§  <9. 

Die  in  H'  und  K  auftretenden  GonsUinleD  a,  b  konnten 
innerhalb  der  oben  erwähnten  Einschränkungen  völlig  beliebii; 
gcwiihlt  werden,  und  man  hJitte  z.  H.  ohne  die  Allgemeinheit 
der  Untarsuchung  zu  beeinträchtigen  das  speciolle  Wertbsystem 
a,,  «a  4  ,    0,  ax  0  ,    o,  »  —  4 
6,  as  0  ,     6,  =»  1  ,     6,  =:  —  4 

zu  Grunde  legen  können.  Der  Symmetrie  halber  wollen  wir 
jodoeh  die  a,  b  unbestimmt  lassen,  und  zeigen,  wie  sich  die  für 
zwei  verschiedene  Wcrthsysteme  der  a,  6  geltenden  Differential- 
gleichungen in  einander  ttberfdhren  lassen.  Es  seien  a,  6,  c,  d 
vier  willkürliche,  nur  der  Einschränkung 

ad  —  &c  SB  4 
unterworfene  Gonstanten.  Man  setse  an 

o«  =  uu;^  -h  hb^t  ,    b^  =  ca'f^  , 

dann  ist 

a',  b\  —  n'^  b^  =  I  ,  etc., 

d.  h.  die  //  g('ntii;ei)  denselben  liediujijungen  wie  die  ur- 
sprünglichen o,  b.  Ferner  sei 

wo  q'  eine  neue  anstatt  q  in  das  System  7.  0.  einsultthrende 
unabhängige  Variable  bedeutet ;  dann  ist 

(c,'  +  </)«  //.  «  i  r.  (o;  -  -  »i^'j  =  , 

5*.  r,  -  te  (c?**  (0  Ä.  -  kSr,  'a,'  -  b,'  q)  (^^  -  . 
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Schreibt  mao  also  in  K  anstatt  q  und  anstatt  der  a,  b  resp.  q 
und  a ,  6',  so  erhall  man  für  den  so  entstehenden  Ausdruck 
die  Relation 

^,  ^       K  Are 

~  {eq'     rf)*      c^'  H-  ' 

r  {cff  4-       +  Ä-c  [cq  +  d)  . 

Beachtet  mau  nun  noch  die  Gleichung:; 

(Iq  =  dq'  :  {cq  -h  (f)'*  , 

so  erk(M)nt  nian  leicht|  dass  das  System  7.  0.  nach  Einfuhrung 
von  q  die  Form 

äq'  ~        '    c^?'  5^«  '   äq'"  * 

annimmt. 

Von  den  acht  Variablen  /7,  q  besitzen  drei,  Dümlich  f^,  q^,  9,, 

eine  einfache  geometrische  Bedeutung,  indem  sie  die  gegensei- 
seiligen  Distanzen  der  drei  Körper  darstellen.  Wir  wollen  nun 
auch  für  die  (ibriüon  Variablen  den  Zusaminonhanu  imi  ^\ou 
iirsprilnglichcn  Besliiiimunj'sstnckon,  niiinlich  den  Coordinalen 
und CieschwindiL'koilcn  aufsuchen.  KsseienA',  )',Zund.V',  >'',  /' 
die  auf  den  Scliw  ei  j)unkl  und  auf  ein  beliebig  geriehletes  Axen- 
system  bezogenen  Coordinateu  und  Tieschw  indigkeiten  ,  ferner 
.T,  y,  z  und  a?',  ?/,  z  die  analogen  Grossen,  wenn  die  invariable 
Ebene  als  .T»/-Kbene  gewühlt  wird.  Bedeuten  A, ,  A, ,  /13  die 
Constanten  Werthe  der  drei  l'lHcheusiltze  für  das  erste  Axen- 
system,  so  ist 


i*i  "'u[  y    y  ' 


a;  +  A*  +  AJ  +  A*  =  0 . 

Die  ify  z  hMugen  mit  den  A',  Z  durch  eine  orthogonale  Suh^ 
stitution  der  Form 

y  =  a  X  +  6'  y  4-  c'  Z  , 

zusammen,  fttr  welche  die  Relation 

I  :  a"  :  6"  :     =  lA  :  *,  :  A,  :  A3 

gilt.  Nun  war 
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andererseits  ist 

x-hiy^  X{a  H-  ia)  4-  Y{b  -i-  t6')  H-  Z(c  H-  ic)  , 

(a  —  ia')  {x  iy) 
=  A'(it«  H-  *})  4-  )  {/.,     +  AAJ  +  Z(A-,  Ä,  -  Ä  A,)  , 
folglich 

wenn 

=^"«  {A«  (A'  H-  AJ)  +  ) „  (A.  A,  +  A A,)  +  Z„  (A.  A,  -  AA.))  . 
a 

Hot  =^^«  i^a  i^'  +  f^l)      J «  l/'4         ^  ^a)     ^«         -  ^-^t)} 
ff 

gosolzt  wird.  Hiermit  ist  otTenbar  der  {gesuchte  ZuscimmenhaDj^ 
für  q  gegeben. 

Um  den  analogen  Zusammenhang  fttr  die  p  naehtnweisen, 
benutzen  wir  die  Differentialgleichungen 

dt  *  ""-^t*^!  » 


ds 
(U 


deren  Auflösung  nach  den  r  un«!  nach  p  die  gesuchten  Bezie- 
hungen lit'ferl.    Zur  Abkürzung  setzen  wir 


■1» 

2  9 

etc.  , 

K 

- 

A  '^  -h  .I3  = 

^  1  1  « 

etc.  , 

K 

i-Ä.  - 

K    K  = 

etc.  , 

« 

J  ist  offenbar  das  46-fachc  Quadrat  des  von  den  drei  Kör- 
pern gebildeten  Dreiecks.   Weiter  sei 

K,  =  SA,  a;  , 

dann  wird 
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dl  ^  Tt 

^  «  1^  +  D' -  2  Cr,  +  ii;  p    b;  , 

mm^  dt  dt  dt" 

Hiernach  sind  p  und      linoiir  durch  die  AI)l(Mtuni^en  der  </, 
ausgedruckt:  (iie  CüefiieieDien  in  diesen  ÜDearen  Ausdrucken 
besiUen  den  gemeinsamen  Nenner 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Grossen 

wenn  sie  durch  die  ursprünglichen  Vari.il)len  A',  V  . .  .  ausge- 
druckt werden,  homogen  im  Sinne  <les  §  4  sind,  lulolge  dessen 
hieihen  die  drei  reducirten  Systeme  von  DilVerenlialtileichuns^en, 
nämlich  das  System  6.  7.  8.  0.,  unuciiiiderl,  wenn  jede  darin 
vorkommende  Grösse  mit  der  ihrer  Dimension  entsprechenden 
l^otenz  eines  conslanten  Proportional itüts-Factors  muUipUciri 
wird. 

§  20. 

Als  nächste  Aufgabe  bebandeln  wir  die  Aufsuchung  der  su 
dem  System  7.  O.  gehörigen  Integralgleichangen  von  der  Form 

G       7.  9a»  Va)  ' 
Dass  wenigstens  eine  solche  Integraltzleichung,  niimlich  die  Be- 
dingung für  die  Bewegunc  der  drei  Körper  in  einer  Khcne,  vor- 
handen ist,  lässl  sich  von  vornherein  unschwer  durch  geome- 


64  H.  Druns, 

irische  OberleguDgcn  zeigen  ;  es  komml  jedoch  wesentlfch  darauf 
an  oachsuweisen,  dass  nur  diese  eine  existirl.  Es  sei  eine 
irreductible  ganze  Function  der  aebt  Variablen  q,  q„,  p„ : 
sehreibt  man 

V«  "i 

so  sind  in  KZMer  und  Nenner  Ton  der  Perm  G  {p,q)  und  man 
erkennt,  dass  der  Ausdruck 

dq  "  bq  (V«  ~  i^Pu  ^qj  ^ 

durch  MulUplication  mit  ebenfalls  die  Gestalt  Glp,q) 

annimmt.  Wenn  also  ^  eine  Integralgleichung  ist,  so  muss 

sein.  Wenn  tmq>  wirklich  vorkommt^  so  ktfnnen  wir  schreiben 

WO  r  mindestens  lilclcli  Kins  ist.  Hildet  man,  indem  für  den 
Aui;enhli('k.  /  ;ds  iin.d)ljiini.'ii;e  V.iriable  f^enommen  wird,  die 
vollsiaiidiize  Ahleilling  von  nacli  /,  so  ist  diese  nach  t  höch- 
stens vom  Grade  d.  h.  die  h)garilhinische  Ahleilung  frei  von  /. 
Hieraus  ergeben  sich,  wenn 

d  lug  cp  , 
geseUt  wird,  die  Bedingungen 

dt  *  ^«  ^  d/  *  ' 


also 


d.  h.  es  wUre 


P. 

vi  H-  ^ 


ein  Integral  des  Systems  7.0.  Da  ein  Integral  dieser  Form  fOr 
die  relativen  Bewegungen  der  drei  Kitrper,  wie  wir  wissen, 
nicht  existirl.  so  sehliessen  wir,  das      9  nicht  Torkemmt. 

Durch  die  bereits  niehrfaeh  benutete  Betrachtungsweise 
seigt  man  femer,  dass  die  Goefßoienten  in  ^  süeh  allemal  dar- 
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Stollen  lassen  müssen  als  algebraische  Funclionen  der  in  den 
Differentialgleichungen  auftretenden  Gonslanten  m,  6,  h,  k 
und  evetttvoU  gewisser,  ausserdem  noeh  auftretender  aeDstanter 
FBrametef.  Mit  Rttoksichi  hierauf  denken  wir  uns  die  Goeffici- 
enien  in  9  dargestellt  als  rationale  Functionen  jener  Constan- 
ten und  einer  algebraisch  von  denselben  abhängenden  Irrationa- 
Ktat  r,  welche  als  Wurzel  einer  gewissen  irreducttblen  Glei- 
chung dcfinirl  ist.  Die  Bedingung 

gilt  dann  für  alle  Wur/.olwerlhe  T.  Bilden  wir  jetzt  dio  Sinnine 
Uber  die  (Um»  einzelnen  /'entsprechenden  üetlingungeu,  so  er- 
liallen  wir 

(3«)  «-12, 

WO  0  das  Product  der  einzelnen  rp  und  Q  die  Summe  der  ein- 
zelnen oj  bedeut(»t.  Die  </>  und  ß  sind  dann  von  der  Irrationali- 
tät r  frei  und  wir  können  uns  auf  die  Aufsuchung  der  Infegral- 
i^leiehun£;en  von  der  Form  </>  beschränken,  da  man  \on  0 
rückwärts  durch  Zerletiujig  in  Faeloren  zu  den  tp  iiclanL't.  Die 
Hinzufüiiung  oder  Unterdrückung  constanler  Faeloren  ist  auf  das 
Bestehen  der  Bedingung  {-Vi]  oflonbar  ohne  F^iniluss;  wir  dür- 
fen deshalb  ^  als  eine  ganze  Function  nicht  bloss  der  Variablen 
p,  q,  sondern  audi  der  Constanten  m,  a,  6,  /<,  k  und  der  etwa 
auftretend«!  oonstanten  Parameter  c,,  ...  vorausaetzen  und 
ferner  annehmen,  dasa  0  keine  von  den  Variablen  p,  q  freien 
Theiler  der  Form 

G(m,    6,        c^,  c,  .  *.) 
besftae*  Der  Ansdruck  Ü  ist  dann  sicher  von  der  Form 

f'{p,  7.  ..  .)  . 

Wir  wollen  nun  zunächst  zciiren.  dass  paramolerfi-ei  ist. 
Wenn  niimlicli  0  einen  Parameter  —  sat;en  wir  c  —  enthalt, 
so  denken  wir  uns  </i  nach  c  geordnet  und 

0  =  0^0"  +  0^C'"'  4-  0„ 

gesehrieben.  Da  Ü  in  c  vom  Grade  Null  ist,  so  erhalten  wir 

iii<iJU}    -  -   » 

d.  h.  der  Quotient  zweier      ist  ein  mlaonal  aus  den  p,  //  ge- 

Math.-phj».  CItwm  1^7.  5 
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bildetes  Integral  des  System  7.  O.,  reducirt  sich  also,  da  solche 
Integrale  nicht  existiren,  auf  eine  Constante.  Infolge  dessen 
kannte  «in  Pttrameter  c  in  0  nur  in  «inem  von  den  Variablen 
p,  q  freien  Theiler  enthalten  sein.  Da  solehe  Tbeiler  von  vorn- 
herein nnterdrUckt  werden  sollten,  so  ist  ^  parameterfrei  nnd 
deswogcii  aneh  homogen  in  den  Dimensionen. 

Der  Ausdmek  0  kann  den  Theiler  enthalten.  Führen 
wir,  wenn  ti,  v  zwei  Funetionen  der  Variablen  q  bedeuten, 
das  bekannte  Operationssymbol 

ein,  so  wird 

dq        -        \q        +^8  9*"*  »  qjl,      I  ' 

•   *  dq 

Hiernach  können  wir  uns  in  O  den  etwa  vorkommenden  Tbeiler 
q^  unterdrückt  denken,  ohne  dass  dadurch  an  der  Bedingung; 
(3S)  etwas  Wesentliches  gellnderl  wird.  Dies  festf^esetzl  fuhren 
wir  jetst  in  0  und  ü  anstatt  h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

ein.  Beide  AusdrUcko  bleihon  dabei  in  Bezug  auf  q,  /),  /»^  g.inz 
rational,  können  dagegen  in  Bezug  auf  die  Neuner  erhallen, 
welche  jedoch  nur  Potenzen  der  als  Theiler  besitsen.  Gehen 
wir,  entoprechend  der  gemachten  Substitution,  von  dem  Sy- 
stem 7.  O.  auf  das  8. 0.  über  und  führen  I  als  nnabhUngige  Vari- 
able ein,  so  können  wir  schreiben 

il^  =  fi:{,.ff.)=il'. 

WO  O',  da  0  nicht  den  Tlioilcr  7,//,  besitzt,  im  Nenner  siclwr 
nur  Polcnzen  der  7^,  .iIs  Tlu>i]cr  enthalt.  Führen  wir  weiter  fiJr 
die  p  ihre  in  §  Iii  gegebenen  linearen  Ausdrücke  durch  die 

dq  dSfg 
di  '  'dl 

ein,  so  werden  0  und  i2'  gante  Functionen  dieser  Ableitungen 
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und  enthalten  in  den  Nennern  als  Theiler  nur  Potenzen  von 
C,  /I  und  IVj.  Führt  man  endlich  statt  der  g . . .  ihre  Ausdrücke 
durch  die  rechtwinkligen,  auf  den  Schwerpunkt  und  ein  will- 
kürlich gerichtetes  Axensystem  bezogenen  Coordinaten  und 
Ge8chwindiL:k(Mten  X,  ...  ein,  und  denkt  sich  auch  die  in  q 
vorkommenden  Grössen  k^^  k^^  A,,  sowie  die  durch  die  Glei- 
chung 

+  ik*  s  0 

bestimmte  Quadradwurzel  k  durch  die  X,  A'  . .  .  ausgedrückt, 
so  wird  Ö)  eine  Integralgleichung  der  ursprünglichen  He- 
wegungsgleichungen,  welche  die  Form 

/<  (A  . . .  ,  X*  . . .  ,       ,  k] 

besitzt,  im  Nenner  jedoch  die  Geschwindigkeiten  nur  in  den 
vier  Verbindungen  k^^  k  enthalt.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Form 
des  Ausdruckes  ^ . 

Es  werde  jetzt  mit  das  Product  derjenigen  Theiler  im 
Zahler  von  <D  bezeichnet,  welche  sich,  als  Functionen  der  . . . 
betrachtet,  nicht  durch  die  k^  k  allein  ausdrücken  lassen,  und 
es  sei 

^  —  ^1    I  —  «I  f  -  I 

dann  ist  Si^  genau  von  dürüoiben  Forui  wie  Si'  und  dasselbe  gilt 
wegen 

auch  von  Weiter  eriiennt  man,  dass  wegen  der  Ober  0^  ge- 
roacbien  Festsetzungen  in  Wirklichkeit  im  Nenner  nur  Po- 
lenzen der  q„  als  Theiler  enthalten  kann ;  0^  ist  also,  wenn  es 
sieh  nicht  etwa  auf  eine  Gonstante  reducirt,  eine  integralgleichung 
fllr  die  Bewegung  relativ  um  den  Schwerpunkt.  Schreibt  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Irrationalität  A* 

0^  =  0^^  -I-  k0,^  , 

ö*,,  und  (/),,  =        r  ...  ,  qj, 

9jfi„  und«Jß„«G(X  X'  ...qa)  , 
so  isl,  da  die  Bedingung 

5* 
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für  beide  Voneicfaeo  von  k  gilt, 

Das  l'roiiucl 

(33)  (<l>u  ~  Ä  Ö),,^ 

ist  also  eine  homogene  In(oc;rali:Ieichtinii  von  der  früher  l)ehan- 
(h'lton  Art  und  ist  dcshali),  da  es  sich  hier  Our  um  die  relalivc 
Bewegung  handelt,  in  der  Form 

G(A,  r,  Z,  ,J  G(*,,  t„  h) 

darstellbar.  Eliminirt  man  also  in  dem  Producte  (33)  mittelst 
der  Gleichungen 

und  der  Ausdrücke  fttr  die  k„ ,  k  sieben  von  den  neun  Grossen 
X',  Y'f  Z\  so  müssen  die  beiden  anderen  von  selbst  mit  heraus- 
fallen ;  dies  ist  aber  nicht  anders  mtfglich,  als  wenn  jeder  der 
beiden  Factoren  jenes  Productes  elnseln  durch  die  angegebene 
Elimination  von  samrotliehen  X',  Y%  t  gleichzeitig  befreit  wird, 
niernach  kann  also  die  gesuchte  Integralgleichung  <l>,  wenn  man 
wieder  auT  die  Variabein  des  Systems  7.  0.  lurttckgeht,  nur 
die  vier  Variabein  q  enthalten  oder  muss  m.  a.  W.  frei  von 
den  sein. 

§  21. 

Unsere  Aufgabe  ist  jei/t  darauf  lurttckge rührt,  eine  von 
den     freie  Losung  <Z»  der  Form  6(9,      su  der  Bediogung 

(\  l(»t:  (/> 

~ti^  =      '    ^^^^  ^«^ 
SQ  suehen.   Zunächst  ist 

"  iv,    ) '  ^ +  9l    iK   ^.-^Ä)  -  Ql  {fft-^f')  (log  a>.  //j . 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  Q  in  den  p„  hüchstehs  vom  zweiten 
und  in  den  ^„  höchstens  vom  vierten  Grade  ist.  Wir  spalten 
Si  nach  der  Ordnung  der  einseinen  Glieder  in  Bexug  aaf  diepi, 
in  die  drei  Bestandtheiie 

12  s  01^  -f.  Of^  +  fü,  , 
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wo  der  Index  die  Ordnung  nach  den  p  angiebl,  und  führen  statt 
der     die  r„  dnrch  die  Relationen 

ein.  Uiermil  werden  ^ü^  uud  nach  den  höchstens  vom 
5ten,  resp.  6tea  Grade.  Weiter  wird,  wenn  man  entwickelt, 

ci,  =       //,  (log  0,L^^qM;j--  kql  [L,  -  qM^]  (log  0,  //,)  , 

=  te*  //|)'-  +     //»  (loB  -  9l      (»og  Ö>,  //,)  , 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  das  Symbol  (u,  v)  auch  in  der  Form 

ihn  }\v        ?) r  ?l \ 
^  \d«,  ör,  dSj 

geschrieben  werden  kann.    Bei  der  Integration  der  drei  Be- 
dingungen fUr  0  wollen  wir  der  besseren  Uebersicht  halber 
folgende  Abkttraungen  nnd  Relationen  benutsen: 
F=5a,c,5,  ,  -2(0,63 +  a,  6,)     ,    C  =  26,6,5,  , 

C  +  f*,  Ä  -h      F     iii,  C  =5  0  , 

(r,3/j=o,  (/:,i/j=o  ,  (/%3/j=/i,       ,  ((;,j/j=-^, 

(C,i.,)=m,  (E,  IJ«  0  ,  (F,        ti,         ,  (G,  IJ=  -  fi^ 

(C,  X^)  «  2m  C 

(F,  =  2//,  C  -h  F/)'  -  2C  2  6,  r,  . 
(G,  L,)  =  -      C  -I-  GD'  6,  6,  r,  , 

g  =  £  -H  F9  4-  Gq^ 

«  J  s,  («,  -  6,     (a,  -  6,  , 
(g,  ifj«^,g-fi,  9»  , 
(p,  Jf,)  =  -  iu,  +  , 
{Q,  M,)  =  /i,  -  jt/o  7 

£J  =      g  -      g*  , 
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Die  erste  von  den  drei  Bedingungen  fOr  0  nimml  mit  der  Ab- 
kttnung 

die  Gestalt 

«.  -  <I,V  (log  <B,  B,)^VS  Ä, 

ao.  Da     mö^lichrrwi  ise  durch  V  lhcMii)i<r  ist,  so  seUca  wir  ao 

mit  dem  Zusatie,  dass  W  niobt  durch  V  tlieilbar  sein  soll.  Wir 
erhallen  dann 

(lag      ii.)  -  . 

linke  Seile  dieser  «lleicliiini:  kann,  eiitwickeil,  im  .Nenner 
nielil  den  Theiler  V'enlli.iUen,  folfilich  ist  der  Ziihlor  der  reehlen 
Seile  dureli  Tlheilhar,  also  die  rechte  Seite  in  den  höchstens 
voiu  ersten  Grade,  so  dass  wir  ansetzen  dilrlen 

tt 

wo  die  Goefficienten  rechts  nur  noch  von  q  abbangen.  Ftthrt 
man  in  diese  partielle  DiflTerentialgleichung  an  Stelle  der  q„  die 
Variablen  9,,  C  und  Q  ein,  se  wird 

"l  a 

wii  Im  i  dt'M  Ouadratureü  7^  und  7,,  durch  <y,.  T,  ausL-edrückl  zu 
denket»  sind.  Die  ersle  Ouadratur  führt  aul  eliiptisehe  Int*-- 
graie,  welche  in  h»!;  nicht  vorkoninim  dtlifen,  d.  h.  es  ist 
iileieh  Mull.  Die  drei  anderen  (Juadratureii  führen  auf  Lo- 
garithmen und  lassen  sieh,  wie  leicht  verihcirl  werden  kann, 
in  der  Forn» 
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schreiben,  wo  dio  o  wo^on  der  Beschalleuheil  von  W  nothwou- 
diger  Weise  gauze  Zahlen  sind.  Setzt  man  nun 

log  y-^'".  '»s  (^^     yj-)  *  ' 

so  ergiebt  die  SubstiUitioo  in  die  DiffereDtialgleiclkung  die  Be- 
laiicnen 

d.  h.  entgegen  don  fllr  (o  bestehonden  Voraussetzungen  irnilio- 
üdle  Ausdrücke.  Die  d  und  oj^^j  niilsson  «ieshnll)  verschwindcu 
und  CS  ist  als  Function  der  drei  diossen  q.  0,  Q  allein  dar- 
stellbar. Setzt  man  nun  in  deni  ursprUniilichen  Ausdrucke  für 
'Fan  Stelle  von  und  f/3  ihre  Ausdrücke  durch  7,,  C,  C^,  so 
niuss  q^  von  selbst  herausfallen  ;  entwickelt  man  andererseits 
V«?  V3  dann  Vnach  fallenden  Potenzen  von  q^,  so  erlLennt 
man,  dass^V'  die  Gestali  G  (C,  Q)  besitzt,  also  in  der  ursprttng- 
liehen  Gestalt  nur  die  Quadrate  der  enthielt.  Hit  Rtteksicht 
hierauf  kann  man  zundohst  schreiben 

^  =  (i  (9,    f,  d]  . 

Eliminirt  man  hieraus  abwechselnd  eines  der  drei  Paare  FG, 
GEf  EF  mittelst  der  drei  Gleichungen 

E     +  Fq       Gq*  ^      Q  , 

so  nmss  die  dritte  fürosse  fi  oder  oder  G  jedesmal  von  selbst 
mit  herausfallen.  Als  Nenner  können  bei  den  drei  so  enlsloheu- 
deo  Formen  ftir  ^  nur  I'otenzen  von 

auftreten.  Diese  Nenner  müssen  jedoch,  da  sie  keine  gemein- 
samen Theiler  beaitsen,  sieh  in  Wirklichkeit  jedesmal  fortheben, 
d.  h.  es  ist 
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§  «2. 

Mil  dein  L'cfmulciion  Ausdrucke  für  W  ficlu'n  wir  iu 
die  zweite  der  au%eäleiileu  BeUiugungüO  ein  uud  eriiaileu  zu- 
uaciisl 

üi.  «        {H,  (F,  £,  -  g Ä.)  -  (I,     qM,)  (F,  1/,)} 

+  AgJ  {//,  (log  f',     -  7  V,)  -  ^^>,  -  7 (i^>H     /A)}  • 

Die  orsie,  V  cnthultcndo  KlcmiDior  (  )  ist  nichl  durch  V  Ibeilbar, 
wie  man  schon  durch  Belrachlunj;  der  (llleder  erkennt,  welche 
die  in  V  vorkommende  (jrösse  h  enlhalleu.  Da  andererseits  die 
übrigen  Glieder  der  Üifl'erenlialgleicliunf;  I'  nieht  im  Nenner 
enthalten  können,  so  nuiss  die  irenaiuite  KlammergröSSO  io  Wirk- 
iicbkeil  fehlen,  d.  h.  q  gleich  Null  sein,  also 

Hiermit  geht  die  Differentialgleichung  Uber  in 


djog© 

Die  linke  Seite  inuss  noii  (y,  unaMiilnizig  werden,  sobald  man 
ftlr  7j  lind  ihre  Ausdrücke  durch  ^|^.  f.  ()  einführt.  Knl- 
wickell  man  nun  wie  vorhin  \\ie(h'r  nacli  fidlenden  Poten/en 
von  r/,  .  so  kann,  da  <'^^  nach  den  (j^^  höchstens  V(tni  fUnflcrt 
Grade  ist,  überhaupt  kein  von  freies  (ilied  auftreten,  d.  Ii. 
es  w  ird 

•  _Ü2«?,  «-Gl,.«. 

IlirM'init  i;ehen  wir  jetzt  in  'lic  lii  ille  iJllicrciiI ialj'leichnni: 
ein,  NNobci  zu  beachten  ist,  <1  tss  in  </>  tf  ihcils  evplicitc,  theils 
iroplicite,  nämlich  in  (>.  vorkominl.  und  schreiben  denigcmäss 

,  ö  log  <D       , ,      log  <P  HA 

Der  Quotient  q\  muss,  wenn  wfeder  die  C,  Q  ein- 
geführt werden,  von  q^  frei  werden.  Entwickelt  man  nach 
fallenden  Potenzen  von  g,,  so  wird,  wie  man  erkennt,  das  von 
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7,  freie  Glied  nuch  frei  von  ('  uud  (),  d.  h.  der  Quolieiil  ist  mir 
von  7  und  den       al>hangig.     Andererseiis  ist  cii^  durch 
iheiibiir,  wir  dürfen  also  schreiboQ 

^%  -  ^V'^^ta^a  .    w»«  «  ö  (q)  , 

Diese  Gleichung  zerföllt  sofort  in  die  drei  andern 
_  .  MogO      ö  log®  /  1  < 


aus  denen  wir 


ö  lot;  O 
dTog1^ 


dq 

dA 


dq 


7  »  ^« 


bilden.  Hiernach  l>estohl  tfi  aus  einer  Polenz  von  0,  niullipli<^ 
eirt  mit  einer  Function  von  q  allein.    Setzen  wir  demgemttss 

so  wird 

,  ö  log  TV        /  \         \  dAA 

Denkt  man  sich  W  narli  ^  in  Linearfaeloren  zerlegt,  so 
inuss  joder  derselben,  da  die  yl„  und  die  Form  ilUj]  besitzen, 
TliL'ilcr  von  A^^  A^  sein.  Da  nun  dii'  .1,^  keinen  t;(Mnein- 
sanien  Theiler  besitzen,  so  reducirt  sich  \V  aul  eine  Cunslanle 
und  es  wird 

m  =  (JQ  . 

Passen  wir  die  bisherige  Untersuchung  zusaniujon  und  be- 
achten, dass  Q  irreduclibel  ist,  so  gelangen  wir  zu  dem  llesul- 
tat|  4d$ä  die  Bedingung 

nur  die  beiden  irreductiblen  Ufsungen 

f^qjli,    (f  =  Q 
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zulMsst.  Von  diesen  liefert  nur  Q  eine  wirkliohe  Integral* 
gleiohung,  enlsprediend  der  Helatioii 


während  f^^  nur  als  Integralgleichung  orseheint,  wenn  q  als 
unabhängig!!  Variable  gewühlt  wird»  wie  aus  der  Relation 


liervort^olit,  doron  rechte  Seile,  wie  man  sieh  leicht  Überzeugt, 
nicht  durcli  //^  tlicilhar  ist. 

Die  i;eoiiR'trisi'h('  lUMlciilun^  des  Verschwindens  von  Q  iiissl 
sieh  leiehl  anuoben.  Aus  der  Form  dos  Ausdruclies  für  q  durrli 
die  JUif  die  invariable  Ki)ene  liezoficiicii  (ioortlinuten  ./•.  »/  folj^l 
natniit'h,  dass  q  sich  alt;ebraiseh  durch  da*  Seiten  des  Dreiecks 
ausdrdekon  lässl.  welches  dio  Projcclioiiön  <h*r  drei  Körper  auf 
die  invariable  Kbene  niil  einander  bilden.  Bewegen  sieli  nun 
die  drei  Körper  in  einer  l>l»ene,  d,  Ii.  al.so  in  der  ins.irialden 
Kbene  des  Systems,  so  fallen  die  drei  Seiten  des  geriaunlen 
Dreiecks  mit  den  q^  /.usainmen,  und  man  erhidt  durch  Halional- 
niachen  der  so  zwischen  den  q,  q^^  enlslehenden  Gleichung 
genau  die  Bedingung  Q  =  0.  Dieselbe  besagt  also,  dass  die 
drei  Klirper  sieh  in  einer  Ebene  bewegen. 


Am  Schlüsse  <ler  früheren  Milllieilunu  wai-  als  nächster 
Schrill  in  dem  hier  bei  der  Unlersuchunji  tlber  die  Integrale 
des  Vielkörper-f roblems  befniijten  Gedankenj^anue  die  Beant- 
woiliiitL:  der  Fi-aue  bezeichnet  wonlen,  ob  Intepr.de  existiren, 
welche  durcli  Ouadratur  Uber  algebraische  Ausdrucke  j;«'bildet 
sind.  W  ir  fraj^en  al.so  jetzt,  indem  \n  ir  wieder  das  System  7.  O. 
2U  Grunde  leji^en,  ob  ein  Intepral  der  Fornj 


7  -/((y  it)  dt-t-J  (q)  dq  (,Jrf,,  (pj  dp,) 


existirl,  in  welchem  der  Austlrui'k  unter  dem  Intet:ral/ eichen 
ein  totales  Dillerenlial  und  die  J{q)  .  .  .  algebraische  Func- 
tionen (h^r  acht  Variablen  t.  q  .  .  .  sind.  Ans<lrücke  dieser  Art 
könncni  wir  füglich  als  A!)crsche  Quadraturen  und,  wenn  sie 
ein  Integral  unserer  DitlerentiaigleicbungeD  liefern,  ais  Abei'scbe 


(Ii  *      bq  q^ 


§«3. 
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Integrale  des  votgeleglao  Problems  beseioliiieD.  Die  nothwen- 
dige  und  hinreichende  Bedingung  dafUr,  dass  die  Quadralnr  ein 
Integral  liefert,  ist  mit  Rtteluieht  auf  die  Besiehung 

durch  das  identische  Verschwinden  des  Ausdruckes 

gegeben. 

Die  J[t]  . . .  denken  wir  uns  dargestellt  als  rationale  Func- 
tionen der  Variablen  und  einer  einzigen,  durch  eine  irroductible 
Gleichung  delinirlen  Irralionaliläl  y.  Weiler  denken  wir  uns 
in  den  J{t]  . .  .  die  Irralionnliliil  aus  don  Nonnern  forlgeschain 
und  (He  Ziihler  nach  y  auf  den  niedrigsten  Grnd  t:el)r;u*ht.  Dnnn 
beweist  nian  durch  die  wiederholt  angewandte  Butrachluiigs- 
weise.  d.iss  in  den  J{l)  .  .  .  und  in  der  (ileichunt;  für  y  die  (loii- 
stanlcn  der  IHfTorenlalgleichungen,  nihnlich  m,  o,  /j,  A",  sowie 
liio  etwa  auftrotciKicn  conslanten  Parameter  nur  aigc])raisrh 
auflrelen,  dass  ferner  rp  als  parani  clor  frei  und  infolge  dessen 
auch  als  homogen  in  den  Dimensionen  vorausgesetzt  worden 
darf.  Dies  festgestellt,  gehen  wir  jetzt  dazu  Über,  das  Ver- 
halten von  tp  an  den  Stellen  zu  untersuchen,  wo  rp^  als  Funt  tion 
einer  der  Varl. ii)leü  Ix-lrachtet,  einni  l'ol  l  nendlichkeilspunkt) 
oder  einen  Verzweigungspunkt  oder  beides  zugleich  besitzt. 

Es  seien  cj,  ...  die  acht  Variablen,  in  willkürlicher 
Reihenfolge  geordnet.  Man  entwickle  i(cr)  nach  steigenden 
Potenten  von  a — wo  r  einen  constanten  Werth  oder  auch 
eine  algebraische  Function  der  a,  ...  liedeutet,  dann  ent- 
halt die  EntwiokeluDg,  von  besonderen  Werthen  der  GrVsse  t 
abgesehen,  im  Allgemeinen  nur  ganse  positive  Potenaen.  Wir 
wollen  jedoch  die  möglichen  Grensfillle  sogleich  mit  berück* 
sichtigen  und  denken  uns  die  Reihe  fttr  J(o]  als  nicht  nur  ganse 
positive,  sondern  auch  gebrochene  und  eine  eodliehe  Ansahl 
von  negativen  Potenzen  enthattend.  Die  Goefiicienten  sind  alge- 
braische Functionen  der  er, ,  . . .  und,  so  lange  speeielle 
Werthsysteme  der  a«,  er,  ...  ausgeschlossen  bleiben,  so  be- 
schaffen, dass  die  Heihe.  ohne  Zerstörung  der  CoDvergenz,  nach 
den  tf, ,  or,  ...  düTerootiirt  werden  kann.  Die  für  J{a)  ge- 
wonnene Reihe  integriren  wir  gliederweise  nach  a  in  der  Art, 
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dass  man,  abgesehen  von  dem  etwa  vorkommenden  logaritbmi- 
schen  Giiede,  wiederum  eine  nach  a  —  r  foriscbreitende  Reihe, 
jedoch  uiino  constantes  CiliVd,  tM'hiilt.  Diese  neue  Reihe,  ein- 
schliesslich  dos  logarilhmischen  Gliedes,  helsso  <p{a)^  dann  darf 
sich  *f[a)  von  (p  nur  imi  einen  von  a  unabhängigen  Ausdruclfc 
unterscheiden.   Bildet  man 

und  denlit  sich  J(a^)  et>cnfall8  nach  o — %  entwiciLelt,  so  er- 
kennt man,  dass  der  Goeißeient  des  logarilhmischen  Gliedes 
von  tf|  und  ebenso  von  er,  . . .  unabhängig,  also  oonstant  sein 
muss,  und  dass  die  rechte  Seile  sich  auf  eine  algebraische 
Function  von  dr,  . . .  reducirt.  Schreiben  wir  also 

so  ist  ql  dur«h  eine  AbeFscbe  Quadratur  gegeben. 

Die  vorstehend  gewonnene  Beihenentwickelung  für  (f  werde 
jetxt  folgendermassen  gespalten.  Man  vereinige  xunächst  su 
einem  Ausdrucke  ^(a}^  alle  ganzen  Potenzen  nebst  dem  logarith- 
roiseben  Gliede  und  dem  Term  ip\  Aus  dem  nur  gebrochene 
Potensen  enthaltenen  Reste  greifen  wir  das  niedrigste  Glied 
heraus  und  vereinigen  damit  zu  einem  Ausdrucke  ^(a)«  alle 
Glieder,  deren  Exponent  sich  von  dem  des  niedrigsten  Gliedes 
um  ganze  Zahlen  unterscheidet.  Aus  dem  dann  noob  verbleiben- 
den Reste  spalten  wir  in  gleicher  Weise  ein  ^(aj,,  fp{a)^  . 
ab,  bis  alle  (ilieder  erschöpft  sind,  was  nach  einer  endlichen 
Zahl  von  Spaltungen  der  Fall  ist.  Wir  haben  dann 

Diesen  Ausdruck  differentiiren  wir  vollständig  nach  9,  wobei 
wir  uns  den  Ausdruck  fttr  A'  ebenfalls  nach  Potenzen  von  ir  —  r 
entwickelt  denken.  Letztere  Entwickelung  enthalt  nur  ganze 
Potenzen,  und  negative  nur  dann,  wenn  fttr  a  »  r  der  Ausdruck 
9,  verschwindet.  Die  vollständig  entwiekelte  Ableitung  er- 
scheint  zun.ldist  ebenfalls  als  Potenzreihe  und  man  erkennt  so- 
fort, dass  die  aus  den  Ausdruck  </(<j)„,  q>{o^)  ...  entspringenden 
Reihen  einzeln  für  sich  verschwinden  nidssen  .  dass  also  die 
q>  (er),  . .  .  einzeln  für  sich  Integrale  sind,  und  zwar  Abel'sohe 
Integrale,  da  sie  sich  linear  mit  oonslanlen  Coofficienten  aus 
den  verschiedenen  Zweigen  zusamnicnselzen  lassen,  welche  die 
Function  ip  an  der  Stelle  a  as  r  besitzt.  Weiler  erkennt  man. 
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wenn  die  vorlaogte  DifTerenttation  und  Entwickelung  an  den 
Anfangsgliedern  der  eiozelnen  (/  [o]  ausgeführt  wird,  dass  in 
J{o)  negative  oder  gebrochene  Potenzen  höchstens  dann  auftreten 
ktfnnen,  wenn  entweder  K  negative  Potenzen  enthält)  also  für 
<r  s  T  der  Ausdruck  q^H^  verschwindet,  oder  wenn  die  Ent- 
wickelung  von 

f,  («'-^) 

kein  von  a~-r  freies  Glied  enthält,  wenn  also  diese  Ableitung 
fttr  ffssr  versehwindet,  d.  h.  t  eine  Integralgleichung  ist. 
Hiemach  erhalten  wir  also  fflr  den  Ausdruck  J  [a] ,  wenn  der- 
selbe als  Function  von  o  betrachtet  wird,  alle  im  Endlichen 
liegenden  Pole  und  Versweigungspunkte  durch  die  beiden  Be- 
dingungen 

Geht  man,  um  das  Verhalten  von  (p  für  sehr  grosse  Werthe 
von  a  Bu  ermitteln,  von  der  Entwicklung  des  Ausdruckes  J  [a] 
nach  fallenden  Potensen  von  a  aus,  so  kann  man  genau  so  wie 
vorhin  ein  rp  {a]  bilden,  dies  durch  HinsufOgen  einer  AbePschen 
Quadratur  {a)  su  ip  ergänzen  und  dann  in  die  Bestandtheile 
g>lc)^,  ^(ff),  ...  spalten,  welche  einzeln  wiederum  Integrale 
sind.  Diflerentiirt  man  dann  vollständig  nach  9,  so  ergibt  sich, 
dass  positive  oder  gebrochene  Potenzen  odor  ein  Togarithmisches 
Glied  in  q>  sicher  nicht  auftreten,  wenn  die  Ausdrücke 

hK  bK 
dh  '    dq„  '  dp„ 

nach  a  entwickelt,  die  Form 

(T*      ff'  a* 

besitzen.  Diese  besondere  Form  findet  statt,  wenn  a  die  Vari- 
able q  verlritt. 

§  24. 

Nachdem  wir  die  vorstehenden  Satze  gewonnen  haben, 
nehmen  wir  die  J  [a]  einzeln  vor.  Es  wird  sich  dabei  zeigen, 
dass  dieselben  stfmmtlich  rationale  Functionen  der  Variablen 
sein  mttssen.  Wir  beginnen  mit  J  (/) .  Da  die  Variable  t  in  den 
beiden  Bedingungen 

=0,  Q^O 
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nichl  auftriti,  so  folizl,  (l.iss7(/)  für  endliehe  Werthe  von  l  weder 
verzweigt  ist  nocii  unendlich  wird,  also  die  Form  G{t)  besitzt. 
Hieraus  folgt  fttr  9  die  Form 

und  ferner 

rf^,_0.   „P„^'..^.=  0.  etc. 

dq  *^  dq       dq  ' 

\vor;iiis  wir  ähnlich  wie  in  §  ^0  schliessen,  dass  n  t;ieich  rSuli 
ist,  (1.  h.  (f  die  Variabio  /  überhaupt  nicht  enthält .  Wählen  wir 
ferner  für  u  die  Variable  so  foliil.  da  ^  die  nichl  entiiält, 
dass  J(p^)  im  Endlichen  nur  oiueo  Verzweiguug^punkt  resp. 
Fol  besitzen  kann,  uämlicli 

Hiernach  ^siJ(p^)  ein  Ai^.^regat  aus  einer  endlichen  Zahl  von 
Potenzen  der  Differenz /j,  — p,,,;  die  fp{Pi\y  (f''\J\]t  würden 
dann,  wenn  sie  voriiänien,  auf  algcbraisdie  Integrale  fahren, 
müssen  also  in  Wirküchlceit  fehlen,  d.  h.  g)  muss  sich  auf  </^(cj)„ 

reduciren.  Hieraus  folgt,  dass  J{p^)  eine  rationale  Function  von 
/),  ist,  deren  Nenner  nur  die  Theilerp,  —  p^Q  besitzt.  Das  Inte- 
gral (f  besitzt  also  die  Form 

!  -h  P  log  {p^  —  p^^) ,  P  =  constans. 

Hiermit  ergibt  sich,  dass  sämmtliche  J  (a)  rationale  Functionen 
von  und  ebenso  von  p^  und  p,  sind,  deren  Nenner  nur  Thei- 
1er  von  der  Form  q^H^  besitzen.  Fttr  ^  ergibt  sich  daraus  die 
Form 

y  =  Plog  [qM^P.^P^y 

wo  P  eine  Gonstante,  I\  eine  von  den  p^^  freie  AbePsche  Qua- 
dratur und  P, einen  von  den  p„  rational,  von  den  9^  algebraisch 
abhängenden  AuadmclL  bedeutet.  Aus  der  vorstehenden  Form 
ergibt  sich,  dass  J{q)  als  Function  von  q  betrachtet,  als  Ver- 
zweigungspunkte, nur  die  l)eiden  aus 

Q  =  G(q  -  y,)(q  -  y^) 

sich  ergebenden  Stellen    ,     besitzt,  wahrend  die  beiden  aus 

=  (h^i  {q  —  ih)  (9  -  9i) 

folgenden  Steilen  y  ^,  7,  nur  als  Pole  auftreten  können  ;  die  Stelle 
=  00  ist,  wie  oben  bciui  rkt  wurde,  weder  Verzweigungs- 
punkt noch  Pol.    Setzt  man 
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J^*-»,    J[q)dq  =  J{u)du, 

SO  sinii  liic  Verzwciguiiiispuiiklc  von  ./  in)  durch 

«  =3  0  ,  u  =  oo  , 
und  die  ausserdem  noch  vorhandenen  Pole     ,  durch 

iH  siiiniut.  Muiliplicirl  man  nun  J  {u)  mil  solchen  ganzen  Poten- 
zen von 

,  M  —  «3    resp.    tt  —  II,  , 
dass  «Iiis  Produfl  an  den  Stellen         w,  nicht  mehr  unendlich 
wird,  so  ist  dieses  Product  als  ein  endliches  Aggregat  von  Glie- 
dern der  Forn» 

diirslellbar,  wo  die  v  rationale  Zahlen  bedeuten.  Setzt  man 
daher 

u  9»     ,   J{u)du  X  J{v)  dv  j 
wo  X  eine  passend  gewählte  ganze  Zahl  ist,  so  besitzt  J{v)  die 
Gestalt       und  enthalt  im  Nenner  als  Theiler  nur  i;  und  die  aus 

—  «3  .  — 

entspringenden  linearen  Theiler,  welche  mit 

i     -        ,     V       f/jj  •  •  •  » 

—  »u  >        —  •  • 

he'/eichnei  werden  sollen.  Die  Integration  nach  v  liefert  <p  in 
der  Form 

9>  s  c  logt;  log  (t;  —  M,,) 

9 

-»■  JS'*^«         "  t^i  +  • 

Hierin  sind  die  c  Constanten.  L\  Nun  der  I  orm  R{v)  und  (/,  eine 
von  V  freie  Abel'sche  Quadratur.  Vergleichen  wir  diese  Form 
mit  oben  gegebenen,  nämlich 

^=Pl0K  (r/,//J  +  P,  + 

so  folgt,  dass  die  mit  den  Goefficienien  c,^,  c«,  versehenen  Loga- 
rithmen Dur  aus  der  Zerlegung  des  Terms 

Plog  q,a,=  P  log  [q,  Jf,  [q  —  j,)  (g— ^J) 
entspringen  können,  dass  also  die  c,« ,      sammtlioh  einander 
gleieh  sind.   Hieraus  folgt,  dass  sieb  ip  in  der  Form 


80  II.  bkim, 

9  =  ejog  (qr  -  g^)  -i-  «,  log  {q  - 

+   log  7.//,  -h  u;-hu; 

sclii'cilien  liissl,  wo  für  die  c,  f/'  dieselben  Eifienschafton  t;elli*n, 
wie  für  die  c,  6'.  Stellt  man  nun,  von  der  zuletzt  gefundenen 
Form  für  (p  ausgehend,  die  Entwickelung  voo  q>  nach  Potenzen 
von  q  —  <ji  oder  q  —  auf,  so  erkennt  man,  dass  die  q>[q)ti 
^(f )^  . . .  nur  aus  gewissen  in  ü\  vorkommenden  Bestandiheilen 
entspringen  können,  also,  wenn  sie  vorkämen,  rein  algel)raiscli 
sein  mtlssten.  Hiernach  reducirt  sich  (p  in  beiden  Fällen  auf 
den  Bestandtheil  qf{q)^ ,  d.  b.  J{q)  und  damit  sind  die  ttbrigen  J 
von  der  Form  R{q), 

Der  Ausdruck  /  (gj  ist  in  q  und  den  rational,  kann  also, 
als  Function  von  q^  betrachtet,  im  Endlichen  nur  Versweigungs- 
punkle  besitxen,  welche  von  den  Variablen  9,  p„  unabhängig 
sind.  Da  solche  nicht  exisliren,  so  ist  ^(fj  von  der  Form  R{q^)» 
Das  Gleiche  gilt  für  alle  anderen  J  und  ebenso  für  die  Variablen 
^ti  9r  Hiermit  haben  wir,  wenn  wir  zusammenfassen,  das  Re- 
sultatgewonnen, dass  in  dem  gesuchten  Abel  sehen  Integral,  falls 
dasselbe  existirt,  die  J(q)  ...  sämmtlich  die  Gestalt 

besitf  en,  dass  femer  die  Nenner  als  Theiler  nur  die  Ausdrucke 
q^U^  und  Q  besitzen,  dass  also  q>  in  der  Form 

9>  7a '  Pa)  +     'oß  9*'^  +      los  Q 

darstellbar  ist.  Da  die  l'^ntwickelung  von  4p  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  q  kein  logarilhmisches  Glied  besitzt,  so  ist 

r'  -h       =  0  , 

SO  duss  w  ir  auch  schreiben  können 

«  _  P«'  +  c  log  1'  '^  . 


§  88. 

Die  Untersuj'hung  hat  uns  jetzt  zu  der  brage  geführt,  ob 
das  System  7.  ü.  eiu  Integral  von  der  l  orni 

q>-R{q,qmPa)  +  c  log 

besitzt,  in  welchem,  wenn  fp  sich  nicht  auf  eine  Constanle  re- 
duciren  soll,  der  Factor  c  von  Null  verschieden  sein  muss,  aüso 
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gleich  Kiiis  j^esi-tzt  werden  rinrf.  H(  zcichücn  w  ir  die  Ix'iiliMi  He- 
standtheile  von  (p  der  Kürze  halber  mit  f/,  und  so  darf  der 
rationale  Term  (f^  als  algebraisch  aus  den  (ionslanlen  m,  o,  6,  k,  h 
gebildet  vorausgeseUt  werden.  Bringt  man  nämlich  (p^  zunächst 
auf  die  Form 

l\  («t,  a,  b,     hj  r]  , 

wo  r  eine  von  den  m  ...  abhängende  irrationalitat  bedeutet, 
und  stellt  dann  9^  in  der  Form 

unter  mdgliobster  HerabdrUokung  des  Grades  in  Besug  auf  F 
dar,  80  müssen  die  q>^^^  9^«t « •  •  sieb  auf  Ckinstanten  reduciren. 
Man  darf  deshalb  die  mit  F  multiplictrien  Tenne  unterdrücken 
oder  9«  als  rational  aus  den  «1,  6,  h  gebildet  voraussetsen. 
Dies  festgestellt  fuhren  wir  an  Stelle  von  h  die  Variable  p  durch 
di.e  Gleichung 

ein,  und  erhalten  dann  (p^  in  der  Form 

^  (ih      Pa  .  Hu)  : 
Während  ^  in  ein  Integral  des  Systems  8.  0.  Ubergeht. 

In  dem  System  8.  0.  lüsst  sich  nun  die  allgemeine  Lösung 
durch  Reihen,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  /  fort- 
schreiten, darstellen,  indem  man  die  g  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  mit  Uttlfe  der  Differentialgleichungen  entwickelt.  Diese 
ReifH>n  convergiren  innerhalb  eines  bestinunten  Bereiches  für  /, 
sobald  !iian  festsetzt,  dass  für  t  =  0  die  Variablen  endliche, 
und  im  Besondern  die  9^  von  Null  verschiedene  Werthe  besitzen. 
Substituirt  man  diese  Keihenentwickelungen  in  den  Zähler  Z 
und  den  Nenner  JV  von  g>^  und  ebenso  in  q^H^  und  (),  so  erhält 
man  ahnliche  Potenzreihen.  Die  Coefficienten  sind  sämmtlich 
nach  den  p,  7,  /^^  ganz  rational,  nach  den  dagegen  rational, 
jedoch  so,  dass  in  den  Nennern  als  Theiler  nur  die  g^^  auftreten. 
Der  so  entstehende  Ausdruck 

IV  +  iog 

mnss  nun  von  t  unabhängig  sein,  wie  man  auch  inneriialb  der 
angegebenen  Einschränkungen  die  Anfangswerthe  der  Variablen 
variiren  mag.  Lassen  wir  nun  diese  Anfangswerthe  so  variiren, 
dass  g^tt^  für  t  =  0  den  Werth  Null  annimmt,  so  können  in 
den  vier  Reihenentwickcluugeu  nicht  sämnitliche  Coefficienten 
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vcrsoIiwiDden,  dt^q^II^,  wne  wir  wissen,  nicht  Inlogralgloichung 
des  Systems  8.  0.  ist.   Setzt  man  ausserdem  fest,  dass  für  die 
gewählten  Anfangswertbe     nicht  verschwindet,  so  entspringt, 
wenn  m.in  (p^  und  rp^  nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  aas 
ein  Glied  von  der  Form 

n  log  «  ,    (n  >  0)  , 

welches  sich  nicht  fortheben  kann.  Die  Annahme,  dass  ein  In- 
tegral  der  hier  betrachteten  Form  existire,  führt  also  auf  einen 
Widerspruch  oder  m.  a.  W.  es  existiren  xu  dem  System  7.  O. 
keine  Aberschen  Integrale,  und  ebenso  auch  nicht  su  dem  System 
8.  O. 

Bei  den  vorstehenden  Entwickelunfien  waren  wir  von  einer 
besonderen  Form  der  He\V('i;ungsjj;leichungen  ftlr  dasDreikörper- 
l'robleni  ausgegangen,  niUnlich  dem  hier  benutzten  System  7.  O. 
Da  jedoch  ein  AheTsclies  Integral  durch  eine  algeiiraische  Trans- 
forination  der  Variablen  wiederum  in  ein  Abersches  luloiiral 
Ubergehl,  so  gilt  das  gefundene  negative  Uesultat  für  alle  Formen 
der  Bevvegungsgleichungen  ,  welche  aus  den  ursprüngHcben 
durch  rein  algebraische  l'inforinungen  eulsteheri.  Das  gefundene 
Resiill.it  L:iU  ferner  auch  für  das  Vielkorper-Problem.  Reducirt 
man  namlicli  l»eini  Vielivoi-{ier-rrul)lt'm  die  Ordnung  des  Systems 
ähnlich  wie  bei  dem  Dreikürper-Frobleni  durch  lienulzuug  der 
l»ekannten  Integrale,  so  erhält  man  algebraische  Differential- 
gleichungen, t.vislirt  zu  diesen  ein  AbeFsches  integral,  so  ent- 
hält der  Ausdruck,  über  welchen  die  Ouadralur  auszuführen 
ist,  die  Massen  nur  in  algebraischer  Weise ;  nian  niiisslo  also 
unter  allen  Umstanden  durch  das  Verschwindeulassen  einer 
oder  mehrerer  Massen  zu  einem  Abel'schen  Integral  für  duä 
Üreikörper- Problern  gelangen,  was  nicht  srln  darf. 

Die  vorstehend  licrue leiteten  negativen  1-^rgebnisseenlIialten, 
wie  mir  scheint,  eine  iiinieichende  Krklärung  für  die  Tlwjtsaebe, 
dass  man  bei  der  Aufsuchung  neuer  integrale  des  Dn  ikürper- 
l^robletns  seither  nicht  Uber  den  l)ereits  vor  einem  Jahrhundert 
erreichten  Standpunkt  hinausgelaogt  ist. 

Leipzig,  48.  Juli  4887. 


Be  r  i  r  h  ( i  <i  \\  n  p. 
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In  einer  Abhandlung  von  Sylvester  im  American  Journal  of 
fnathemoHes  Bd.  9,  No.  2  findet  sich  ein  Brief  von  Halphbit, 
Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris.  In  diesem 
Briefe  betrachtet  Halphbü  eine  Schaar  von  algebraischen  Trans- 
formationen 

(4)  ^     [x^  , . .  . , .  ttf)    (x  sss  1  . . .  n) 

mit  r  Parametern  a, .  • .  a,.  «wischen  den  Veränderlichen 
und  x^'  ...  Xf^',  stellt  die  Frage  nach  allgemeinen  Kriterien 
dafür,  ob  eine  solche  Schaar  von  Trensformationen  Invari- 
anten besitzt  oder  nicht  und  verspricht  dieses  noch  nicht  in 
voller  Allgemeinheit  behandelte  Problem  vollständig  xu  er- 
ledieeti  ^  ■ . 

Soviel  ich  sehe  ist  das  ihm  doch  niciii  gelungen.  Im  Laufe 
seines  Briefes  nnacbl  er  nämlich  verschiedene  Aiin.ihmen .  Hie 
wirkliche  Beschränkungen  des  i'r<ii)lenis  nach  sich  ziehen.  Und 
seihst  das  hiermit  heschriinkte  Problem  hat  er,  wie  mir  scheint, 
nicht  vollstiindig  erledigL  Die  von  ihm  formulirten  Kriterien 
sind  zwar  hinreichend  aber  nicht  nolhwendig  2). 

1.  Zunächst  scincki«  ich  eiiii'jc  Mcnicrkungeii  voraus  UImm* 
die  eigenthumliche  Bedeutung,  in  weicher  lULfiiEK  das  Wort 
Gruppe  braucht. 


1  IIm  i'Iivn  (liMu  kt  sirli  so  ans  y  fhnis  des  Ihenrirs  (lirrrxrs  nn  a 
renniuirc  des  Invarititits  Sans  (fU On  (tit  (iviiclrc  la  cause  ijendrale  de  leuf 
cxislence.   C'est  cvUc  lacunc  (ju'il  s'agil  ici  de  faire  disparaUre.* 

S)  Bs  sobeint  Ualphin  unbekaniit  su  mId,  daM  ich  <ias  im  Texte  b©- 
sprocbeoe  Problem  für  (Ich  Fall,  (hiss  die  Schaar  der  vorgelegten  Trans- 
forrDalionen  (< j  von  iiilitiil^'simalen  'I  riiiisfornialionen  erzeugt  ist  (oder  sieh 
erzeugen  liisst)  volLstaiidig  erledigt  liabü.  Meine  alten  ünlersucliungcii 
läMr  diesen  und  verwandte  Gegenstände  sind  resuinirt  in  den  Math.  Ann. 
Bd.  XXiV,  4U4. 

6* 
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Halpbbn  sagt,  dass  die  Gleichnngen  (1)  eine  Gruppe  be- 
sliminen,  wenn  sieh  aus  den  beiden  Gleiehungssystemen 


(xsl  . .  .  fl) 


durch  i^liiuioatioD  der  Grössen  a'^  lielationcn  von  der  Form 

ableiten  lassen.  Dabei  maeht  er  nicht  wie  ich  in  meiner  Note 
in  den  Gtfttinger  Naehrichten  4874  und  in  vielen  späteren  Ar- 
beiten die  Annahme,  dass  die  Grossen  A^^  nur  von  den  und 
abhttngen,  sondern  er  iHsst  sie  gans  beliebige  Grössen  bedeuten. 
Diese  seine  Definition  des  Begriffes  Gruppe  scheint  mir  indess 
nicht  naturgemäss. 

Bs  unterliegt  jn  keinem  Zweifel,  dass  der  BegriiT  Transfoi^ 
mationsgruppe  sich  aligemeiner  fassen  liisst,  ;ils  in  ineiner  oben 
citirten  Nute  geschehen.  In  der  Thal  habe  ich  schon  im  Jahre 
\Hli  (Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Cbrisliania,  S.  243)  die  folgende  allgemeine  Definition  aufigesteUt: 
Eine  ScIkku'  von  Transformationen  bildet  eine  Oruppe,  wenn  xwei 
Transfonnationen,  nach  einander  nus(jpfilhrL  immer  eine  Trans- 
formation der  ScfuKW  ergeben.  Diese  Jjefiüilion  gieht.  sclieinf  es 
nur,  die  richtige  und  allgemeine  lleberlragung  des  Gruppen- 
begriües  der  Substilulionentheorie  auf  die  Transfonnations- 
tiieorie.  rnterden  Transformalionsgrupjx  n gieht esabeniiehrere 
\ersclnedenc  Kategorien,  für  die  ich  besondere  liezeit hiiiingen 
benutze.  Insbesondere  hezeichne  ich  eine  Gruppe  dann  als  nidlich 
und  continuirlich ,  ueim  ihre  Transformationen  durch  cm 
(il«M'chungssN  slemmit  r  Parametern ;  jl-^'  =  ...  x„,  ...  o^) 
besliiiimt  worden. 

Was  Uali'iik.n's  Definition  des  Begrifles  Gru[)pe  angeht,  so 
möchte  ich  fast  glauben,  dass  dieselbe  nicht  nach  dem  Wortlaute 
zu  verstehen  ist.  Vielleicht  sind  einige  Voraussetzungen  nicht 
mit  angegeben,  z.  B.  dass  sich  swisd^en  den  Gleichungen  (1J 
die  Parameter  eliminiren  lassen  sollen.  Es  scheint  mir  näm- 
lich undenkbar  y  dass  HALpmur  jedes  System  TransformaUons- 
gleichungen  (1),  aus  welchen  sich  die  Parameter  nicht  eliminiren 
lassen,  als  eine  Gruppe  bezeichnen  will,  und  doch  ist  er  nach  dem 
Wortlaute  seiner  Definition  dazu  gezwungen.  —  Will  Haipbbr 
auf  der  anderen  Seite  zu  seiner  Definition  des  Begriffes  Gruppe 
etwa  die  Forderung  hinzufügen,  dass  sich  die  Parameter  elimi- 
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niren  lassen  sollen,  so  loli;t  z.  B.,  dass  die  Scliaar  allor  projoe- 
tiven  Transforiu.itiotuMi  eines  Uauiues  keine  Gruppe  von  i'unkt- 
iransfonnatioDen  dieses  Kaumes  bildet. 

Ks  srh<Mnt  wilnsclienswerlh,  dass  IIalpiien  den  Sinn  seiner 
Üeliuition  }naeisirt,  wenn  er  sich  nicht  der  von  mir  beuuUten 
Terminologie  anscliliesseii  kann. 

Nehme  it  li  .seine  Definition  nach  dem  Worllaiile  und  nenne 
ich  ferner  eine  l'unction  ip  [x^  . . .  .r„)  dann  eine  lovarianle  der 
TraDsfornialioneD  (1),  wenn  die  Identilüt 

gt(x^  . . .  o?^')  SS  9  (ar,  . . .  arj 

besleb't,  so  ist  sein  Hauptsatz :  Les  invat*iants  sont  tapanwfe  ex- 
clusif  des  subsUluttons  formant  groupe  unrichtig.  Das  werden  uns 
spater  zwei  Beispiele  zeigen. 

2.  Indem  Halpbbn  das  von  ihm  gestellte  Problem  in  Angrifl' 
nimmt,  macht  er  erstens  und  zwar  ausdrücklich  die  Annahme, 
dass  die  Zahl  n  der  Veränderlichen  grösser  ist,  als  die  Zahl  r  der 
Parameter.  Da  aber  schon  das  Beispiel 

»fi  *  ff*  ff*        '—   J  !_ 

zeit;t ,  dass  Invarianten  sehr  l:ui  vorkommen  können,  wenn 
r  ^  n  ist,  so  ist  seine  Amwilime  eine  Besehriiukung  des  Problems. 
—  I'>r  macht  noch  zwei  weitere  Annahmen,  niimlich,  dass  die 
Kliniination  der  Parameter  gerade  n  —  r  Relationen  zwischen 
den  und  liefert  und  dass  die  Gleichungen  (4),  wenn  sie 
Invarianten  besitzen,  deren  gerade  n  —  r  haben. 

Dass  auch  diese  letzten  Annahmen  wesentliche  Beschran- 
kungen des  Problems  sind,  b'esse  sieh  ebenfalls  leicht  an  Bei- 
spielen zeigen.  Daraufgehe  ich  jedoch  hier  nicht  ein,  sondern 
wende  mich  zu  dem  von  Halpbbn  behandelten  reäucirlen 
Probleme. 

3.  ÜALraBN  behauptet,  dass  ein  System  von  algebraischen 
Transformationsgleicbungen 

(I')  =  /ji  (^4  -  •  •      öl  .  •  •  o,.) ,  n  >  r  , 

aus  welchem  sich  durch  Elimination  der  Parameter  gerade  n  —  r 
Relationen  zwischen  den  und  x^^  ergeben,  (dann  und]  nur 
dann  gerade  fi  —  r  unabhängige  Invarianten  besitzt,  wenn  es 
in  seinem  Sinne  des  Wortes  eine  Gru|)pe  bestimmt. 

Aber  diese  Begel  stimmt  doch,  wie  ich  sie  verstehe,  nicht 
mit  dem  Beispiele : 
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(2)  a:/  «  o?,  +  o  ,         «s  —  oj^  . 

Hier  ist  n  s  S,  r  s  1,  also  n  >  r;  die  Kliniinatioo  des  Para- 
niclcrs  a  gtehl  n  ^  r  »  1  von  a  freie  ReKition ;  die  Gleichungen 
(2)  haben  andererseits  gerade  ii  —  r  s  4  unabhüngigo  Invoriante, 
nämlich  x\.  Nach  IIalpbbn*«  Regel  mttssten  also  die  Gleichungen 
(2)  in  seinem  Sinne  des  Wortes  eine  Gruppe  bilden.  Aber  aus 

und 

x"  Ä  OTj  +  6  ,    .r,"  Ä  —  jr, 

folgt 

und  diese  Gleichungen  haben  die  Form  (2)  nicht. 
Betrachten  wir  andererseits  das  Beispiel 

f3)  T^   =  .r,  H-  1  ,     .r^'  =  n  . 

W'ii'V  isl  witMicrimi  k  =  2.      =ss  t.    Die  llliiiiiii.il  iun  des  l\ir;»- 
inehM's  (7  i;i('l>l  u  ictici  uin  ii  —  y  =  1   Kelalioii  /.wisclu  ii  dt'n  .r 
uiuKr'.  A?ul('nM"s<Mls  liabeii  »Iii'  TrHii'-fttrfn.ttioii.sj^Iciclimitirii  (3) 
(zor.ido  n  —  r  =  \  unabhiin|i^i^e  Ins. tri. mk'  iiaiiilicli  lg 
Ivs  ist  ja 

iii{;r:v^']  —         r,  ■+-  jr)  =s  tg(;rj',)  . 

rns(M-«'  (ilt  i(  limit:c!i  hiltirn  aber  keine  (iruppe  in  IIali'Uens 
>iiine  des  N\  oiies  ;  denn  ans 

.T,'  =  +  I  ,    .i\  s=  .i  j  4-  a 

UDll 

af,*  SS  j -I-  4  ,         s=  ji-j  4-  6 

lülj^eu  tlie  (ileielinniien 

weiche  niehl  die  lonn  (3  lialn'n. 

4.  Will  man  das  von  IIai.imik.n  iieslellte  Problem  in  sedier 
Alliiemeiidieil  behandeln .  so  dlirfle  es  /weekmiissii:  s«Mn.  die 
Ausdrucksweiso  tier  Manniiilaltiiikeilslelire  /.ii  benul/t  ii.  also 
X,  ...  o\  als  l'unkteoordinaten  eines  /i-faehen  H.uinies  zu 
belraehlen.  Hiei'  weide  ieti  jedoch  diu  Besebraukunj^  eiufUhrcn, 
dass  die  Translurmalionen 

(i)  =  •••  «1  •••«r) 

GREMoNA'sehe  Translormatiuüen  soiu  soilou. 

Bei  jeder  Transformation  einer  derurtigen  Sehaar  geht  ein 
Punkt  Xjf  von  allgemeiner  Lage  in  einen  besUmmten  neuen 


DlB  BlOtlPPB  GrOPPB  und  InVAftUNTB.  87 


Punkt  x^'  über.  Dieser  neue  Punkt  bflngt  von  den  Parametern 
Oy  ab.  Der  Inbegriff  aller  Punkte  x^*  bildet  daher  eine  alge- 
braische Mannigfaltigkeit,  die  hoclisiens  r-inch  ausj^edohnt  ist. 
W(M-(len  nun  weiter  auf  einen  helidugen  ?vknktx^  noch  einmal 
die  Transformationen  (4)  ausgeführt,  so  nimmt  derselbe  neue 
Lagen  x^"  an  u.  s.  w. 

Wir  nehmen  zu  der  Schaar  der  Transformationeo  (ij  noch 
die  Schaar  der  inversen  Transformalionen  hinzii  und  denken 
uns  jede  von  diesen  Schaaren  von  Transformationen  eine  Reihe 
von  Malen  hinlereinander  ausgefüiirl.  Dann  können  zwei  ver- 
schiedene Falle  einlrelen.  Ks  ist  denkbar,  dass  ein  Punkt  .r^ 
von  allutMiH'iiier  Latic  durch  wiederhol Ic  Ausfilhrunu  jener  Trans- 
forfnntiottcu  in  jeden  Punkt  son  <dl!;(Mneiiicr  \.i\in-  im  H.iuuie 
Uberiidührt  werden  kann.    Daun  -iebt  es  keine  Iu\ariautcn. 

Kann  da^ei;en  der  Punkt  ./^  nicht  in  alle  Punkte  des  Hauiucs 
überi-efilhrt  werden,  s«)  bildet  der  lube^rilV  aller  Lai;cn,  welche 
derselbe  Ihm  w  i<MliM  lii»ller  Auwcmluni;  der  belrellcmlen  I  raus- 
foriuationen  .niiiclimen  kiinn,  einen  licomel risehcn  Ort,  der  aller- 
dings aus  viM'schiedenen,  ja  soiiar  aus  unendlich  vielen  irredu- 
cibcln  cdgehraischen  Mannii;ralli|^keilen  bestehen  kann. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  gehört  einem  ganz  bestimmten  der- 
artigen Orte  an.  Der  Raum  wini  also  in  dieser  Weise  in  un- 
endlich viele  Oerter  /.crle^l,  wobei  jeder  Ort  unter  Umständen 
aus  mehreren  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  besteht. 

Utsst  sich  nun  diese  Zerlegung  des  Raumes  in  geometrische 
Oerter  analytisch  definiren  durch  die  Gleichungen 

^2^     . . .  x„)  =  c, . . . ,  ß,„    . . .  .r„)  =  , 

in  denen  die  Cj^  willkürliche  (Jonstaulen  bedeuten,  so  sind  die 
.r^  ...  .i'J  Invarianten  der  Schaar  vor»  Transformationen, 
und  zwar  erhall  man  so  ein  vollständiges  System  Invarianten. 
^  Es  ist  hierbei  keineswegs  sicher,  dass  die  Si^  algebraische  Func- 
tionen von  den  x  sind,  sie  können  sehr  gut  transoendente*) 


4)  Es  ist  daher  unrichtig,  wenn  Halphkh  behauptet,  dass  die  Invari- 
anten immer  durch  Elimination  gefunden  werden  können.    Dass  die  zu 

eiiiHi-  ''onttnuirlichen  nullirhen  Gruppe  gehörigen  Invarianten.  DifTercntial- 
insariuntcn,  ja  sogar  alle  '/uiiflxirim'ii  invarianten  GleicliunyssNstcHU'  diiifh 
Elimination  gefunden  wciHien,  liabe  ich  langst  bei  vielen  Gelegentieitcn 
hervorgehoben.  Und  auch  die  Ausdehnung  dieser  Bemeiicung  auf  eine 
jede  vorgelegte  Schanr  von  Transformationen  a-x  =  a)>  die  !^ich  von 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  Iflsst»  rührt  von  mir  her. 
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FunotioDen  sein.  Die  brauchen  nach  dem  Vorangehenden 
nur  so  besebaffeo  zu  sein,  dass  die  Gleichungen  (4)  fttr  jedes 
speeielle  WiTthsystom  <lor  eine  discrete ,  «»ndlicho  oder  un- 
endliclie  Anzahl  von  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  darstellen, 
deren  Inhegritl'  bei  den  Transformalionen  (4)  invariant  bleibt. 

I^^ntsprechende  üeberiegungen  geben  zugleich  alle  inva- 
rianten Gleichungssysteme. 

An  einer  anderen  Stelle  werde  ich  anf  die  hier  skiz/irten 
Thenrien  nJiher  (»ingehen.  Insbesondere  werde  ich  Gruppen  be- 
handeln, die  sich  nirtif  durch  ein  Gleichungssystem,  sondern  erst 
durch  mehrere  (iU'it  lnmL'ssysteme  deHniren  lassen,  von  denen 
jedes  GleicliungssN stein  gewisse  AvillkUrliche  Parameter  enIhJdt 
und  wenh'oinc  Invariantenl lu'orie  von  derartigen  (iruj)pen  <'nl- 
wickeln.  I);ts  gelingt  leidit.  indem  ich  m<'ine  allgemeine  ln\ai  i- 
anlcnthüorie  der  cndli<  li«Mi  continuirlichcii  (iruppcn  inii  der  In- 
variunteDlbeurie  der  discuDlinuirlichen  Gruppen  verbinde. 

Leipzig,  Juli  4887. 


Digi.L.Lo  i.y  Google 


Friedrich  Engel»  Kleinere  Beitrage  %ur  Gruppentheorie, 

I.  Der  Sinn  der  .THCobi'.scheii  Identitiit. 

Die  b<*rühinlo  .Iacobi  scIiö  IdentlUil  hat  durch  I.ik's  Unter- 
suchungen eine  tian/.  neue  Bedeutung  gewonnen.  Sie  erscheint 
jetzt  als  eine  Identitiit  zwistlien  inlinitesinuden  Transforma- 
tionen, und  so  aufgefiissl  l)ildt't  sie  eiin'  der  wichtigsten  (iruful- 
lagen  fur  I.ik's  Theorie  der  rnnislorniationsgruppen.  Freilich  der 
eigeutlielie  Sinn  der  Idenlilät  ist  damit  noch  nicht  enlhulll; 
dass  dieselbe  besteht,  bleibt  vielmehr  immer  noch  eine  unver- 
standene, nur  deshalb  um  so  merkwürdigere  Thatsacbe. 

Aber  je  Öfter  man  die  JAcou'sche  IdeDtiUI  in  der  Theorie 
der  Transformationsgruppen  anwendet,  desto  starker  muss  man 
das  Bedtlrfniss  fühlen,  mit  dieser  Identität  eine  andere  Vorstel- 
lung zu  verbinden  als  die  einer  blossen  Formel;  um  so  weniger 
darf  man  sich  damit  begnügen,  dass  man  die  Richtigkeit  der 
Identität  auf  so  und  so  viele  Weisen  bewiesen  hat,  während 
man  doch  sozusagen  noch  nicht  einmal  tlber  ihre  tExistenxbe- 
rechtigung  in  der  Wissenschaft«  im  Reinen  ist. 

Durch  sehr  einfache  Ueberlegungen  habe  ich  erkannt,  dass 
wenigstens  die  JACosi'sche  Identität  zwischen  infinitesimalen 
Punk ttransformationen  einen  guten  begrifliichen  Sinn  hat. 

Zwischen  drei  beliebigen  infinitesimalen  Punktiransfor- 
mationen : 


n 


^/  &  (X^  ... 


II 


Yf  ==^<  Iii       . . . 


i 

n 
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besteht  iniiner  die  Jacobrsche  Identitäl 

(t)  ((AT);?)  +  (()Z1\)  +  (f/Y)  >1  =  0 ; 

dal)ei  ist  der  kürze  wogoii  )  J  lilr  .V(l  /))  -  1  (A /J  j:e- 
scb  rieben. 

Wollen  wir  den  liegriffiichen  Sinn  der  Idenlilift  [\]  ermit- 
teln, so  müssen  wir  unzweifelhaft  davon  ausf;ehen,  dass  wir 
eine  Identität  zwischen  infinitesimalen  Transfonnationen  vor 
uns  haben.  Vermuthlich  drttckt  dieselbe  nichts  anderes  aus,  als 
eine  allgemeine  Eigenschaft  des  TraDsformationsbegrilfs  für  den 
besonderen  Fall  der  m/inüesimaten  Transformationen. 

Zwischen  drei  beliebigen  endlichen  Transformationen  7*, 
U  nittsste  demnach  eine  Identität  bestehen,  aus  welcher  die 
Jacobrsche  folgt,  sobald  man  für  S,  T,  II  beztlglich  die  drei 
infinitesimalen  Transformationen  A'/*,  >'/*,  Zf  einsetzt  und  alle 
infinitesimalen  Grössen  bis  /u  einer  gewissen  Ordnung  niit- 
niniTiit.  Damit  wäre  d;jnii  die  hK-ubi'sche  Idenlilüt  auf  eine 
ldenlit.il  der  S  ii  ]»s  t  i  t  ii  I  i  o  ii e  u l h  e or  i  e  zurückgeführt. 

lim  diese  Substilutiouenideutitüt  linden  zu  künn(>n,  ninss 
man  \or  illen  Dingen  wissen,  was  dem  Klammerausdruck  (AI) 
bei  eudlielicn  rr;iiisr<M-iihiii<>nen  enls|>rieht;  man  muss  ;dso  aus 
zwei  endliriuMi  I  r.irrsroi  in.itionen  N  und  7'  eine  neue  Tninsfor- 
in:iti(iii  liiTiciU'i)  können,  weleiie  auf  die  iiilinitesiiuide  Transfor- 
maliun  (A))  liiliil,  wenn  man  .S  und  7'dureh  V/' und  >'/  ersetzt. 

Aus  Ijk's  rntersuchuni;en  (vul.  z.  H.  Malli.  Ann.  \\\, 
S.  92)  uelit  hei"\or.  dass  'f"' N '/' eine  endlielic  Transforniation 
von  dei-  ilnschlen  Beseliallenlieil  ist.  Der  Au>drii('k  T'^ST 
bedeutet  nandieh  diejeni}:e  endlielic  rransforinaliun.  in  NSflche 
S  über^ehl,  wenn  man  darin  vermittelst  der  Transforuial Ion 
7' neue  Veründerliehe  einfUlirl.  Denken  wir  uns  aiuli  i crseils 
in  detn  SmmImjIo  A/"  vermitlelsl  der  inliuilebinialen  Transfor- 
mation }/  oder 

a*/  =  .T,-  -h  I.,       ...       öl   ;  /  =  1  •••/») 

die  neuen  Veränderlichen  .r[  •  •  •  .'r„'  einj^eführt,  so  erhalten 
wir,  wenn  die  Accente  an  den  x  weggelassen  werden,  den 
Ausdruck 

A/  H-  (A)  irfi. 

Also  bestimmt  A))  die  unendlich  kleine  Aenderung,  welche 
die  inlinilesimale  Transformation  \f  bei  der  angegebenen  \nr\- 
abelnänderuDg  erleidet.  Darin  liegt,  dass  der  Ausdruck  (AI) 
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für  V/  1111(1  )  /  l  iiie  iinni  uuaioge  Bedeuluojj  hat,  wio  der  Aus- 
druck J-^S  r  für  N  und  T. 

Diese  Analoi;ie  zwisrluMi  den  Ausdrurkeu  i^'.S  /  und  (.V  )') 
leiil  die  Verniulliunu  nahe,  d;tss  die  .gesuchte  Suhslituliooen- 
ideiitiltit  itwiselien  deu  ilrei  en»ilielien  Transforinntioneri  .S,  T.  II 
ein«»  Kelülion  zwischen  Ausdrlieken  \on  der  Foiin  T"'  S  7' sein 
wird,  {gerade  so  wie  die  Jacidti'seiu^  Ideutiläl  eioe  Kelaliou  zwi- 
schen Ausdiückcn  von  der  l'orrii  (V  )  ist. 

Die  einfachste  Helalioo  zwiscUeo  Ausdrucken  von  der  Form 

T^^ST,  f7-»Sr/,  VTU   II.  s.w. 

ist  diejeniue.  wcit  lic  aussagt,  dass  der  Aiisdi-iick  .S '/'  sich 
als  Invari.iiiU'  Ncili.dl,  wenn  man  in  die  'Jian.slonii.ii Ionen  N 
und  '/'  N  ci  iiiill«*l>l  dei"  I  imusIui  in.il  ion  U  neue  \  (  randi  i  iiehe 
einluln  l.  Da  .S  urnl  T  l)ei  «ier  anij;edeulelen  \  ai  i.dM'ln.uiderunjj: 
sich  hezÜLilich  in  S  l'  und  l  '^  TL'  verwandeln,  wührend 
S  T  überlieht  in  T"'  T~'  S  Tb\  so  lautet  uusere  Subslitu- 
lioncnideutitäi  fuij^eudenuus.sen : 

\\  ir  werden  m  licn,  dai^s  diese  Identität  wirklich  der  Jacol>i- 
sehen  Idenlitilt  enls|>ri<'ht. 

Nach  den»  Iriiher  (iesatilon  niUssen  w  ir  nnli  rsiichrn,  wrh-ho 
Identität  sich  zwischen  V/.  ) /, //  er};iel»t,  wenn  \n  ilie  end- 
lichen I  ransforinalionen  N.  T.  V  durch  die  inlinilesimalen  \f. 
Yf\  Z{  ersetzt  werden.  Wir  konnten  das  direcl  ausführen 
und  also  direcl  mit  den  intinitesimalon  (»rossen  rechnen  ;  wir 
ziehen  es  aber  vor  einen  andern  Weg  einzuschlagen,  welcher 
oflenhar  dasselbe  l^nderuelmiss  liefert. 

Niindich  wir  woII(M)  armehnjen,  dass  die  endlieh(Mi  Trans- 
formationen N,  T,  U  bezüiilich  den  eini;liedrit;en  Gruppen  anj;e- 
liiiien.  welche  von  den  intinilesiinalen  Tivinsforniationen  \f. 
Yj\  Z/  «M  /eui;i  werden.  Dann  können  wir  6,  7,  ü  folgender- 
uiassen  schreiben : 

T.r=f+  f  >/  +  rra  *  •;• 
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wobei  /'aUgemeines  Symbol  einer  FuDclion  tod  x^  Xf^  ist  und 
f  das  Symbol  derselben  Function  von  x^  "*  x^^  wahrend  t^r, 
d'  Constanten  bezeichnen.  Die  Identitilt  {%)  muss  nun  von  den 
eben  geschriebenen  Transformallonen  T,  U  befriedigt  wer- 
den, welche  Werthe  auch  die  Gonstanlen  ^,t,^  haben  mtfgen ; 
damit  dies  stattfindet,  müssen  swischen  Xf^  Yf^  Zf  gewiss»  Iden- 
titliten  bestehen,  unter  denen  sich  eben  die  Jacobi'sche  befinden 
wird. 

Die  Aufstellung  der  Gleichungen  fttr  die  Transformationen 
auf  den  beiden  Seiten  von  (2)  wttre  freilich  sehr  umständlich ; 
wir  niUssten  in  den  Reihenentwickeliingen  nach  den  Grtfssen 
I,  r,  0-  die  (ii  ös^(  II  dritter Oninung  mitnehmen,  wenn  wir  nach- 
her durch  C<Hirücientein(M^Ii>icliunf;  die  gewünschte  Idrntitüt 
finden  woIHen.  Zum  (JlUcke  brauchen  wir  aber  jene  beiden 
Tninsformalionen  nielit  .sellhsi  zu  bcreciincn.  Es  ist  nämlich 
leicht  zu  sehen,  dass  beide  TrausformaliotitMi  zwei  gewissen 
einf^licdrii^en  (•ni|)[)efi  ani;eliüren,  deren  intiuilesimale  Trans- 
foriiiMlionoM  wir  liereehnen  köniitMi  Diese  beiden  infinitesima- 
len Iransforuialionen  müssen  nalUriicli  für  alle  Werthe  von  /, 
T,  ^  identiseh  sein  :  durch  \  i'rj^IcicliiniL;  <kr  Coeflieienlen  er- 
halten wir  die  i;e\\  üiim  hl (  hlcniii.ii  iiiid  lu  aueheo  dabei  nur 
bis  '/II  <leii  (diedern  zweiter  Ordnimu  /u  i^eluMi. 

Die  üiei'uiil  augedeutele  RecUuuug  wuiieu  wir  jetzt  durch- 
fuhren. 

Wir  l)emerken  zunächst,  dass  die  Transformalion  r~'  T 
einer  eingiiedriui  n  Gruppe  angehOrt,  deren  infinitesimale  Trans- 
formation die  Form  hat  : 

(3)         ^/'=  Xf  -h  j  (All  -i-         (i.V  1 )}  )  +  . . .  , 
sowie,  dass  die  TraDsfonnation  T~*  5  T  selbst  lautet: 

Hit  diesen  beiden  von  Ln  herrührenden  Formeln,  deren  Beweis 
keine  SchwieriglLeit  darbietet  und  fttglich  übergangen  werden 
kann,  reichen  wir  im  Folgenden  ttberall  aus. 

Wollen  wir  nun  die  infinitesimale  Transformation  derjeni- 
gen eingliedrigen  Gruppe  berechnen,  welcher  L^~'  r~'  N  T  f  '  an- 
gehört, so  haben  wir  nur  in  der  Formel  (3)  Af  für  X/*,  Zf  für  }/ 


IÜ.KIHKBB  BerraAUB  zu«  tiHUPrENTHeUHIIi.  93 

uod  ^  Air  V  einraaetien.  Oano  erballen  wir  fttr  die  gewOosdit« 
infiDitesimale  Transformatioii  den  folgenden  Ausdruefc: 

ar~Af+  J  [A2)  +  fii(A{AZt)  +  ...  , 
oder  eotwiekeH : 

äf  =  Xf+^{XY]  +  |(AZ)  + 


(») 


IJie  Tninsformnlion  ü  '  N IJ  tiohört  einer  eingliedrigen 
Gruppe  ao,  deren  inlinilesimale  Transformalion  lautet: 

Bf^  Xf+  ^  {XZ)  +         i[XZ]Z)  +  ...  . 

während       S  {/  selbst  die  Form  bat : 

In  enisprechender  Weise  gebtfrt  zu  U~^TU  die  infinitesimale 
TraDsformation 

wahrend  CT«  T U  selbst  lautet: 

Folglich  ist  die  TransformatioD 

(6)  (17- «  Tü)'f  ü'  ^Sü  V  TU 

von  der  infinitesimalen  Transformation 

äf^^Br-hj  (BC)  +  ^  ((ÄC)  C)  +  . .. 
erzeugt.  Bei  der  Ausrechnung  ci  giebt  sich 
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Nunmehr  haben  wir  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen Skf  und  üf  einander  gleich  xu  set«en  und  sodann  die 
Go6fficienten  zu  vergleichen,  denn  Qf  und  i^/mOssen  ftlr  alle 
Werthe  von  v  und  ^  mit  einander  identisch  sein.  Ftthren  wir 
die  angedeutete  Vergletchung  aus,  so  erhalten  wir  eine  Reihe 
formeller  Identitäten  und  ausserdem  noch  die  Relation 

i8  =  (\(}/))  -  ()(AZ))  , 

wolche  nach  dem  (iosaglen  identisch  befriedigt  sein  nniss.  Die 
(•loichung  (8]  ist  aber  nichts  anderes  als  eben  die  Jacobrscbe 
identitüt. 

Javübrschc  Identilüt  {{)  ist  also  auf  dio  Snhsliti/Iionrnnh'n- 
liläi{i\  i{iviU'ki:ehihvl .  Die  ehoii  Ikh-ikÜliIcu  H(M  lunini:<'ü  zeiiieii 
deutlich,  «i;iss  die  IdeiUitiil  ii)  uns  die  Jaeobi  sehe  Identität 
liefert,  wenn  \\  Ii-  die  drei  Ixdiebigen  endlichen  Transluriiialionen 
S,  T,  U  durch  tlie  drei  beliebigen  infinilesiuiuien  A/,  )  /,  er- 
setzen. 

Es  ist  benicrkeiiswerth,  dass  w  ir  die  .l.icdbi'sciie  Identität 
lucht  in  der  nunetrischen  l'orin  1 1 sundern  in  der  unsymme- 
trischen (8)  erhalten  haben.  Das  hat  seinen  Grund  darin,  dass 
die  Identität  (2)  nicht  symmetrisch  gebaut  ist.  Zwischen  S,  7,  U 
kann  man  eine  ganze  Menge  Identitäten  von  der  Form  (8)  an- 
geben, welche  nicht  aufeinander  ziuUckftlhrbar  sind.  Dagegen 
besteht  zwischen  drei  beliebigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Xf,  Y'f,  Zf  keine  andere  Identität  als  die  Jacobrscfae  und 
die  daraus  folgenden ;  selbst  wenn  wir  in  den  Formeln  (5)  und 
(7)  die  Glieder  dritter  und  höherer  Ordnung  mitnahmen,  wttrden 
wir  nur  solche  Identitäten  finden,  die  aus  der  Jacobrschen  folgen. 

Uan  sieht  hier,  wie  einfadi  der  Begriff  der  infinitesimalen 
Transformation  ist  im  Vergleich  zu  dem  der  endlichen. 

Durch  die  vorstehenden  Enlwickelungen  ist  der  Sinn  der 
Jacobi'schen  Identität  zwischen  iidinitt  siinalen  Funkttransfor- 
mationen  vollkoninien  klar.  Unsere  früher  ausgesprochene  Ver- 
muthiini:  beslütigt  sich :  die  .lacol)i's«-he  Identität  drückt  wirklieh 
eine  allgemeine  Kigensch.ili  (It  sTransformationsbegriffesfttr  den 
besonderen  Fall  der  inlinitesimalen  Transformation  aus;  für 
endliehe  Transformationen  findet  diese  Eigenschaft  des  Trans- 
formationsbegrilVes  ihren  Ausdruck  in  der  nahezu  selbstverstUnd- 
lichen  Substitutioneuidenlität  (2] . 
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II.  Zur  Theorie  der  ZosammensetKung. 

In  Band  III  seines  Norwegischen  Archivos,  anf  Seite  449 
bis  4 4 6  beschiiftigi  sich  Lii  mil r-gliedrigen Gruppen  XJ ...  X^f  . 
voD  einer  gans  eigenthflmliehen  ZnsaBuneoselxttng.  Er  setsi 
nlimlich  voraus,  dass  die  bekannten  Relationen 

{Xi  Xjk)         C|»,  XJ 

(l,  iS;  s  4  ...  }') 

die  besondere  Form  haben : 

i  +  fc— 4 

(^)  <\  X<*fc)  Cii^ks  ^sf 

4 

(/  =  4  . .  .  r  —  4  :    /.•  s»  4  .  . .  r  —  ?)  . 

Die  r-gliedrige  Gnippe  X^f ...  A'^/'enlhüIt  also  eine  (/•  —  4)- 
gliedrige  invarinnte  Untergruppe:  X^  f  . . .  \^^f\  diese  letztere 
ent  ha  1 1  e  i  ne  (r  —  2)  gliedrige  invariante  Untergruppe  iXJ...  X^_J' 
und  so  fort. 

Ije  zei|4t  min ,  dass  sioh  unter  den  gemachten  Vor- 
aiissol/nriizon  r  unabhJinLiiL'o  infinitesimale  Transforrnalionen 
)',/  •  •  •  y,./  der  /  - glicdriijcn  (ii  iippe  A'/  . . .  A,./  angeben  lassen, 
welche  paarweise  in  den  Beziehungen  stehen : 

i 

P)  (>i  ^«-t*  ^sf 

(f  =s  4  . . .  r  —  1  :    k  =  \  .  . .  r  —  / ;  . 

Mit  anderen  Worten :   Jede  Gruppe  \J  . . .  A',/  oder  kurz  0^. 
von  der  Zusaniincnsetzung  (4)  enlhült  eine  invariiiiile  : 
Y^f  . . .  Vr_j/";  eine  in  dieser         steckende  invariante  ^^V-t* 
)\f . . .  Yj-^^J  ',  eine  in  dieser         slucliLende  invariante 
)\f  . . .  Yr-sf  ni>d  so  fort. 

Hieraus  folgert  Lio  noch,  dass  jede  r-gliedrige  projeclive 
Gruppe  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes,  welche  die  Zu- 
sammensetzung (4)  besitzt,  jedenfalls  einen  Punkt  invariant 
Issst,  Terner  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade,  eine  durch 
die  Gerade  gebende  Ebene  IT,  und  so  weiter.  — 

Der  Zweck  des  Folgenden  ist,  su  zeigen,  dass  die  r-glied- 
Hgen  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (1)  sieb  in  einer  sehr 
einfachen  Weise  charakterisiren  lassen. 
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Wir  gehen  davon  ans,  dasa  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei 
Parametern  dreigliedrige  ÜDtergruppen  enthält  und  daaa  es  iwei 
veraehiedene  Arten  von  dreigliedrigen  Gmppen  giebl:  intens 
diejenigen,  welche  mit  der  allgemeinen  projeotiven  Gmppe  der 
einlach  aoagedehnten  Mannigfaltigkeit  gleiehiuaammengeselct 
sind  und  ziveUens  alle  Ulirigen.  Die  Gruppen  der  ersten  Art 
sind  bekanntlich  anch  gleichausamniengesetst  mit  der  allgemeinen 
])rojcctIven  Gruppe  eines  Kegelschnitts  in  der  Ebene,  sie  sollen 
daher  Gruppen  von  Kegelschnittssusammensetiung  oder  auch 
kurs  Kegelschnütsffruppen  heissen. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  sich  die  sttmm  iiichen  ?'-glied- 
rigen  Gruppen  in  zwei  verschiedene  Glassen  eintheilen  lassen: 
in  solche,  welche  wenigstens  eine  Kegelschnittsgruppe  enlh.iltf^n 
und  in  solche,  welche  keine  Regelschniltsgruppe  enthnlten. 
Dir  zircitc  dieser  beiden  (  lassen  liesti'hl,  irie  wir  zeigen  weräeti^ 
aus  den  (h  uppen  von  der  Zusnnimet)s(  tznn(/  1). 

Wii  l>ehaupten  also,  dass  e  i  ncrseils  keine  Gruppe  von  der 
Zusamntensetzunff  1)  eine  Keffelsrhnitlsi/nipfie  enlfu'lU  und  dass 
andererseits  /rilc  (Iruppe^  die  hune  ke<jt'lschtii{(sifiuj>peent}tült, 
eben  die  Zusammcnscl :ini<f  (4  hat.  Diese  beiden  iiehauptungcu 
werden  wir  der  heihc  nacii  l)e\veisen. 

Ks  sei  A,/* . . .  Xf.f  eine  /  -^liedrit;e  Gruppe,  welche  die  Zu- 
sammensetzung (1)  hat  und  dabei  eine  Kegelschnitlsj^ruppe  Gg 
enthalt. 

Wenn  wir  die  ganze  Zahl  «  gross  j^enu}^  wählen,  triebt  es  immer 
im  Räume  von  n  Dimensionen  eine  r-gliedrigc  projective  Gruppe 
r^-y  welche  mit  derGruppe . Y/...  A^/*gleichsusammeDgesetst  oder 
holoedrisch  isomorph  ist  (vgl.  Lu  in  den  Math.  Ann.  XXV  S.  94). 
Diese  Gruppe  Ittsst  alsdann  jedenfalls  einen  Punkt  invariant^ 
femer  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade  und  so  weiter. 

Natürlich  lasst  auch  die  in  enthaltene  Kegelschnitlsg  r u  ppe 
den  betreffenden  Punkt,  die  hindurchgehende  Gerade  etc. 
invariant;  sie  transformirt  dabei  die  Punkte  der  invarianten 
Geraden  durch  eine  isomorphe,  projective  Gruppe.  Nun  al>er  ist 
die  Kegelschnittsgruppe  G,  bekanntlich  einfach ;  jede  mit  ihr 
ison)orphe  Gruppe  ist  daher  entweder  dreigliedri;^  oder  null- 
gliedrig,  wenn  wir  c'wr  (inippe,  die  hlus  aus  der  identischen 
Transformation  bestellt,  nis  nullgliedrij^  bezeichnen.  In  unserem 
Falle  kann  die  die  Punkte  der  in\arianten  (ieraden  nicht 
dreigliedrig  transformiren,  weil  ein  Punkt  der  Geraden  invariant 
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ist,  folglich  rouss  sie  diese  Punkte  nullgUedrig  transformtrefl, 
das  beisst  sie  sämmtlich  stehen  lassen. 

Man  Uberzeugt  sich  ferner  leicht,  dass  die  C,^  mh-\\  alle 
Punkte  der  invarianten  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  hin- 
durchgeht, stehen  liisst;  desgleichen  alle  Punkte  der  durcb 
die  £bene  gehenden  mvarianlen  ebenen  und  so  weiter. 
Seliliesslich  erkennt  man,  dass  die  (r,  llberhaapt  alle  Punkte 
des  n-faeh  äusgedehnteo  Raumes  siebeir  hisst.  Das  aber  ist 
offenbar  unmöglich,  also  ist  unsere  Toraussetzung ,  dass  di^ 
Gruppe  X^f  ,,,Xff  eine  KegelacjtDittsgruppe  enthttit,  folsch. 

Damit  iat  dk  erste  der  beiden  oben  aufgestelHen  Behaufh* 
tungen  bewiesen.  Bevor  wir  aum  Beweise  der  zweiten  Ober- 
gehen,  erst  noeb  einige  HttlÜMlItie: 

Httlfsaats  4.  EiiMUem€^'¥m)g^MHg€Gru^  X^^^f 
eme  t^lMrige  Qruppe  von  der  Zusaimmenseixuing 

{•  =  I  . . .  Ti  — 4  ;   Ä  =  i  . r  —  »)  , 

so  €nUuUt  m  auch  eine  (r  4-  i)^iedrige  Gruppe^  wekher  die 
Qrufpe  XJ , . .  Xf,f  €m§thm. 

Dieser  SatB  rührt  von  Lii  her;  ieb  will  daher  seinen  Baweis 
unterdmoken. 

H ttlfssais  8.  Enüatit  eine  ohne  KegeMmitttffruppe  eine 
G^., ,  so  mUhaU  sie  steis  auch  eine  invariante  ^v- 1- 

Den  Beweis  dieses  Satxes  will  ich  wenigstens  andeuten. 

Wenn  die  eine  nicht  invariante  (i,  _^  enthüll,  so  etuhali 
sie  zugleich  oo*  verschiedene  fr  —  1  uliedriue  l  iUeriiruppen, 
diejenigen  nihnlich,  welche  iniieilialb  der  mit  der  l)elreften- 
den  gleichbercihliul  sind.    Interpreliren  wir  die  oo''^* 

infinitesitnalen  Transfornwilionr'ii  der  als  Punklc  eines  (r  —  4)- 
fach  ausgedehnten  Hanmcs  so  werden  jene  oo'   r  —  1)- 

gliedrigen  lJnter2r\ip])en  dnrch  eine  Schaar  von  oo'   /  — 
fach  ausszedehnlen  ebenen  .Manniufaltiiikeilen  I/,. dargcsleill. 

Denken  wir  uns  jetzt  den         durch  die  adjuiiizirle  Gruppe 
der  ^ Iransforinirl  (vgl.  ld»cr  diescll>c  :  diese  Berichte  Jahr- 
gang 1886  S.  86).    Dann  weiden  die  besprochenen  oo' 
unter  einander  verlauschl  und  ihr  iuhegrill  \n  i>'d  durch  eine  frnl 
der  (i^.  isomorphe  druppe  irausforniirt.    Diese  Gruppe  ist  ent- 

lUth.-phja.  Cldw»«.  Ihül,  7 


Digitized  by  Google 


i-RIKÜHK.H  EnUKL, 


weder  ein-  oder  aweiuliedrig ;  dena  ebe  Schaar  von  oo*  EUh 
menlen  kann  höchstens  dreigliedrig  tranaformirt  werden  und 
wenn  sie  dreigliedrig  tranaformiri  wird,  so  geaehiehfc  das  durch 
eine  KegelschniUsgnippe:  in  unaerem  Falle  isi  das  ausge- 
schlossen, weil  die      keine  KegelsehniUagruppe  enthMlt. 

Die  Gf^iai  nach  dem  Vorhergehenden  entweder  mit  einer 
eingliedrigen  oder  mit  einer  tweigliedrifien  Gruppe  isomorph, 
IbigUoh  enthält  sie  entweder  eine  (r— 1 )  gliedrige  oder  eine 
(r  —  2){(liedrige  invariante  Untergruppe.  Wir  brauchen  daher 
blos  noch  nachzuweisen^  dass  auch  in  deui  zweiten  dieaer  bei- 
den Falle  eine  (r — l)gliedrige  invariante  Untergruppe  vorhan> 
den  ist. 

Das  hat  keine  Schwierigkeil.  Der  r  —  3)gliedr!gen  invari- 
anten Untergruppe  entspricht  eine  ebene  ^W,  _  ,  des  welche 
bei  der  adjimtiiiieu  Gruppe  der  (»,.  invariant  bleibt.  Durch 
diese  ebene  M,  _j  }j;ehen  oo'  ebene  ,  welche  von  der  ad- 
jnn!;irlen  Gruppe  unter  einander  vertauscht  werden  und  xwar 
höchstens  durch  eine  zweitrliedrise  Gruppe. 

Unter  allen  Umständen  bleibt  daher  bei  der  adjungirten 
(iruppe  eine  von  den  betreffenden  M,._^  iuxariant.  D.t  mm  jede 
ebene  ,  welche  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  l)leibt, 
eine  [r — l)gliedrige  invariante  I  ntorirruppe  der  fr,,  darstellt, 
so  ist  hiermit  rler  Heweis  des  HUlfssalzcs  2  erbracht.  — 

Nunmehr  Ivoniien  wir  ohne  Seh  vviei  igkeit  unsere  Behauptung 
beweisen,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  («^,  welche  keine  Kegel- 
schnittsgruppe enthalt,  die  besondere  Zusam/nensetzung  (<) 
besitat. 

Zunächst  ist  leicht  su  sehen,  dasa  unsere  Bebauplung  in 
den  Fallen  r  »  8  und  r  e  3  richtig  ist. 

Jede  S-gliedrige  Gruppe  enthalt  ja  eine  eingliedrige  invari> 
ante  Untergruppe,  hat  also  die  Zusammensetsung  (4). 

Jede  3-gliedrige  Gruppe  anüialt  sweigliedrige  Uaier- 
gruppen;  ist  sie  insbesondere  keine  Kegelsehnittsgruppe,  so 
enthält  sie  nach  Httlfesats  S  eine  invariante  l^^gliedrige  Unter- 
gruppe, welche  ihrerseits  eine  eingliedrige  invariante  Unter- 
gruppe enthalt.  Damit  ist  der  Beweis  für  den  Fall  r»  3  geliefert. 

Um  nun  die  Richtigkeit  unserer  Beiukuptung  für  beliebiges 
r  nacbsuweiseo,  brauchen  wir  blos  zu  zeigen,  dnss  die  Be- 
hauptung auch  rur  r  a  9  -1-  4  richtig  ist,  aot»ald  sie  es  für  alle 
Zahlen  r  ^  9  ist. 
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Wir  nehmen  demnacb  als  bewiesen  an,  dass  jede  Gruppe 
mit  r^q  Parametern,  welche  keine  Kegelsehnitlsgruppe  ent- 
hält, die  besondere  Zusammensetsung  (I)  besitzt.  Aus  Httlfs- 
saU  I  ergiebt  sich  dann  sofort:  jede  Gruppe,  welche  eine  Unter- 
gruppe mit  r  §  9  Parametern  aber  ohne  Kegelschnittsgruppe 
enthält,  hat  lugleicb  eine  Untergruppe  mit  r  +  1  Parametern, 
in  welcher  die  r*gliedrige  enthalten  ist.  Wenn  dnher  insbe- 
sondere eine  6^^,  ohne  Kegelschnittsgruppe  eine  /t-gliedrige 
ünierf;ruppe  enthalt,  so  ist  liiese  letztere  stets  in  einer  (A^l-I)- 
gliedrigen  Untergruppe  der  Gf^^^  enthalten. 

Jede  Gruppe,  auch  jede  0^^^  ohne  Kef^elschnitlsgruppe 
enthalt  zweigliedrige  Untergruppen.  Nach  der  soeben  ge- 
machten Bemerkung  ist  jede  zweigliedrige  Untergruppe  der 
OfJ^^  in  feiner  dreigliedrigen  enthalten,  jede  dreigliedrige  in 
einer  viergliedrigen  und  so  weiter.  Folulich  enthalt  jede 
ohne  Kegelsehnitlsgruppe  eine  ^-giiedi  ige  Untergruppe  uud  nach 
HUlfssatz  2  sogar  eine  invariante  7-gliedrice  Untergruppe. 
Diese  </-gliedrige  Untergruppe  hat  aber  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  die  Zusammensetzung   1j,  also  hat  auch  die 

diese  l)esondere  Zusanunenselzung.  — 

Hiermit  ist  vollständig  bewiesen,  dass  die  (iruppen  von  der 
Zusammensetzung  [i]  mit  denjenigen  Gruppen  identisch  sind, 
welche  keine  Kegelschnitlsgruppen  enthalten. 

Wir  können  dieses  Ergebniss  in  sehr  einfaeher  Weise  fol- 
gendermassen  ausdrucken : 

Satx.  Jede  r^gliedrige  Gruppe  ohne  Ke^chniUsymppe  enl- 
häU  eine  (r  —  1  )yliedriyc  invariante  Untergruppe* 

Ausserdem  haben  wir  auch  noch  den 

Sati.  Enthält  eine  projective  Gruppe  des  iln  keine  MSt^ 
schnittsgruppef  so  lässt  sie  jedenfalls  einen  Punkt  des  in^- 
variantj  femer  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade^  eine  durch 
die  Geraide  gehende  Ebene  und  so  weiter. 

Als  ich  die  Entwickelungen  der  SS.  95—99  vor  einiger  Zeit 
Herrn  Professor  Killing  in  ßraunsberg  inittheilte,  sehrieb  mir 
derselbe,  dass  er  einen  Theil  meiner  Resultaio  auch  seinerseits 
gefunden  habe,  natürlich  auf  ganz  apdereni  Wege,  doch  sei  es 
ihm  noch  nicht  gelungen,  die  ganze  von  mir  besprochene  Glesse 
von  Gruppen  zu  umfassen. 

Leipzig,  am  34.  Juli  4887. 
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ThoiBM,  Bemerkungüber  ThetafünethnenvamGesd^UdUZ, 

Im  89.  Rnnde  des  GRBLLB'schen  Journals  hat  Herr  Frobbhids 
die  Functionaldeierrninante  aus  drei  ungeraden  ThetafunclioneTi 
vom  Geschlecht  3  durch  ein  Product  von  fünf  geraden  Theta- 
fuDCtionen  dargestellt,  wenn  die  Argumente  Null  sind.  Diese 
Formel  lüsst  sich  benutzen,  um  ^(0,  0,  0)  durch  die  Classen- 
nnoduln,  d.  h.  die  Cnefßcienten  der  Grundgleichong  z)  asO, 
tn  welcher  die  Thelafunctionen  gehdren,  darstellen.  Sind  nSm- 
llch  ^,({t>))»  ^t((t^))»  ^»{{v))  drei  ungerade  Theiafunclioneo,  ist 
V  =  u{s,  z)  —  z^^  —  «(5,,  3,)  —  n{s^,  5,;  , 

und  ist  i'>^^  lier  parliclle  DiHerentialquotieut  von  ^^(  .i?  )  nach  t\ 
für  \  crschvvindende  Argumente,  ist  die  Delerniinanle  \  =(), 
wo  Q  das  Product.  jener  fünf  geraden  Thelafunitionen  ist,  so 
kann  mau  folgende  Schlussweisc  anwenden.  —  lia  ist 


eine  algebraische  Function  von  z^,      ,  die  miUelst  der 

Meiboden  des  tierm  Wbmi  vollstllndig  darsiellbar  ist,  und  aUo 
isl  auch 


hz,.  *((.•); 

»»» 

eine  algebraische  Function  son  z,  3,.  .  33  Wühlt  man 
diese  (»rossen  so,  dass  f(r^)  ~  (0))  wird,  was  die  Beslininiuni; 
Non  z^,  3,,  5j  durch  z  und  die  Klasscninodulu  njittelst  einer  al- 
gebraischen (ileiciuin|j;  erfordei  l,  so  iiehl  dadurch  U  iu  oiueu 
algebraischen  Ausdruck  V  über,  uud  es  lolf^t 
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Da  Dun  Q  ein  Produet  von  fCtnf  geradon  Thetafianctionen  mit 
verschwindenden  Argmnenten  Ist,  von  dem  jeder  einzelne  Peetor 
In  der  Form  W,-9'  dargestellt  werden  kann,  wo  wiederum 
eine  algebraische  Function  der  Klassenmodntn  ist,  so  fliesst 
hlerana  fdr  3^  eine  Gleichung,  welche  bis  auf  eine  aus  dem 

^  herauszuscfattlende  Punctionaldeterminante 


Factor 


I  A  \  von  Perindii'ilätsmodiiln,  die  iinton  niilier  beschrieben  wird, 
nur  algebraische  Functionen  der  Klassenmoduln  enthält,  weil 
z  von  selbst  herausfallen  inuss.  —  Die  Ansftihrung  dieser  Rech- 
nuni;,  die  übrigens  für  zweibliiltrige  Fl.irlien  Vfin  beliebigem 
(ieschlechte  von  mir  im  72.  Bande  des  Crkm.k  scheu  .lournals 
geliefert  ist,  ist  doch  für  den  vorliegenden  Fall  wdhi  nicht  ohne 
Complication.  Aus  diesem  Grunde  bin  ich  auf  eine  von  mir  im 
66.  Bande  des  CRFUE'schen  Journals  gegebene  l-orinel  zurück- 
gekommen, weiche/war  zur F>mittelung des  algel)r;iischon  I  heiles 
in  ^  noch  eine  Quadratur  erfordert,  aber  doch,  besonders  nach- 
dem sie  durch  Herrn  Frcus,  Crellb's  Journal  Band  73,  von  den 
Wurzeln  der  Gleichung 

{(u(8,x)  -u(8^,      -  «(«t,      -  ==  ((0)) 

befreit  worden  ist,  eine  recht  einfache  Gestalt  besitst.  Ein  Mangel 
jedoch  haftet  ihr  gerade  in  dieser  nenen  Gestalt  an,  nämlich  der, 
dass  816)  wenn  die  Formel  sieb  auf  das  Geschlecht  p  bezieht, 
p  willkürliche  Grössen  enthält,  die  nothwendig  nur  scheinbar  in 
ihr  enthalten  sein  können.  Wie  sich  diese  Formel  von  jenen  will- 
kürlichen Grössen  befreien  lasse,  will  ich  hier  niittheilen.  wobei 
ich  mich,  um  an  ein  bestimmtes  Beispiel  anzuknüpfen,  auf  den 
Fall  /)  =•  3  beschränke. 

Da  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Verzweigungswcrthe  vom  ein- 
ander unabhängig  seien,  so  muss  man  die  übliche  Grundgleichung 
F(5,  =  0  ein  wenig  beschranken,  indem  man  annimmt,  was 
durcli  lineare  Transformalion  stets  erreicht  werden  kann,  und 
was  daher  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag  thul,  dass  einer  der 
unendlich  fn  iirn  Punkte  der  (^urvc  auf  einer  der  Coordinatenaxen 
liege.  Die  Gleichung  w  wd  dann  in  Bezug  auf  diese  (^ooi-dinate 
vom  dritten  Grade  und  kann  in  der  Form  angenonunen  werden 

F{Sj  z)  ^  a^s^     a^s*  -ft-  a,«  H-     «  0  , 
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in  welcher  sie  43  Constaateo  enthalt,  von  denen  drei  nicht  lur 
BestimninDg  der  VerzweigungBwertlie  dienen  kitnnen,  weil  für 
8  eine  ganze  lineare  Fanotion  von  s  und  z  gesetzt  werden  darf, 
ohne  dass  jene  ihro  l  äge  andern.  Die  ttbrigen  aber  kttniien  se 
gewählt  werden,  dassdie  den  Verzweigungspunkten  entspreeiien« 
den  Werlhe  von  js,  die  Verzweigungswerthe  k^,  A,,  •  •  •  ^«o 
jedwede  Werthe  annehmen.  Eine  solche  Constantenabztihiung 
allein  bietet  freilich  kein  völlig  zuverlilssiges  Mittel,  um  die 
Existenz  einer  Function  in  der  dreiblättrigen  Flüche  T  mit  zehn 
beliebigen  Verzweigungspunkten  naehzuw  eisen,  die  in  den  drei 
unendlich  fernen  Punkten  und  noch  in  einem  Punkte  der  Flache 
unendlich  gross  w  ird.  Man  überzeugt  sich  aber  \on  der  Kxi.slenz 
auf  folgende  Weise.  Nach  UiEMANivgiebl  eszunüdisteine  Funclion 
a  in  r,  welche  in  nur  drei  Punkten  unendlich  gross  wird  und 
weiche  mit  ilurcii  eine  Gleichung  vom  driUon  Grade  in  a  und 
drilteo  Grade  in 

G{a,  3)  =  0  , 

verbunden  jst.  Diese  kann  zuerst  .ils  Fundamentalgleichung  an- 
gesehen werden.  Fdr  u  ist  dann  ausser  den  zehn  Verzweigungs- 
punkten A  noch  ein  sich  aufhebender  Verzweigungspunkt  o  =  y, 
X  =  ö  vorhanden.   Eine  »Function  t^«  hat  die  Form 

A(a  —         B{z  —  d)  -h  C(as  —  ydi  , 

und  wird  ausser  im  Punkte  yd  noch  in  vier  Punkten  von  7 Null, 
von  denen  swei  wiükttrlieh  sind.  Die  Fanotion 

*  «  {A{o  —  y)  -f-  Bis  —  d)     C{a%  —  yd])  :  {a  —  y) 

wird  in  den  drei  unendlich  fernen  Punkten  von  T  und  in  dem 
Punkte  unendlicii  gross  erster  Ordnung,  in  w  elchem  a  —  y  neben 
dem  sich  aufhebenden  Verzvveigungspunkle  noch  verschwindet. 
Sie  ist  die  gesuchte  Function  s,  w  eiche  einer  Gleichung  von  der 
oben  gegebenen  Form  F{s,  z]  =  0  genUgt,  und  sie  besitzt,  wie 
es  sein  muss,  drei  willkttrliehe  Gonstaoten. 

0er  SU  einem  Verzweigungspunkte  z  ^  k  gehörige  Werth 
von  s  sei  wahrend  der  zu  ü  »  ^>  aber  nicht  zum  Ver- 
zweiguQgspunkte  gehörende  Werth  von  s  «j^'  sein  soll.  Wird 
das  Argument  s)  einer  Function  nur  durch  k  gegebeui  so  soll 
allemal  («j^,  k)  gemeint  sein.  Die  zu  9  gehörenden  drei  Werthe 
von  8  seien  8 ,  8%  8".  Im  Ganzen  bediene  ich  mich  der  Beteich- 
Qungsweise  BiisAim's,  denke  also  namentlich  die  zu  {8,  m)  ge- 
hörige Flache  7* durch  ein  canonisches  Sehnittnetz  a^,  b^;  a^;  b^. 
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,     m  eine  einfach  fusammeDbaogeiide  7'  serachDiUeii  und 
[s^  3]  =    ,  ti^ ,     ab  Normalintegrale  erster  Gattung  in  T', 
Eine  »Function  9)«  ist  hier  linear  in  s  und     und  drei  speeidle 
unter  ihnen,  die  hier  besond^  gebraucht  werden,  sind 

Andere  speelelle  unter  ihnen  sind  die  sogenannten  ABKi^sehen 
Functionen^  genauer  Quadrate  von  ÄBEi/schen  Functionen  nb{s,z)y 
ab^($y  «),  deren  Nullpunkte  £(«);  e^^*\  £,(*);  ...  doppelt!* 
sind,  und  denen  in  bekannter  Weise  eine  bestioimte  CharaiLte- 
rislik  zugeordnet  ist.  Durch  h\,  F,,  F^^  werden  bez.  die  par- 
tiellen Ditferentialquotienten  hFihs^  iP:b»j  h*F :  ha-  abtjo- 
kttrzt  und  statt  der  drei  Argumente  r,  ,  ,  r,)  wird  (  ftjlr 
''(0  ^(.)  ^ird  für       f^,)  f^,)  wird  //F^^)  ge- 

schrieben, und  wenn  hinter  den  Thetafunctionen  das  Argument 
fehlt,  so  ist  ((0))  lu  erganseo. 

Ist  €j  die  ungerade  Charakteristik,  welche  der  Function 
iib(s,  z)  xukonimt,  so  ist 

»{{u{s,        ulk)))  ^ 

eine  in  T  zweiwerthige  Function  von  (.s,  z)  u\il  titTselben  Charakte- 
ristik, und  Zj^  ist  in  TeiiuvtM  Lhig,  wird  in  den  Puuktt^n  /r,  f^^),  ^(•J 
unendlich  gross  zweiter  Ordnung  und  in  drei  Punkten     ,  r;, , 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung,  und  bleibt  sonst  üIkm  üII  end- 
lich. Die  Punkte  i^, ,  i^^ ,  r^^  aber  befriedigen  die  Cuugruenz 

({2tt(i?^)))  =((»(&)))• 

Diese  Function  läasl  sieb  in  der  Form  darstellen*) 


I)  Ist  p  beliebig,  und  die  OnindgleichuDg  F(S,  m  0  00  bttchaflbo, 
wie  m  bei  Rkiumw  im  AilsBraeiaeD  stattllodelk  dats  $  «ad  m  nicht  gieieb- 

zeitig  unendlich  werden,  und  ist  Z^eine  Function,  die  in  den  (wesentlichen) 
Nullpunkten  dor  Function  iih{s,  3)  doppfit,  im  Punkte  n.  ^  ebenfalls  doppelt 
unendlich  ^ross  uad  io  p  Punkten  doppelt  unendlich  klein  wird,  so  kann 
Z;  in  die  Form 

gebracht  werden,  in  der  die  /  so  einzurichten  sind,  dass  der  Nenner  im 
Ponkte  c,  C  unendlich  klein  aweiter  Ordnung  wird.  Er  enihlllt  dann  nodi 
efaien  willkürlichen  Nollpankt  t  m     9  m  4.  Dw  Zlbler  ^  Yom  Gnde 

n  —  i  in  s  vom  Grade  m  —  <  in  7  Ist  so  einzurichten,  dass  er  In  den  sich 
aufhebenden  Verzweigungspnnkten,  im  Punkte  y,  d  und  den  n  -f-  t/i  —  3 
übrigen  von  <r,  C  verschiedenen  Nullpunkten  der  Function  /o+/|5+/jS  +  /3.»3 
verschwindet.   Er  ist  dann  eine  Function  von  p  +  1  Constanten,  die  sich 
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7  _  _  —  a,  s  -  .9fr'      [z  -  A)  r/);^    ,  ü) 

'*      (a  —  k}  ab  (*,  ä)  .      —  k)  ab  (s,  s)  ' 

worin 

ist,  und  die  Constanten  (pf^,  qij.^,        ^  einzurichten  sind,  dass 
Zff  in  drei  Punkten  doppelt  vorschwindet.  Diese  Function  itd 
gegebener  Charakteristik  bekanntlich  eine  bis  auf  einen  ooD- 
Staaten  Factor  völlig  bestimmte.  Bildet  man  das  Integral 

so'  ist  es  ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  nur  im  Punitteit 
unendlich  gross  erster  Ordnung  wird.  Man  sieht  zw^r  nicht  ohne 
Weiteres  ein,  dass  in  der  Entwiekefung  des  Integranden  nach 
Potenzen  von  y  (s  —  ür] 

{%  -  A-,  h\     z)     y[z  -  kY      z^k"^      _  a- 

K'  verschwindet,  allein  dies  ist  doch  der  Fall,  weil  das  Integral 
einer  in  T  einvverthigen  Function  nicht  in  nur  einem  Punkte 
logarithmisch  unendlich  gross  werden  kann.  0er  Goefficient  K 
hat  den  Werth 


Die  Wurzeln  der  Gleichung  y  Zii  =  0^  die  Pnnkte  sollen  hier, 
da  eine  Verwechselung  nicht  zu  befürchten  ist,  eintschmit^i,  s^i 
^t>  h  beseiehnet  werden.  Kamen  verschiedene  k  in 

Betracht,  so  mttssle  man  noch  eine  diesbesttgliehe  Marke  an- 
hangen,  dies  ist  aber  augenblicklich  nicht  der  Fall.  Dagegen 
sollen  1  L'i ;  (7, ,  7« ;  . . .  beliebige  Werthepaare  s,  »  sein.  Die 
von  mir  zur  Bestimmung  von  ^  gegebene  Pormel  sehreibt  sich 
dann 

|4 .)  «  log  I  —j^  I  , 


so  ciiirii'htPTi  Insscn,  dass  die  noch  übrigen  NullpiinkliM|()|t|)i'ltf  sind.  Wird 
iKu  li  <lu'  (iharakloristik  fzcf^ob^'n,  ist  »i^;  und  üIno  Z;  hi.s  auf  ciucu  coa- 
sLauUn  laclor  durch  die  voriiusgi'gaugoaeii  Daleii  vullig  beslimml,  yoü 
mm»  deshalb  die  Constante  y,  d  nur  seheinbar  cDtbalten.  FSUt  <r,  C  auf 
einen  Verzweigungspankt  Jl-,  so  f;cht  (,«  4>  /,::  +  l^^ss  in  {z  ^  k) 
{If,  +  /,  ^  über,  und  der  Factor  /(,  /,  5  nmss  auch  im  Zähler  JItebeD« flO 
diiss  er  sicli,  und  damit  die  .scheinbare  Conslanle,  lorUiebk 
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worin  die  ß^ ,  s» ,  vor  der  Differentiation  von  k  unabh^ngii; 
sind,  und  erst  nach  AusfUhruns;  derselben  die  WurzeUverlhe 
der  Gleichung  y  Zj^  =  0  annehmen  ,  was  durch  (ien  Strich  am 
Differentialzeichen  aiisi^edrückt  werden  mag.  l"Ur  //^.  wtlrdc 
eine  andere  ganz  Uhniiche  Function  einzutreten  haben,  wenn  für 
^  eine  andere  ThetafuDCtioo  mit  gerader  Charakteristik  geseUt 
würde.  —  NuD  werde 

»)  =  -  ff*  («t  »)  T^i^^^jy  Ko)  '  I  {3 

gesetzt,  wo  fft{o^j  'C^)  den  Goelfioi^iiteii  von  /^[o-^,  u^J  in  der 
DeterminaDte 


bedeutet.  Dann  hat 

die  Eigenschaft,  fttr  [s,  z)  ^  [cg,  Lg)  den  Werth  Eins,  für 
{s,  z]  =  {og'y  Lg')  den  Wertb  Null  anzunehmen.  Die  Periodiei- 
ttftsmoduln  der  Function  Wg{Sj  z]  an  der  Schnitten  a^,  a,,  o, 
seien  bez.  Ag^\  Ag^',  Ag^\  die  der  Function  • 

lOp    ä)  «  /  -^in — r 
ff'  '  '     J    l^^i^s,  z) 

aber  seien  bez.^^|,  Ag^,  Ag^^  sodass  die  Beziehungen  statt- 
baben 

\A'  [^\A\aF,{Cf^t^):\f{c,L\, 


Ö  V., 


j  •  I  /   i'j  i  ^  M 1  fl^".(v  i^) 

durch  wekbe  die  Formel  (4 .)  in  die  GleiciiuDg  Ubergehl 
(2.)  Aiogf^iy  ■ 


^   --ä*'°8 


iWJs 


da. 


-l 


Aus  dieser  Formel  kann  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  j/z^^  =  0 , 
dieGrOssen  s^,z^;...  gänzlich  entfernen,  indem  man  die  Gleichung 
ansetzt 

-ök  ^^J  ia  -  kfF\  i.,  B)  -  ^)  =  CoMt. 
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Diese  nach  r  ilitferenziert  liefert  durch  Kotwickelung  nach  F<h 
tenzen  von  Y  z  —  Ai,  z  —  J^,  *  —      und  z  —      fttr  und 
^>  die  W'erllie 

Wird  nun  fttr  m  ein  Wurzel  werthepaar  der  Gleichung  =  ö, 
oder      s  0  geftelzt,  so  ergiebt  sieh 

und  wenn  man  dies  in  die  Formel  ^2.)  einsetot,  so  gewinnt  jene 
die  Gestalt 

Diese  muss  von  c, :  ,  ;  (T, ,  1.,  unabhängig  sein.  Dadurch 
dass  wir  für  «/'/^  .v,  z)  die  oben  gegebeneForni  Sj^  —  Ä/t'-H  —  k](fi^ 
(.V,  5)  setzen,  fallen  aus  einem  grösseren  Ausdrucke  darin  diese 
drei  Wertlipaare  ganz  allgemein  von  selbst  fort.  £s  ist  nämlich 


wodurcil  die  Formel  [3.]  die  neue  Gestalt  gewinnt 
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Hierin  niUssen  rechts  die  WiM'lhppa.irt'  :  a,,  :  o^,  iimner 
wieder  nur  scheinbar  (»ntli.ilton  sein.  Wollte  man  <iies  direcl 
nachweisen,  so  würde  man  Helalionen  zwischen  den  Coefticienlen 
der  Grundgleichung  und  ihren  Differentialquolienten  nach  k 
heranziehen  müssen,  wozu  die  Discriminanle  derselben  helfen 
könnte.  Man  kann  aber  auch  umsjekehrt  aus  der  a  ])riori  ge- 
wi.ssen  Unabhängigkeit  solche  Relationen  herleilen,  und  es  wird 
wenii;slens  eine  derselben  hier  folgen.  Wir  können  nHmlich 
wegen  dieser  Unabhängigkeit  (J^,  ;  f ,  ;  a^,  auf  drei  Uber- 
einanderlipiiende  Punkte  von  Tauför,!^;  a,  (x",  J  rücken  lassen. 
Füiirlm.in  dies  jedoch  auf  einmal  aus,  so  wird  j/*(a,  c)|s=0,  und 
wir  eDthaiteu  eine  unbestimmte  härm,  weshalb  wir  zuerst  nur 

seUeD,  woduroh 

I A».  5)  I  -       -  St)  +      -  W  +  "»{i,  -  f.! 

«.  -  £)  K- 

übergeht.  Aber  aus 

!/{</,:)  I  " 

wird 

(o,  —  o'-sa-'     -  ^^") + -''■)  ■*-h(>^-io 

A-  -  .r .  ^.,;-/.!(g"-«')+»,(.r.-rKo'-g-)-^t')(g"-g') 

-  r,_t  (?-/,) (C,-C)(a'-a') 

ff,— A  —  ?      a,::—*;-S;t' (.",-*) 

■  ?r-  *     fö-A)(s,-t)  ■    c  -  * 
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Feroer  wird 

)     ö  \os^F^(a\  i:)l\{(j",L):to"—a)     b  log  F,(a„cJ 

LUssl  man  nun,  wo  dies  ohne  Weiteres  möglich  ist  a^y  Z^ 
auf  a,  £  fallen,  so  erfauli  (4.)  die  Gestalt 

8dlog(.»:|/|>l|)  yj^(*>  _ 

4  ölogFJff,  0  ;  i(<7-«fc) 

Noeh  enthält  die  reobte  Seite  eine  willktlrliehe  Grosse,  von  der 
sie  unabbltngig  sein  moss.  Bilden  wir  die  Gleiehung  (5.)  drei- 
mal, indem  wir  der  Belbe  nach  fitr  ir,  £  setzen  a,    a/  iT, 
addiren  und  dividiren  mit  3,  so  gewinnen  wir  die  Gleiehnng 

3 

4  1  (j     o'      a"  —  3  sjfc 

■^2l?-ri5+"6  (äjT-  V)  (?  -  " 

^     4_  i>loga,{a      1  a,(A')fl,(a-a,(c)a,(A) 
""3       hk  6     (A-)a,    (Sfe  -  s^' ,  :-Ar|  ' 

Selzen  wir  hierin  Unendlich  für  so  erhallen  w  ir  die  erstrebte^ 
von  den  uullkürlichen  (ij'össen  1*,,  L'^,     /'mc  Formel 

2öl0.gl'//:]/i^|)  n  ^  0, 

deren  rechte  Seile  dadurch  gleich  Null  gemacht  werden  kann. 
<l:iss  gleich  Null  angenommen  wird,  was  durch  Einführung 
einer  neuen  Variablen 

s  -  J  a,  5 
für  t  iuiwei*  erreicht  werden  kann. 
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EiDe  gewisse  Willkllr  Hegt  allerdings  nooh  in  der  Welil 

der  Functionen  f^,  Pttbrt  man  stutl  der  hier  gebrauchten 
andere  eiD,  .so  hat  dies  nur  auf  den  Tbeil  unserer  Formel  lüo- 
flnss,  derein  voIlstiindigerDifferenliaI(}uotientist,  welche  Eigen- 
schaft er  bebalt,  so  da»  eine  solche  Transforraaiion  als  unwesenW 
lieb  anzusehen  ist. 

Um  aber  in  der  erwähnlen  Relation  zwischen  Coefficienlen 
der  Grundgleichung  und  dem  Dit!'erenlinI(niotienlen  eines  der 
Coefficienten  nach  k  zu  gelangen,  bilden  wir  die  Diflerenz  der 
Gleichung  (5*.)  und  (6.),  wodurch  wir  die  Identität  erhaUon 

4  ölog  g,  a,  jk)  g.  (gl  -  a,  (A)  a,  (g)  Q, 

und  wenn  wir  dies  mit  Za^{Q  maltipliciren,  so  erhalten  wir. 
die  Gleichung 

^    bk  t      -       (I,  {k)  C~A] 

_  hzr  /.J  —  2     k  -h      n^  (/■)      a^^l^  {k'  A) 

"  2(«^  -V  g,  [k] 

öA-       2g,  A)  (sjfe  - sjt')  ' 

welche  die  gesuchte  Relation  ist.  Man  gelangt  zu  derselben 
auch  dadurch,  dass  man  in  (5.)  'C  =  Zm  macht,  und  das  gleich 
Null  setzt,  was  beiderseits  mit  4  :  c  —  3>,  miiliiplicirl  ist. 

Will  ntan  .^^  ,  Sj^'  entfernen,  durch  k  und  die  Goefficieuten 
der  Grundgleiehung  ausdrucken,  so  eliniinirt  man  aus  den 
beiden  Gleicbuogen 

4-  2  a,  «  +  da^  s  0  ,  3  a^s'^     2  d,«  H-     b  0  , 

und  erhalt  TOr  alle  Doppel  wurzeln  der  Grundgleichung: 

und  mithin 

".1      —  ^         ^'4  ^'^ 


llg,  yOa,(/j)  —  Sg^  A  g,  /<) 


^'^^         *  o,  iA-j        6«»  (A)  a,(A)  -  2a,(A)a.(A}  * 

Man  könnte  die  Gleichung  (6.)  aus  (5.)  auch  dadurch  herleiten^ 
dass  man  die  rechte  Seite  von  (5.)  nach  Potenzen  von  y[C  —  k) 
entwickelte.  Dies  Verfahren  ist  jedoch  compticirler  als  das  enge- 


110  C.  TllOMAE, 

wandte.  Da  os  aber  zur  Conlrole  der  Reehniing  dienen  kann, 
so  wollen  wir  weniustens  die  Entw  ickclunn  so  weit  vornehmen, 
(iass  man  erkennt,  die  reehte  Seite  von  5.)  bleibe  für  C  =  A 
endlich,  d.  Ii.  wir  wollen  in  der  Kniwickelung  die  den  Grössen 
I  :  C  —  k)  y  I  :  y  {C  —  k)  proportionalen  Cilieder  sueheu. 
Ks  ist 

_i   dloga,(g):(j-a)(tf-ir'-) 

oder  da 

a]  {L  [ü  -  &)  ,(y-(0  -  &]  =  V  (4  -  -  ^,  . . .  -  ^.J  , 
isi,  (gleich 

Ks  kommt  also  der  Term  1  :  —  ^)  in  der  Entwiekeiuni;  mvhl 
vor.  Der  ieUte  Ausdruck  kann  aber  wiederum  gescbriebeo 
werden 

Moi;a;(q         h\a"X  h\[o\L]  \{o-Sk) 

Nun  bringen  wir  den  Punkt  tf,  f  so  in  die  Nahe  des  V^erzweigungs- 
pnnktesA',  dass  auch  a\  t  sich  eben  demselben  nähert.  Lassen 
wir  ihn  schliesslich  in  Ä  hineinrallen,  so  geben  die  beiden  an- 
deren Glieder  des  obigen  Ausdruckes  den  endlichen  Werth 

die  beiden  letzten  aber  werden  jedes  fttr  sich  proportional 
I :  y  (g  —  t)  unendlich  gross.  f )  ist  aber  bis  auf  Glieder 

höherer  Ordnung  gleich  -  V(^—k)  •  V  — «F,»  [k)  -'t\J]  und 
also  ist  das  erste  Glied  der  Entwickelung  von 

-7', («',£) 

gleich 

VfB') 
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und  0^$^  ist  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung  gleich 

und  also  ist  das  ersle  Glied  die  EntwickeluDg  von 
i(irj-*»):(s^-V)  (?-*) 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  in  der  Knlwickeluii^  der  rechten 
Seitft  von  (5.1  nach  Potenzen  von  — A)  das  Glied  f  :  ]  .'L  — A) 
ebenfalls  fehlt,  und  der  Ausdruck  fttr  fssA- endlich  bleibt,  was 
wir  erweisen  wollten. 
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Dmvid  Hilbert,  üAer  die  Bütchd  von  binaren  Formm  mit 
Her.  nämU^en  FuncUonaldeimwüumU. 

Eine  einfach  unendliche  lineare  Mannigfaltigkeit  von  binären 
Formen  ifttp-^n^f  der  i^ten  Ordnung  hüngl  von  2 y  —  t  wesent- 
lichen Gonstanten  ab  und  diese  Zahl  ist  luglelcb  die  Ordnung 
ihrer  Jacobi'schenGovariante/'  b  ^)^.  Gehen  wir  daher  von 
der  lelsteren  Form  als  gegeben  aus,  so  entsieht  die  Frage  nach 
der  Zahl  und  Art  der  Pormenbüschel  mit  gUidier  Funetionaideier^ 
mmofife  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  es  handelt  sieh  um 
die  Ermittelung  der  Involutionen  vier  Ordnung^  deren  2^  —  2 
Doppelelernente  yeyeben  sind.  Das  gekennzeichnete  Problem  hat 
in  neuerer  Zeit  vielfaches  Interesse  en^veckt,  aber  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  y  s  3  und  v  =  4  durch  C.  Stifbaros*)  und 
A.  BtiLL^)  erfolgreiche  Behandlung  gefunden. 

Grundlegend  ftlr  unser  Problem  ist  vor  Allem  der  von 
A.  Brilf.''  streng  orhrachto  Bo\vf>is  ftlr  die  allgemeine  Natur 
der  Form  f.  I)i<*so  Tii;jls;iftic  liisst  nümlich  unmittelbar  erken- 
nen, dass  zu  jeder  FuriFi  /  iiolhwendig  eine  cnd  liehe  Anzahl  AT 
von  Büscheln  y.(p  4-  /<  */'  zuuehören  nmss.  Ein  weiterer  Fort- 
Sfhrill  ist  die  B  e  r  e  r  Ii  n  ii  n  t:  dieser  Anzahl  durch  F.  Mkvkr^), 
11.  ScHi  BKRT-'j  und  C.  Stephan 08*^).  welche  dieselbe  in  üeber- 


i)  Sur  Im  faiaceaux  de  formes  blnairet  «yant  ane  mtaie  Jacoblenae. 

Mdinoires  präsentes  ä  racad^mie  dessciences  de  l'institut  de  France.  Bd.  27. 
i)  Leber  binare  FoiiDeD  uod  die  Gleichung  6leo  Grades,  llaüieinati<- 

Actie  Annalen.  Bd.  20. 
S)  1.  C.  S.  334. 

4)  ApolaritSt  and  rationale  Cnrven.  Tübingen  I88S,  S.  191. 

5)  .Mitlbeilnngen  der  malhematiachen  Geaellacbafl  in  Hambarg.  1S84. 

6)  Sur  la  theurie  des  formes  binaires  ei  aor  r^hmiaalion,  Aooalee  de 
l'^cüle  normale.  Ser.  III  Bd.  I.  S.  851. 
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eiusliiiiuiung  Uiileiudnder  j^leicl»     —  \  \  \  p \  ^"^  folgen- 

den wird  nun  das  so  hegrümkle  und  anzaldüieoretisch  in  Angriff 
genomnme  Problem  alyebraisch  verfolgt  und  in  einer  für  jede 
Ordnung  v  gültigen  Weise  zur  Lusung  gebrocht. 

Bereits  C.  Stephanos*}  bat  die  beiden  folgenden  Sdtoe 
aufgestellt : 

Damit  zwei  l  oi  iiien  tp  und  ifj  von  der  Ordnung  v  be- 
ziehungsweise zu  zwei  Büscheln  mit  der  nlimliehen  Functional- 
deterininante  gehören,  ist  es  nolhwendig  und  hinreichend,  dass 
eine  iiewissc  Sirnulljininvarianle  Jy  vom  (irade  i>  —  2  in  den 
Coclticienten  jeder  der  beiden  l  ornien  versehwinde.  lÜeich- 
zeitijj  tritt  der  llmslnnd  ein,  diiss  (Ins  Büschel  y.fp  -h  fiifj  selber 
in  der  Reihe  der  Büselicl  mit  der  uamiichen  Fun<;tioDaldeler- 
niinante  [(p,  ip  ^  doppelt  zahlt. 

Enthüll  ein  Büschel  die  Form  (p  der  vlen  Ordnung,  wahrend 
gleichzeitig  in  derFunctionaldeterminante  desselben  eine  andere 
Form  X  von  deri^len  Ordnung  als  Factor  auftrilt,  so  verschwin- 
det eine  gewiase  Simultaninvariante  A'^  vom  Grade  v  —  4  In 
den  Coefficienlen  jeder  der  beiden  Formen  q>  und  x-  Umge- 
kehrt ist  die  letstere  Bedingung  auch  hinreiehend  fttr  das  Vor- 
bandensein eines  solchen  Bttsohels. 

Ferner  ergeben  sich  auf  Grund  eines  demnflohst  in  den 
Mathematischen  Annalen  xur  Veröffentlichung  gelangenden 
Theorems  die  weiteren  Thatsachen : 

Das  Verschwinden  der  Siraultaninvariante  Jy  Air  zwei  ^or^ 
nien  (p  und  ifj  der  ^ten  Ordnung  ist  zugleich  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  denselben  eine  Form  ^ 
der      —  2ten  Ordnung  mit  den  invarianten  Besiehungen : 

xugehörl.  Die  Invariante  ist  lolglich  eine  Conibinunte  der 
beiden  Formen  (p  und  <//. 

Das  Verschwinden  der  Simultaninvariante  fttr  zwei 
Formen  9>  und  x  der  «^tenOrdnung  ist  ingleioh  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  denselben  eine  Form  & 
von  der  St'     Sten  Ordnung  mit  den  invarianten  Beiiehungen : 

zugehört. 


I )  Sor  les  folsoeaax  eic  S.  88  und  50. 
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.Nelinjen  wir  fUr  den  Augenblick  ao,  dnss  die  beiden  Formen 

fp  und  ip  mit  vprsrhwindender  Combinanle  J^,  einon  pemcin- 
Siimon  I-incarfaclor  %  enlhiolten,  so  lilsst  sich  zeigen,  djiss  dann 
Qolhwcndigerweise  entweder  die  Combinanle  J^^^  der  beiden 

Formen  —  und  ~  verschwindet  oder  die  Jacobi*8che  Govariante 

t  T 

der  beiden  letzteren  Formen  den  Linearfacloi-  r  enthalt.  Dieses 
Krgebniss  lässt  erkennen,  dass  die  Combinanle  der  beiden 
Formen : 

9  «  «•  V     (j  )  a„a?/ , 

die  Eigenschaft  besiut,  nach  Einsetzung  der  Werthe : 

A-A'.  A-«A'»  -'ßr^^fi^^, 

flbenugeben  in  die  €ombinante  /„.^  der  beiden  Formen  f^— 4  ter 
Ordnung: 

tp'  =  ö,'x/-'  +  (*'  7  ')  +  .  •  +      x/-'  , 

^'  =  A'^/-  +    7  ^)  A'^**"'^*.     •  •  •  +       V  , 

muItipUcirt  mit  der  Quelle  a,'  —  a^'  pf,'  ihrer  Jaoobi*8ehen 
Govariante.  Bezeichnet  daher  [^|,_|J  denjenigen  Ausdruck, 
welcher  aus  Jy_^  (</?/  <//')  durch  EinfOfarung  der  ungestrichenen 
Goefficienten  entsteht,  so  erhalten  wir  die  charakteristische 
Hecursionsfarmd : 

worin  und  ß  so  /u  hostinmien  sind,  dass  der  ganze  Ausdruck 
rechter  Han(l  eine  Simultan  invariante  der  f>eiden  l'drmen  (p  nnd  i!* 
wini,  d.  Ii.  dt  r  bekannten  ÜiflTerentialgleichnng  einer  solchen 
genügt.  Die  Grössen  B  sind  mir  auf  eine  einzige  Weise  an- 
gebbar. Denn  erfüllten  etwa  ^ ,  B'  ebenfalls  jene  Bedingungen, 
so  bestfssen  wir  in  dem  Ausdrucke : 

a,  [A  -  A')  +  ii,  [B  -  B  ) 

eine  Simultaninvariante  vom  Grade  in  den  Goefficienten 

jeder  der  beiden  Formen  (p  und  t/ß^  weiche  gleichzeitig  mit  der 
Resultante  dieser  beiden  Formen  versehwinden  mUssle;  eine 
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solche  Invariante  ist  aber  augenscheinlioh  unnMfgüeh.  Die  ange- 
gebene Methode  gettaUet  eine  iucceeeive  Berechnung  der  Con^- 
mnten    ;  so  finden  wir  beispielsweise : 

A')  =  ^ie,  q),    [{fp,       -  ('A     (*^»  , 

wo  Q  die  dritte  Ueberschiebung  [tp^  il>)^  bezeichnet. 

Analoge  Ueberlej;ungen  fuhren  zur  Darstellung  der  Sinuil- 
taninvarianten  A,,.  Nehmen  wir  nHinlich  an,  dass  die  beiden 
Formen  (p  und : 

mit  verschwindender  Invariante  A',,  einen  tictneinsamon  Linenr- 
factor  T  enthioUen,  so  lilsst  sich  zeii;en.  tliis.s  dann  nulhwen- 
digerweise  entwedor  die  Simultaniovariante  K^^^  der  beiden 

Formen  ^  und  -  verschwindel  oder  t  in  einer  der  beiden  For- 

T  T 

nien  (f  oder  y  als  Doppelfaclor  (MUluilten  ist.    Hei  ontsprechen- 
der  Substitution  und  Be/oichnuniisweise  wie  vorhin  wird  folg- 
lich h\,  in  das  Froducl  der  Ausdrücke  Ky_^  {ff',  x)  "o' 
tibergehen.    Auch  zeigt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  die  ent- 
springende Recursiotisfonnel : 

6et  sueeessiver  Anwendung  %ur  eindeutigen  Bestimmung  der  Simul* 
taninvarianten  ausreicht.  Dieselbe  erscheint,  wie  man  sieht, 
in  Besng  auf  die  Goefficienten  der  Form  q>  einerseits  und  der 
Form  X  andererseits  symmetrisch  gebaut,  wodurch  der  interes- 
sante Reciprooitatssats  von  G.  STsraANos^)  Bestätigung  findet. 
Unsere  Hethode  liefert  beispielsweise : 

*i    =  ('Pi  X)^  > 

+  3  [{</),  x)iP  -  ^ß  v,  a;  , 

worin  h  und  k  dio  llesse'schcn  Covarianlen  (qp,  (p)^  beziehungs- 
weise Xi  x)i  beiden  cubischen  Formen  und  A^^,  .V,,  A^^  die- 
jenigen SimuItaniD  Varianten  der  beiden  Formen  vierter  Ordnung, 

4)  Diese  Werthe  sind  bereits  von  C.  Stspharos  anf  anderem  Wege 
beredinet  worden    I.e.  peg.  SO. 

2)  1.  r.  paLV  39. 

3)  Au(  h  diesen  Werth  bat  C.  Stbpbikos  mittelst  directer  Hecboung 
gefunden  .  1.  c.  pag.  43. 
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welche  in  der  Tiihello  von  Faa  di  Bruok^J  bexiehun^weise  mit 
den  Nummern  5,  7,  H  aufgeführt  sind. 

Die  behandolton  Siniullnninvnrianlen  J,.  und  A',,  weisen 
(Miicnthümliche  ßvztehinifjt'n  zu  /Irr  Discriminanlc  einer  binaren 
l'Oi  in  tiuf.  Hilden  wir  niUiilieh  die  (Jünibinanle  für  ein  solches 
Busche!  von  der  rten  Ordnunt:.  dessen  Formen  sännnllich  durch 
eine  bestimmte  Form  der  y—  l  ten  Ordnung  theilbar  sind,  so 
resuUirt  die  Üiscriminante  der  letzteren  Form.  Die  Invariant« 
A',,  gehl  unmittelbar  nach  Ideulilicirung  der  beiiieu  Formen  tfjX 
in  die  Discriminante  über. 

Eioen  neuen  Einblick  in  den  Zusammenhang  zwischen  zwei 
verschiidenen  Losungen  unseres  Problems  gewHhn  es,  wenn  wir 
von sweiBllflobeln x^<4-x'9'und  fiip  -h /< ip' mit  gletober  Jacob!- 
9cben  Govariante  SU  den  beiden  oonjugirien  2)-faeh  unend- 
lichen aus  den  Formen  (f^ ,  ••  (/ und  i//, ,  •  •  •  ^|.'^._^ 
susammengesetzten  linearen  Mannigfaltigkeiten  ttbergehen, 
welche  bekanntlich  die  ntfmliche  Functionalinvariante: 


t  —  i 

bxt'^-'x^ 

i  *  -■  '    — 

bx^^'^bx^ 

da?/-* 

ix/-* 

besitien.  Die  notbwendige  und  einzige  Beziehung  zwisclten 
xwet  solchen  Fonnenmannigfaltigkeiten  wird  durch  den  folgen- 
den Sats  in  grelles  Licht  gerttoki: 

Den  beiden  aus  den  Formen  ,  ,  .  • .  und  i/;^ ,  i/;, , 
• '  -  ipv-i  3U8ammengeset2ten  linearen  Mannigfaltigkeiten  mü  glei- 
cher Pünctionalinvariante  ist  ettte(«'— 4)-/ac^  unendliche  lineare 
PormenmannigfaUigkeü  gemeinsamj  welche  die  Eigenschaft  besitstf 
Formen  mit  {v^^t)'fachem  Linearfactor  9U  enthaUen.  Die 
Funclionalinvariante  der  letzleren  Formenmanm<^aUigkeit  ist  mit- 
hin das  vollständige  Quadrat  einer  Form  von  der  {%p—^ten 
Ordnung, 


r  Kinteitun^  in  dw  Tlieoric  der  binAren  Formeo,  deutsch  be«rt»eitel 
von  Ty.  Waltkr«  pag.  86i — 363. 
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Die  genannte  Eigenschaft  repräsentirt  2«^— 6  Bedingungen, 
welche  in  der  Thal  gerade  geBttgeo,  am  aus  einer  vorgelegten 
— 2)-fach  unen(iIi<*hon  linearen  FormenmaDnigfaltigkeit  eine 
e  n  d  1  i  ehe  Zahl  von  (f^— 4)-facb  aoendlichon  Formeomannigfaltig- 
keiten  aiUBUSchneiden.  Diese  endliche  Zahl  ist  on'cnhnr  gleich 
N — 1.  Dem  einfachsten  Falle  y  =  4  entspricht  der  bekannte 
VOD  C.  Stephaxos  und  A.  Brill  entdeckte  Satz. 

Die  Combinanle  ist  für  die  Forlen  1  wie kelung  dos  in 
Rede  stehenden  Problems  von  fundamentaler  Bedeutung  und  be- 
darf daher  einer  eingehenderen  Beachtung.  Wir  setxen  sie  in 
der  Gestalt  an : 

wo  die  Summe  über  alle  Potenzexponenten  ,  'i  ,  •  •  •  niit 
der  Budiuj^ung : 

'  o  4-     4-  •  •  •  +  f ,  =  V  ~  2 
;»Mszuf(lhron  ist    und  (i,-,    •••  ^,  (</')  <lie  bezUgiit^hen  (iiieder 
vom  (irade  v  —  2  und  votn  Gewiclile  vi^  -+-  [y  —  1j     -I-  ••• 
-f-         in  den  CoefficientoTi  der  Form  ip  umfasst.   Nach  Ein- 
führung der  abkUnenden  Diüerentiatioussymbole: 


folgen  aus  der  Gomhinanteneigensebaft  unserer  Simultaninvarl- 
«nie : 

J(fp      7 »/'  ,  />y  +  V^)  =  (<  -  PHY'"  J[(f,  </') 
die  weiteren  Furnieln: 

Ks  iniigtMi  nunx('y')+«(0,^(O;  (0  ^.  i,(*-)0(2)  •  ...  ,iio  C.e- 
saiumtheit  derjenigen  ForiiitiihdsclM'l  ylor  Ordnung  darstellen, 
weicht;  eine  vorgelegte  Form  /  (I(m  t  r — 2ttMi  Ordnung  zur  Jacobi- 
schen Covariante  besitzen.  Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung: 
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SO  isl  otlenbar  die  Summe: 

eine  rationale  Function  der  Coeffieienten  von /"und  daher  einem 
Bruche  gleich,  dessen  Zähler  eine  gaaze  Sirnuilaninvariante  der 
Form  f  und  der  beiden  Formen : 

n   »^o^»"  +  (][)  'ii^i'^'^t       +  »^^^A 

dessen  Nenner  eine  tianze  Invariante  der  Form  /'allein  darstellt. 
Die  letztere  Invariante  e  isl  ^iber  nothwendigerweise  eine  eon- 
stanle  Zahl;  denn  im  anderen  Falle  niUsste  wenigstens  eines 
der  Büschel  x(p  +  fiip  für  «  =  0  unendlich  grosse  CoeKicienl^^n 
erhalten.  Greifen  wir  ein  solches  Büschel  heraus  und  denken 
uns  die  Coeffieienten  desselben  nicht,  wie  ursprünglich,  als 
algebraische  Functionen  der  Coeffieienten  a^,  a^,  ••  •  der 
gegebenen  Form  /*,  sondern  als  algebraische  Functionen  von 
^0»      •  •  •  ^4»  -3  ^^'G  Annahme  berechtigt,  dass  die 

Form  fp  beim  (ircuzübcrgange  £  =  0  in  die  endliche  und  niclil 
verschwindende  Form  (p'  übergehe,  während  die  Form  if'  erst 
nach  Multiplication  mit  pf  {/>]>0)  für  e  =  0  einen  endlichen 
und  von  Null  verschiedenen  Werth  ip'  ergiebt.  Da  trotzdem 
die  Functionaldeterminante  beider  Formen  einen  für  e  =  0  end- 
lich bleibenden  Werth  besitzen  soll,  so  folgt  zunächst,  dass  ij^ 
mit  (p'  bis  auf  einen  endlichen  constanU;n  Factor  c  übereinstim- 
men miiss.  Snbslituiren  wir  daher  für  ip  die  Form  i/; — ca~^(f  , 
so  wird  nunmehr  beim  Grenzüber'j.injie  das  Büschel  von  einem 
niederen  Grade  unendlich  als  vorhin.  Die  Fortsetzung  dieses 
Verfahrens  führt  auf  einen  Widerspruch,  welcher  nur  durch 
die  Annahme  e  =  const.  beseitigt  werden  kann.  Dann  stellt 
jene  Summe  eine  ganze  Simullaninvariante  vom  Grade  r  —  2 
in  den  Coeffieienten  einer  jeden  der  drei  Formen  f,  dar. 
Setzen  wir  in  dieser  Invariante  allgemein  an  Stelle  des  Productes 
£y.,*>  *  *  •        das  Aggregat  G(^^  •  *  •  |v  (ti)  und  an  Stelle 
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des  Producles  ly,/.  i?,.«,*!  •  •  •  ri^K  das  Aggregal  G,,,.,  (v)  , 
so  entsteht  eine  neue  Simullaninvarianle  ^(f^n^v),  welche 
ebenfalls  vom  Grade  v  —  2  in  den  Coefßcienlen  der  Form  /*, 
sowie  in  den  Goeffieienteo  der  beiden  weiteren  Formen : 

w  Ä  tt,  a:/  +  I        «^•'"•a:,  -i-  1-  tt^fic/  , 

ansftllt.  Die  Benutzung  der  Im  Bisherigen  entwiclKellen  Eigen- 
schaften der  Gombinante  J  filbrt  schliesslich  zn  der  Belation: 

welche  nach  Einsetzung  des  Werthes  f  =  identisch  für 

alle  <f)ipjV  erfüllt  ist  und  tfi/b/^e  dieses  ITmstofidef  für  jeden 
beionderen  Werth  von  v  das  Mittel  %ur  wirklichen  Atfstellung 
der  Simnätaninvariante  S  {f,  v)  IneteL  Vor  Allem  aber  beruht 
die  Bedeutung  der  .gefundenen  IdentitSt  darin,  dass  vermöge 
derselben  der  Form  (p  des  Bttsehels  +  fnp  die  Eigenschaft  zu- 
kommt, nach  Anwendung  des  invarioaUen  Procetses  S  ein  Restd- 
tat  8U  ergeben  j  welches^  abgeiehen  von  der  PrcportionalitiUecim^ 
stante: 

von  den  anderen  Formen  tff  des  Büschels  vmabhüngig  ist.  Zerfiii- 
len  wir  daher  die  gewonnene  Identitllt : 

S{f,  f/),  V]  =kJif,  v) 

durch  Vergleichung  der  Coefficienlen  aller  Potenzen  und  Pnn 

ducte  von  v.,  v.,  ...  i;„  in  die  einzelnen  Gleicb- 

ungen  und  betrachten  in  diesen  die  Grifsse  X  und  die  weiteren 

homogen  und  linear  auftretenden        ^^i^^  i  Grössen ; 

als  Unbekannte,  so  resultirt  nach  Elimination  der  letzteren  eine 

einzige  Gleichung  in  Gestalt  einer  verschwindenden  - — ^  - 

reihigen  DeleraiiDante  ^  {X),  welche  nur  noch  die  eine  l'nhe- 
kannte  X  enthält.  Aber  da  die  benutzte  Belation  in  gleloher 
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Weiso  nir  nllo  Formen  des  Büschels  zc/» -h Gülligkeil  besiut. 
so  besteheo  die  weiteren  v — 2  Identitäten : 

und  /.  ist  folglich  eine  {v  —  W-fiwhc  Wurzel  der  liofundenen 
Gleichung  d.  h.  ^  (h  wird  die  vollstiindige  [v —  1)te  Polenz 
eines  Ausdruci(.es,  dessen  BerechDuog  die  folgende  Gleicbung 
farit  liefen: 

Die  Cornicieulen  derselben  A^,  A^,  •••  sind  ganze  Ins ari.nilen 
der  gege])enen  Form  f  beziehungsweise  voni  (irade  |/  —  2, 
2[v  ^  2),  ••  •  ,  während  der  Grad  der  Gleichung: 

<    '  (gy  -  2)  !  _  (2  1/  -  2)1 

in  der  That  mit  der  zu  Anfang  erwjihnten  ansabltheoretiseh 
berechneten  Zahl  fibereinstimmt. 

Einer  jeden  Wurzel  der  gefundenen  (ileichuuff  entsprich 
eines  der  gesuchten  Formenbüschel.  Hiindern  wir  niüiilich  die 
Determinante  ^:/  {).)  in  geeigneter  Weise  uuteo  l>eziehuDgswei&e 
an  der  Seile  mit  den  Gliedern: 

so'"  ^V*  •  • '  $1''*'   i^eziehungsweise  :    i;^*»        •  •  •  i^,*»'  , 
so  ist  die  so  entstandene  Determinante  durch  die  {v  —  2)le 
Potenz  des  Ausdruckes  auf  der  b'nken  Seite  der  obigen  GleicfauDg 
theilbar.  Der  übrig  bleibende  Factor  nimmt  die  Gestalt.an: 
nx)  =  +  T,X»'*  +  ...  +  Tj,«,  , 

wo  7',,  7',,  •  •  •  siuiullane  Invarianten  vom  Ciiade  0,  [v—i], 
2iV  —  2),  • .  •  in  den  Coefficienten  von  /  und  vom  Grade  v  —  i 
in  den  Coefficienten  jeder  der  l)eidon  Formen  if  und  sind.  Die 
eingehendere  UntersuchuDg  führt  zu  der  llelation  : 

wo 

^(X)  (A'  -  1 .  1,  X^^*  +  . . .  +  ^A^.,X  -h  %As  1 

bedeutet.     I>iese  Helation    ermöyiicht  die  gewünschte  Con- 


* 
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stritcfion  <lcs  zu  dem  Wurzelwerthe  l^^'^  (fehüriyen  Formenbüschels 

Ks  ist  bemerkensworlh,  dnss  die  inilfitMlieillc  Lösung  un- 
seres Problems  im  Grunde  auf  die  Anwendung  des  in  der  Hnbi- 
lilationssehrift  dos  Verfassers ')  zum  ersten  Male  eifii;eliend  l)e- 
handelten  und  seitdem  naeh  verschiedenen  Hichtuni^en  hin  er- 
weitertenGesichtspunktes  hinauslauft.  Wie  dort  so  erfordert 
auch  das  hier  behandelte  Problem  zur  voHstilndigeu  Erledigung 
eine  Untersuchung  sümmtlicher  möglichen  Ausartungen,  wie  sie 
durch  das  Zusammenfallen  mehrerer  Wurzeln  der  Gleichuni! 
fUr  /  bedingt  sind.  Schon  der  Fall  einer  blossen  Doppelwurzel 
giebt  zur  Unterscheidung  zweier  völlig  verschiedenen  Ausar- 
tungeo  Anlass,  je  nachdem  diefiediogung  Ajr  ^  0  deo  Werib 
il  =  0  zu  einer  Doppelwurzel  macht,  oder  wenn  ein  Wunsel- 
werth  zugleich  den  Ausdruck  zum  Verschwinden  bringt. 
Wie  die  zu  Anfang  erwühnteo  Resultate  zeigen,  fallen  im  ersteren 
Falle  wirklich  zwei  der  gesuchten  Büschel  zusammen,  während 
im  leizteren  Falle  der  Doppelwurzel  X^^^  zwei  untereinander 
verschiedene  Btlschel  xq>  -h  ttUi  und  /.'(p'  -i-  (a'^'  sugehtfren, 
deren  Gonstruction  vermöge  der  Formel : 

durch  Auflosung  einer  quadratischen  Gleichung  ermöglicht  wird. 

Das  einfachste  Beispiel  fttr  die  bisherigen  allgemeinen  Ent- 
wiekelungen liefert  der  Fall  s  3  Die  zur  Ltfsung  des  Prob- 
lems erforderliche  SimuUaninvariante  lautet  in  symbolischer 
Schreibweise: 

S[l\  u,  v]  =  (au)*  {aif  {uv)  , 

wo: 

f  =  «X , « = ,  V  =  V » 

gesetzt  ist.  Den  weiteren  Specialfall  y  =  i  hat  C.  Stu  iianos 
in  der  citirten  Arbeit  sehr  ausfohrlich,  jedoch  tiiittelst  einer  uohl 
kaum  \ erallgenieinerungsfahiiien  und  riiefn-  rechnenden  Methode 
behandelt.  Die  von  ihm  aufgestellte  Gleichung  fUulten  Grades^) 

4}  Mathematische  Aonuleti,  Bd.  iü,  pag.  381. 
t)  Vergl.den  demollchat  In  dem  Journal  de  Matfa^matiques  erscheinen- 
den Brief  dos  Verfasserft  an  Ch.  HtaaiTB. 

8)  Vergl.  die  citirle  HabilUationsscbrift  des  Verfassers,  pag.  4S6— 437. 
4)  1.  c.  pag.  80. 
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geht  durch  eine  sehr  ehifache  Substitution  in  diejenige  Gleichung 
desselben  Gnides  Uber,  auf  welche  die  Anwendung  unserer 
allgemeinen  Theorie  fülirl :  ebeiiso  dienen  die  Ubrijzen  von 
C.  Stepiianüs  für  diesen  Specialfall  In  reehiielen  invarianten  Bil- 
dungen vorlrefllicb  zur  ÜestUtigung  unserer  aii^enieinen  Bnt- 
vvickelungen. 

Königsberg  i/Pr.,  deo  7.  October  4887. 
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A.  Itayer,  Ueber  ein  Bewegungsproblem. 

Das  Problem  der  Bewegung  eines  sehweren  Punktes  auf 
fester  Oberfläche  ist  nur  in  den  einfachsten  Fällen  vollständig 
lösbar,  fbr  eine  beliebige  Rotetionsfläche  s.  B.  nur  dann,  wenn 
die  Rotationsaxe  vertical  steht.  Bildet  also  die  Rotetionsfläche 
etwa  die  Wand  einer  Höhlung  in  einem  starren  Körper,  dessen 
Schwerpunkt  auf  der  Rotetionsaie  liegt  und  dessen  Basis  eine 
ebene,  von  der  Rotationsaxe  senkrecht  getroffene  Flache  ist, 
und  wird  dieser  ROrper  mit  seiner  Basis  auf  eine  schiefe  Ebene 
fest  aufgesefaraubt,  so  vermag  man  die  Bewegung  eines  sdiweren 
Punktes,  der  ohne  Reibung  und  bei  beliebiger  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  auf  jener  Wand  herabfallt,  noch  nicht 
genau  zu  bestimmen. 

Nun  kann  man  aber  den  Körper  auch  bloss  auf  die  schiefe 
Ebene  stellen  und  ihn  auf  dieser  herabgleiten  lassen.  L}lsst 
man  dann  gleichzeitig  wieder  einen  schweren  Punkt  liiiigs  der 
Höhlenvvand  iuMnhfallen,  so  beeinflussen  sich  jetzt  Körper  und 
Punkt  gegenseiiiu  in  ihren  Bewegungen;  das  ursprüngliche 
Problem  hat  sich  in  ein  couiplicirteres  verwandelt,  aber  dieses 
complicirtere  Problem  ist,  wenn  man  immer  jede  Reibung  ver- 
nachlässigt, nunmehr  \olIstündig  lösbar. 

Diese  Bemerkung,  welche  allcKÜngs  in  der  Mechanik 
durchaus  nicht  vereinzelt  dasteht,  hebe  ich  als  auffälligstes  Re- 
sultat der  nachstehenden  allgemeineren  Untersuchungen  beson- 
ders hervor.  Die  letzteren  dürften  aber  auch  an  und  fdr  sich 
insofern  einiges  Interesse  darbieten,  als  überhaupt  solche  Auf- 
gaben über  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  nuf  einen» 
starren  Köry)er.  in  denen  dem  Körper  seihst  eine  gewisse  Be- 
weglichkeit gestattet  ist,  und  es  sich  nun  darum  handelt.  <He 
gleichzeitige  und  einander  wechselseitig  bedingeode  Bewegung 
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von  Körper  und  Funkt  zu  beslinuncn,  soweit  nnr  bekannt  ist. 
bisher  iiiinier  nur  in  solchen  Fallen  behandelt  worden  sind,  wo 
in  Foli^e  besonderer  Anfani;slai:en  und  Anfangsiieschwindie- 
keiten  der  Punkt  beständig  in  einer  und  derselben  Vertical- 
ebene  bleibt.  — 


Die  allgemeine  Aufgabe,  weiche  hier  soweit  als  uiöglicb  j^e- 
Itfst  werden  soll,  ist  folgende: 

Ein  svha  crcr  starrer  Körper  f/leitcl  mit  seiner  ebenen  Basis 
reibungslos  (tuf  einer  festen  scfuefen  Ebene.  Der  h'öiper  benutzt 
überdies  eine  Hiihhau/  von  (/cyebener  ffeonietrischer  (ieslalt,  an 
(leren  Wandfläche  an  schwerer  Punkt  ebenfalls  ohne  Heibumj 
herabfüllt.  Es  handelt  sich  darum,  die  gleichseitige  Bewegwig  des 
Körpers  und  des  Punktes  zu  bestimmen. 

Dabei  setze  ich  selbslverslclndlich  voraus,  dass  der  Körper 
nicht  umkippen  kann  und  dass  d«  r  Punkt  auf  der  Höhlenwaod 
bleibt,  dass  lel/.leri'r  also  eolwoder  zwischen  zwei  st^^r^en,  ein- 
ander unendlich  nahen,  parallelen  und  mit  dem  Körper  fest 
verbundenen  Flachen  herabfillll,  oder  aber  seine  Bew  egunj;  nur 
so  lange  verfolj;t  werden  soll,  als  sie  längs  der  Wandflaflie  vor 
sich  geht,  oder  als  der  Druck  zwischen  Punkt  und  WandOücbe 
nicht  negativ  geworden  ist. 

Um  diese  Aufgabe  zu  Itfsen,  nehme  ich  die  schiefe  Ebene 
zur  X  Y-  F^bene  eines  festen  rechtwinkligen  Axensystens  A  )  /, 
dessen  A-Axe  horizontal  liege  und  dessen /->Axe  von  der  schiefen 
Kbene  aus  nach  oben  gehe.  Nennt  man  dann  X  Y  X  die  Coor« 
dinaten  des  schweren  Punktes  m,  A/^  }  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Massentheilchens  nif^  des  Körpers  und  a  die  Neigung 
der  schiefen  Ebene,  so  ist  jedes  2f^  constant  und  daher 

r  =  4^  m»(At'*  +  iV)  +  y  (r*  +  1"  +  2") 

die  gesanimle  lebendige  Kraft  von  Körpei-  und  Punkt,  währeml 
<lie  Kraitelunction  U  sich  auf 

U  =  —  g^k  nif^  Yj^  sin  a  —  gm  (Y  sin  a  -h  Zoos  a) 
reducirt. 

Bezeichnet  man  weiter  mit  M  die  Masse  des  Ktfrpers  und 
mit  A,  Bf  C  die  Goordinaten  seines  Schwerpunktes  S  und  setzt: 

(4.)     X  ^  A      ,r  ,  Y  =  B-h  y  ,  Z  ^  C -t-  z  , 
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sodass  C,  sowie  jedes  j^i  constant  ist,  während  xy  z  und  %  Zf^ 
die  GoordiDaten  der  Paokte  m  und  mf^  io  einem  Axensysleme 
darstellen ;  dessen  Axen  x  y  z  parallel  z\i  den  festen  Axen 
X  Y  Z  vom  Körperschwerpunkt  S  ausgehen ,  so  erhalten  die 
lebendige  Kraft  und  der  wirksame  Theil  der  Kraftefunction  die 
Wert  he : 


T  =  ^f^Y^  M"  +  Ä")  +  m  [A'x'  +  B-y) 


,3.) 


U=s  g  [M  -t-  m)  ^  sin  a  —  gm  {y  sin  a  +  2  cos  a). 
Legt  man  endlich  in  der  x^-Ebene  durch  den  Schwer- 
punkt N  zwei  mit  dem  k<Jr[)er  fest  verbundene  Axen  §  und  17, 
die  lur  Zeit  f  0  mit  den  Axen  x  und  y  zusammenfallen 
mögen,  und  nennt  0den,  je  nach  dem  Sinne  der  Drehung  posi- 
tiv oder  negativ  gerechneten  Winkel,  um  den  sich  nach  der  Zeit 
t  die  $'Axe  gegen  die  x-A\e  gedreht  hat,  so  bestehen  zwischen 
den  Coordinaten  x  y  2  und  §  17  ^  eines  und  desselben  Punktes 
in  den  beiden  rechtwinkligen  Axensystemen  xy  z  und •!  17 
welche  die  «-Axe  gemein  halben,  zur  Zeil  t  die  Relationen : 

a;  8  I  cos  9  —  1^  sin  8  , 
y  »IsinG  +  i^cosO, 

3  =  r . 

Dabei  sind  die  (Koordinaten  f/,  ^jf^  eines  jeden  Körpcrpunklos  ml^ 

unabbcingig  von  /;  in  den  rileichiinsen 

^  ,  I      =  i/,  (  OS  (•)  -     sin  ö  , 

l  y*  =  &  »»ö  0  +     cos  0 
ist  also  rechts  nur  B  mit  der  Zeit  veränderlieh,  während  in  den 
Gleichungen  (3.),  wenn  man  sie  auf  den  Punkt  m  besieht,  auch 
I,  tj,  i  mit  t  sich  ändern. 

Der  Punkt  m  soll  aber  auf  einer  gegebenen,  mit  dem  star- 
ren Ktfrper  fest  verbundenen  OberQäche  bleiben.  Seine  Coordi- 
naten 1,  17,  (  können  also  als  gegebene  Functionen  zweier  Para- 
meter und  9,  betrachtet  werden.  Die  Gleichungen  (3.)  liefern 
dann  die  Goonlinaten  xy  z  des  Punktes  m  als  Functionen  der 
drei  Variabelen  0,  ,  und  die  Lage  unseres  ganzen  Systems 
wird  durch  die  fünf  unabhängigen  Grössen : 

J,  B,  0,  q^  ,  q^ 

bestimmt. 
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Nach  dem  ÜAMiLTOii'scheD  Principe  fUhrt  die  vorgelegta 
Aufgabe  daher  zunächst  auf  die  fünf  DiflereDUalgleiehungea 
zweiter  Ordnung: 

^  ö£  _  (Vr-h  U)  _ 

dt  hA'  hA  * 

dt  bB' 

worin  für  das  nur  zur  Abkürzung  eingeführte  q  der  Reihe  naoh 
Bf  q^  und     zu  setzen  ist. 

Nach  (2.)  reduciren  sich  aber  die  beiden  ersten  Gleichungen 

auf: 

UM^rniA^^maT^O, 
^  {{M-i-  m)  ß'  -f-  my"  -h  g[M  +  m)  sin  ff  =  0 

und  ei'gei)en  also  inlegrirl  sofort  die  ScbwerpunklösaUe : 

/l  SS  a  +    <  — 


(7.) 


*       Jf  H-  m  ^8 


Mit  Holfe  dieser  Gleiehungen  kann  man  A  und  Jl  aus  den 
Gleichungen  [5.  J  eliminiren  und  damit  die  Aufgabe  zurttckfülirai 
auf  drei  Differentialgleichungen  8.  O.  iwiadien  q^t  q^vaidt 
allein. 

Diese  drei  Differentialgleichungen  sind  aber  wiederom 
die  Differentialgleichungen  eines  Problems  von  der  Form 

ö/(T  -hU)dt  =  0, 

Nach  (2.)  enthält  nämlich  T  +  IT  nur  das  Eine  Glied 

P=m(A'x'     gff)  , 

welches  sowohl  von  A  und     wie  von  den  Yariabelen  q  abhängt. 
Dieses  Glied  liefert  zur  Gleichung  (5.)  den  Beitrag: 

dt  bq      bq  dt  \     bq  bqj 

d 

.   .  hx'      bx       bn  bx' 
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Kiiiiiinirl  man  hieraus  A"  und  B"  mit  HUifc  der  Gleicbungcu  (6.), 
so  ergiebt  sich: 

—       -  ^    SS  —  „        Lv    -  -h  y        —  um      sin  a  . 

dt  (^7  M  +  m\     bq  hqf 

Dieser  Werth  aber  lässt  sich  auch  so  sohreiben : 
dl  ^9'  dl  'S?  ' 

worin: 

il  =;  —         -  (o;  *     y'*;      ymy  sin  cc  . 

Um  also  jene  drei  ülfTorrnlialtiloiclHmiion  zu  biNipn,  Hit*  aus  don 
Gieichuni^en  (5.  durch  Kliiiiination  vou  .1  und  Ä  oulslehcn,  karu» 
man  gleich  von  vornherein  in  T  U  das  (ilied  F  dunrh  U  er- 
setzen und  somit,  da  überdies  bei  den  partiellen  Ditfercnlialionen 
nach  q  und  q'  alle  (llieder  von  selbst  v^eufallen,  die  nicht  von 
diesen  (Frössen  abhängen,  nach  [2.]  nunmehr 

nehmen;  oder,  da  unsere  Gleichungen  unverändert  bleiben» 
wenn  wir  T  U  mit  einem  constanten  Facior  muUipliciren, 
kennen  wir  jeUl  T  und  ü  erseUen  durch: 

und: 

=  —  wj  3  cos  et  , 

worin  nun  die  Werlhe  (iKl  und  i  1  zu  subsliluiren  sind. 
Aus  diesen  Werthen  folgt  aber: 

+    -  (?  +  ,«)«'•  +  r»  -•-  V  +  ««"gl'  -  nS)  • 

Setzt  man  daher  noch : 

I  ^*  4-  n*  =  und: 

l9-) 
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sodass  düs  Tt  iiuheitsmomeilt  des  Körpers  um  die  scnkreehl 
zur  Basis  durch  scim  n  S(  }i\ver])unkt  lichende  :;-Axe  darslcUt, 
so  kann  man  bei  der  HiiduuLi;  der  dreiDifferei^iiaigleichuogeu  [5.] 
den  Ausdrucken  (2.)  die  folgenden : 

,  —  yin  (-1/  4-  m)  C  cos  a 

subslituiren,  in  denen  nunmehr  fUr$,  17,  ^  diejenigen  Fuiuiionen 
der  beiden  Parameter  q^^  zu  seizon  siuil,  welche  die  Ober- 
flBche  im  Körper  fixiren,  auf  der  der  Punkt  m  berabfaHl. 

Damit  ist  unsere  Aufigabe  lurUekgefOhrt  auf  die  Integration 
der  drei  Differentialgleichungen  2.  0.  swischen  9«»  9t  ' 
allein : 


d  hT^ 

dt  he' 

(i  ör, 

dt  tV// 

d  hT, 

dl  bq^' 

Diese  Gleichungen  enthalten  keine  Integrationsconstante  und 
lehren  somit,  dass  die  relative  Bewegung  von  Körper  und  Punkt 
um  den  Körperschwerpunkts  ganz  unabhängig  von  der  Bewegung 
des  letiteren  vor  sieh  geht. 

Femer  kommt  B  selbst  in  T^  -1-  U^  nicht  vor.  Die  Gleich- 
ungen (H.)  besitsen  daher  das  Integral: 

welches,  wie  leichi  zu  sehen,  nichis  anderes  ist  als  der  Flüchen- 
satx  der  A  Ebene  in  der  relativen  Bewegung  unseres  Systems 
um  seinen  Gesammtsobwerpunkt. 

Da  endlich  7^  -f-  auch  frei  von  /,  und  T^  selbst  eine 
homogene  Function  2.  O.  der  Differeulial(}uotienlen  d\  9/,  q^' 
ist,  so  hat  man  noch  das  zweite,  dem  Satz  der  lebendigen  KraR 
entsprechende  Integral  der  Gleichungen  (H.): 
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(13.)  -  17,  «  Ä  . 

Durch  Anweuduiif:  der  llAMiLToN-JACOErschen  Methode  folgt 
hieraus  sofort,  dass  iiuin  die  Aufgabe  auf  eine  partielle  Üillei  en- 
lialgleichung  \.  O.  mit  nur  zwei  unubbüngigen  Yariabeln  zu- 
rückführen kann,  auf  diejenige  Gleichung: 

^{fif  9i»  Ptt  Pi.       =  h 
nämlich,  welche  man  erhall,  wenn  man  aus  dem  Integrale  (43.) 
die  DifferentialquoiieDten  Q't       9,'  mit  Httlfe  der  Substitu- 
tionen: 

elimiDirt. 

Zur  vollsUlndigeD  Ltfsung  dieser  partiellen  Differential- 
gleiehnng  genügt  aber  die  Kenntntss  irgend  einer  von  H  unab- 
hängigen Ltfsung  /'  der  linearen  partiellen  Differentialgleiehung: 

(an  =     'V  _  ö//  V.  ^     ji/;  _      ö/;  ^  ^ 

d.  h.  nur  in  anderen  Worten  ;  Die  vorgelegte  Aufgabe  iüssl  sieb 
mit  Hülfe  von  algebraibcbeo  Operationen  und  blossen  Quadra- 
turen vollständig  lösen,  so  oft  man  noch  irgend  ein  drittes,  von 
den  Integralen  (12.)  und  [^'^.]  unabhängiges  und,  wie  diese, 
von  t  und  G  freies  Inteural  der  DifTerenlialgleichungr'n  (M .) 
zu  linden  vermag;  ein  Resultat,  welches  man  übrigens  auch 
daraus  ableiten  kann ,  dass  nian  einen  von  G  und  /  freien 
.lAcuerschen  Multiplicator  des  Systems  (11.)  keunt,  näuilicb  den 
Multiplicalor: 

^  hQ'h&  hq^hq^   hq^^iq^'  ' 

Nimmt  man  t.  B.  an  — ,  und  hier  komme  ieh  eben  zu  dem 
vorangestellten  Beispiele  — ,  dass  die  Wand  der  Ktfrperbtfhlung 
von  einer  RotationsflMche  gebildet  werde,  deren  Axe  die  s-Axe 
ist,  also  senkrecht  zur  ebenen  Basis  des  Ktfrpers  durch  seinen 
Schwerpunkt  geht,  so  kann  man 

(44.)  ^  s  ^  cos  9  ,    r]  =  Q  sin  9  ,    q  =  gX) 

setzen,  wobei  also  q  und  t  die  Holle  der  frülieien  rarameter  q^ 
und  q,  spielen.  Durch  diese  Substitutionen  geht,  wenn  man 
zur  Abkürzung 

Math.-plijii.  Clufe«  lbt»7.  9 
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setat,     Uber  io : 

^4  -  f  {[(^     »*i  *  +  2 //!(>■  6^  v' 

wahrend  U^  uoverilndert  bleibt. 

-I-  U|  wird  also  aach  frei  von  q  selbst  und  man  erhalt 
daher  neben  den  Integralen  (48.)  und  (13.)  noch  das  dritte  neue 
Integral : 

das  Integral  (Ii.)  femer  wird: 

(Jf  +  m)  X*©'  +  m^«;ö'  +  9')  «  c 
nnd  durch  diese  beiden  Integrale  geht  das  Integral  (1 3.)  Uber  in : 

~  (c 6'  +  //*  c,  ^' )  +    (i/  +  w  -I-   ^5)     +  ^ //*  (Jrf + /«j  i  cos  a  =s  Ä  . 

Unter  Einführung  von  snro  Theil  neuen  IntegrationsconslantaD 
)\,     erhalt  man  aus  diesen  Gleichungen: 

1  Jf  y* 

^  ^M-t-m-h J  *  -I-  </iif  -I-  m)  b  cos  «  = 

oder: 

/dj\*  /Jf-t-m-h 

115.)      \  \flt}  "  2     _  ^  fi/  -f.  ff,)  f  cos  o)  ^*  -  J/;  t 

Aus  (l«»n  beiden  lelzlcii  Gk*i<-lmiii:on.  in  dfiuMi  q  fiiie  iieiielxMK' 
Function  von  und  ihicii  liinerpntiidquolienlen  bozoiclitu't. 
heslinirnen  hich  niittelsl  r  (Ju.ulraluren  /  und  7  ;ils  Func- 

tionen von  r,  womit  idso  nrn;-[<'k<'hrt  iuicli  T  und  7  mIs  Fimrtionen 
\on  /  (iefinirt  sind,  und  dio  crslo  (iloi»'finn|;,  uoK'ho  uninillcl- 
har  duivh  /  ausilrückl.  lehrt,  dass  der  Körper  sieh  mit  t  onstantcr 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  3-A\e  clreht,  im  Besondern  idso 
sieh  selbst  immer  parallel  bleibt,  wenn  er  keine  aofänglichr 
Drehung  erhalten  hatte. 
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Hat  man  die  Yanabelen  0,  9  als  Functionen  vod  t  er* 
mittelt,  so  bestimmen  unmittelbar  die  Gleiotiunc^n  (44.)  die 
Bahn  des  schweren  Punktes  m  auf  dem  Ktfrper  und  nach  (3.) 
und  i44.)  die  Gleichungen: 

X  »  if  eoB(q  'ir  G)  y   y  s  ^  sin  (9  -i>     ,   ^  ^  ^ 

die  relative  Bewegung  dieses  Punktes  um  den  Körperschwer^ 
punkt8,  worauf  die  Gleichungen  (7.)  die  absolute  Bewegung  von 
5,  und  endlidi  die  Gleichungen  (4 .)  auch  die  absolute  Bewegung 
von  m  im  Räume  ergeben. 

Hiermit  ist  die  Anfangs  uufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Man  siebt  sofort,  dass  die  Gleichungen  (44.)  keineswegs 
dieselben  sind,  als  ob  der  Körperschwerpunkt  8  fest  würe,  der 
Körper  sich  also  nur  um  die,  senkrecht  zur  schiofen  Ebene  durch 
S  gelegte  z-  Axe  drehen  konnte,  und  erkennt  daraus,  dass  die 
Lösbarkeil  des  Problems  in  dem  betrachteten  Beispiele  wesent- 
lirh  der  Annahme  zu  verdanken  ist,  dass  der  Körper  auf  der 
schiefen  Ebene  gleiten  kann. 

Ich  ftJge  noch  hinzu,  dass  die  jdlüemeine  Aulijahe  immer 
lösbar  wird,  wenn  sich  die  Körperlioiiluni:  auf  einr  blosse  Rinne 
oder  einen  blossen  Kanal  rediicirl.  Denn  dann  werden  die 
Coordinaten  if.  i."des  Punktes  m,  indem  diesem  eine  bestimmte 
Curve  auf  oder  in  dem  Körper  vort:es<hrieben  ist,  Functionen  eines 
einzigen  Parameters  7,  das  Integral  (12.)  liefert  daher  0'  als 
blosse  Function  von  q  und  q\  und  indem  man  diesen  Werth 
von  G'  in  das  Integral  13.)  substituirl,  erhilll  man  eine  in  9' 
quadratische  rdeiehung  zwischen  q'  und  q  allein,  womit  das 
Problem  auf  eine  blosse  Quadratur  zurückgeführt  ist. 

Eodlicb,  wenD  man  die  Gleichung 

9(5» S)  =  0 

derjenigen  Oberlliiche  im  starren  Körper,  auf  welcher  der  schwere 
Punkt  m  herabfallt,  nicht  durch  Einführung  der  Parameter  9^ 
und  identisch  erfüllt,  so  treten  an  die  Stelle  der  beiden  leisten 
Gleichungen  (44.)  die  drei  Gleichungen: 


(46.) 


d  hT^ 

dt  )r 

d  hT, 

b{T,  4- 

dt  ^1] 

d  b'J\ 

,  dt  dr 

-  b  fp 
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In  den)  Falle,  wo  der  Punkt  die  Oberfläche  etwa  nach  der  durch 
^  <  0  markirten  Seite  zu  verlassen  vermag,  gelten  diese  (ileicb- 
ungen  ebenso  wie  die  Gleichungen  (H.)  nur  so  lange,  als  der 
Punkl  wirklich  auf  der  OberÜUche  bleibt.  In  den  Gleichungen 
(16.)  ist  aber  dann,  bis  auf  einen  stets  positiven  Factor^  l  dem 
Drucke  gleich,  den  der  Punkt  auf  die  Flache  austtbt.  Die  Be- 
rechnung von  k  nach  Integration  der  Gleichungen  (II.)  und 
die  Untersuchung  seines  Vorseichens  giebt  daher  Aufschluas 
darüber,  ob  und  wann  der  Punkt  die  Oberfläche  verlässt. 
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SITZUNG  VOM  U.  NOVEMBER  4887. 

Dr.  Johaimai  Waltte,  Die  Enistehung  von  KantengerifUen 
in  der  GalainwOsle,  ( Vorgelegt  vm  Ii.  Credner,)  Mit  einer  Tafel, 

Dil»  FiMüc  n.icli  «1er  Bildung;  jener  eit:eiitliUmliehen  »/>»vv- 
kanteru  oder  nhantfnifft  öllev ,  welche  sieh  im  Diiiiviiiiii  der  nord- 
deutschen Tiefebene  hnden,  ist  in  den  lelzlen  .lahren  in  sehr 
verschiedenem  Sinne  erörlert  worden,  ohne  eine  allseitig  aner- 
kMinle  Beantwortung  erfahren  zu  haben. 

Jeder,  wenn  auch  kleine  Beiiniji;  zur  LOsung  des  Prohlema 
dürfte  daher  willkommen  aeln.  Ich  zdgere  deshalb  nieht,  Uber 
einige  Beobachtungen  in  der  Galalawttste  zu  berichten,  welche 
mit  der  Bildungaweiae  der  norddeutschen  Kantengerolle  in  Zu- 
sammenhang zu  stehen  scheinen. 

Die  Sogenannte  arabische  wilste  swisehen  Nil  und  Rethem 
Meer  ist  ein  Bergland  von  überaus  complicirtero  Bau.  Ein  System 
von  Dislooationen  hat  das  ursprünglich  einfonnige  Tafelland 
verbrochen.  SlafTelbrttche  und  Grabenversenkungen,  Flexuren 
und  weite  Aufl^rUche  lassen  unter  den  eozUnen  Kalken  sowohl 
Kreidemergel  und  Hudislenbiinke,  wie  die  fossilieeren  Schichten 
des  nubischen  Sandsteins  heraustreten.  An  manchen  Stelleo 
nimmt  sogar  der  liegende  Gnmil  einen  wichtigen  Anthcil  an  dem 
grossartigen  Landschaftsgeniiilde.  Das  Fehlen  jeder  Hlleren  als 
cretaoeiscben  Schii^hteareihe  bot  ein  ungelöstes  Riühsel,  welches 
nur  noch  rüthselhafter  wurde,  als  vor  einigen  Jahren  Scbwfin- 
KiRTii  im  nubisehen  Sandslein  des  l'adi  Aral>ah  am  Fnsse  der 
nördlichen  Galala  eine  Kalkbank  entdeckte  mit  Crinoidenstielen 
und  vielen  Brachiopoden,  welche  durch  K.  Bkyrich  als  Spiri- 
gerina  concenlrica  bestinnul  wurden.  Das  Auftreten  von  devo- 
nischen  Brachiopoden  in  der  sonst  fossilleeren  tlber  400  lu 
rottchligen  Scbicbleugruppe  beansprucht  ein  hervorrageDdes 
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JOUAMMES  WaLTUER, 


iDieresse  und  mit  Freudeo  nahm  loh  die  Einladung  van  Prof. 
ScHWBiirFDiTBan^mUihfngeineinstiinjeneLoeaHtlltzountersuchen. 

N;ich  njehrl.iL;ii,'etn  Sliirni  erreiclile  ich  inil  einem  arabischen 
Fischerboot  die  ufi  ikanische  Küsle  und  traf  in  der  Nahe  des 
Leuchlthurins  von  Zafarane  am  25.  April  mit  Prof.  ScHWBiifFiTRTH 
zusammen,  um  metirere  Tage  lang  die  Lagerung  der  paltfoio- 
lachen  Schlohleni  wie  sie  eine  Tagereise  vom  Kloster  St.  Anton 
entfernt  hervortreten,  zu  untersuchen. 

Am  28.  April  verliess  ich  zu  Kameel  das  Lager,  um  die  Ver- 
breitung der  Crinoidenbank  nach  Süden  festzustellen.  Eine 
Reihe  von  Slafl'elbrUchen  mit  steilen  Abfallen  veranlassten  mich, 
das  Kameel  mit  dem  Beduinen  znrUckznschioken  und  zu  Fuss 
weiter  vorzudringen.  Nachdem  ich  einige  der  heteroklinen  Thfller 
gekreuzt  hatte,  kam  ich  in  ein  Uadi  von  etwa  4  km  Breite  mit 
synklinalem  Einfallen  der  Schichten.  Einige  verdorrte  Salau- 
labttsche  und  Gerdllablagerungen  deuteten  an,  daas  hier  einst- 
mals Waaser  geflossen  sei,  allein  die  Vertheilung  der  Gerölle  im 
Rinnsal  Hess  erkennen,  daas  die  WaaserlÜhrung  desselben  Ober- 
aus unregelm^lg  erfolgt  sein  mttsse.  Das  heutige  Rinnsal  war 
etwas  eingeschnitten  In  elnülteres  GertfllUiger,  welches  auf  einen 
früher  grMeren  Wasserreiohthum  dieses  Uadl's  hindeutet. 

Da  in  jener  Gegend  am  5.  April  bedeutende  Regengttsse 
niedei^egangen  waren,  so  trugen  alle  Gerttlle  des  Inneren  klei- 
neren Rinnsals  die  Spuren  der  transporttrenden  Thtftigkeit  des 
Wassers.  Sie  waren  in  Folge  dessen  gerundet,  aber  doch  rauh 
anzuftthlen  und  entbehrten  durchaus  jenes  höchst  charakteri- 
stischen speckigen  Glanzes,  welchen  das  Sandgebläse  der  Gham- 
slnstürme  fast  allen  Gesteinen  in  der  Wtlste  giebt.  Im  Gegen- 
satz zu  diesen  jüngst  vom  Wasser  neu  bearbeiteten  Geröllen 
waren  diejenigen  dertflteren  Kiesablngerungen  an  den  Gehängen 
des  Tadi  schon  eine  geraume  Zeit  hindurch  vom  Wasser  nicht 
mehr  bespült  worden,  denn  oberflächlich  trugen  sie  alle  die 
Politur  von  Seiten  des  Flugsandes.  Gerölle,  welche  nur  zur  Hülfle 
aus  dem  sandigen  ZwischenmiHel  herausragten,  waren  in  ihrer 
unteren  Hillfte  gerundet,  aber  rauh,  und  nur  soweit  vom  Sande 
polirt,  als  sie  aus  der  Erde  herausschanlen.  Ich  hatte  diese  Er- 
scheinun}^  auf  meinen  Reisen  durcli  die  Sinaiwüsten  schon  mehr- 
fach beobachtet,  allein  hier  Hei  mir  ein  Charakterzug  an  den 
Gerüllen  auf,  den  ich  bis  dahin  noch  niemals  gesehen  hatte. 
Viele  vom  Sande  polirten  Gerülle  von  hartem,  klingenden  Kalk- 
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sloin  zeiiitfn  niitnlicli  mehr  oder  minder  deutlirlie  Knuten  auf 
ilir<M-  OlK'rllii('lu\  Bald  waren  diosolht  ii  nur  anuedoulet,  bald 
so  scharf  aust^epriigt,  dass  muu  einen  liarchuriuäzahn  vor  sich 
zu  haben  ineinte. 

Ich  vtM"foiiile  das  l'adi  eine  Strecke  lanp  ]>is  zu  seiner  flachrn 
Ausniündung  in  »iie  weile  WüsliMiebene  innl  fand  IiIxmmII  die- 
selben Facetten  an  den  K.alki;t'rollcu,  duichwet:  alter  nur  an  »len 
VüUi  Sand  polirten.  nie  an  den  vom  Wasser  tierolllen  Stücken. 

Bei  Verfoii^un^  dieser  Kntdeckunj:  halle  ich  mich  von  meinem 
We{;e  \erirrl,  dazu  trat  gegen  Mittaj;  Sandsturm  ein,  und  da  icli 
keine  .Nahrungsmittel  nu'tgenonnnen  liatte,  fnussle  icli  die  inter- 
essante Localilät  veHassen  und  nach  (Umm  Lager  zu  gelangen 
such«'ii.  .Nach  zweistündigem  Wandern  errt'iehle  icli  das  llaii[it- 
Ihal  der  Gegend,  das  eigentliche  Uadi  Arabah,  in  dem  die  Zelle 
aufgeschlagen  waren.  Zu  meiner  Freude  fand  ich  auch  hier  auf 
denflaehen  Sehotterterrassen  an  den  Gehänge  des  Thalesdieselben 
oberflächlich  polirten  6ert»11e  und  wiederum  waren  auf  vielen  der- 
selben deuUiche  Kanten  angeschlifien.  Am  Nachmittag  wurde 
der  Sandsturm  so  stark,  dass  das  eine  Zelt  umgerissen  wurde, 
das  andere  aber  von  42  Beduinen  gehalten  werden  musste,  um 
es  vor  dem  gleichen  Schicksal  su  bewahren.  Jetzt  bot  sich  die 
beste  Gelegenheit,  xu  beobachten,  wie  die  Sandwolken  Uber 
die  Geririle  dahinsogen  und  dieselben  polirten.  An  manchen 
vorher  sandfreien  Stellen  war  fusshoch  der  feine  Quarxsand 
aufgeweht  und  überall  wirbelte  er  schleifend  zwischen  den 
Gertfllen.  Von  Bedeutung  für  die  Entstehung  der  Kanten  schien 
zu  sein,  dass  die  GeriiUe  nahe  aneinander  lagen,  indem  dadurch 
Hindemisse  und  Interferenzstreifen  geschalten  wurden  fUr  die 
Bewegung  des  wirbelnden  Sandes.  Nicht  alle  Gerölle  trugen 
Kanten,  und  wirkliche  X>re(kanter  dürften  kaum  4^  darunter 
gewesen  sein.  Dahingegen  Hessen  sich  alle  möglichen  Uebergänge 
beobachten ,  von  völlig  runden  Flüchen  zu  kaum  bemerkbaren 
Kanten  und  endlich  bis  zu  schneidenden  Schürfen,  üb  diese 
scharfen  Kanten  alle  gleichmUssig  zur  Windrichtung  orientirl 
waren,  dardber  finde  ich  leider  keine  Aufzeichnung  in  nieinen 
Tagebüchern . 

Auf  beifolgender  Tafel  ist  eine  Anzahl  charakteristischer 
Kantenuerölh*  aus  der  GalalawÜste  zur  Darstellung  gebracht. 
Sie  gleichen  in  ihrer  Gestalt  solch<'n  aus  dem  norddeutschen 
Diluvium  zuui  Verwechseln.  Namentlich  möchte  ich  darauf  noch- 
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mals  besouders  hinweisen,  dass  eino  Anzahl  der  abj;ol>i kielen 
Kanlengerülle  nur  nnt  ihrer  oberen  Hiilfle  .-ms  dem  Boden 
herausraetlen  und  nur  hier  die  angeschlillonen  kanten  zeigen, 
während  die  iinlere  von  Krde  hedeekle  Ualfle  keinerlei  kanten 
erkennen  lüsst  und  völlig  der  Sandpolitur  entbehrt.  Ich  glaube, 
dass  gerade  diese  Stücke  sichere  Beweise  dafür  liefern,  dass  es 
nur  die  schleifende  Thatigkeil  des  WttstensaDcies  ist,  welche 
hier  die  faceUirle  Oberüttohe  erzeugte. 
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Bf.  Ed.  Stody»  Ueber  den  Bep'tff  der  invariante  algebraischer 
Formen,  [  Vorgelegt  im  A*  Mayer.) 

1. 

vorliogendt'  Notf»  erli(>l)l  kotncii  Ansunwli  iIjumuI".  iVw 
W issensehjifl  um  iriziMxl  wolche  neue  riirorcmc  /u  IxMciclin  n ; 
was  all  ihroni  inat<'rii'lUMi  fiihalt  vii^lloichl  ikmi  sein  in.it:,  ist 
fianz  clouHMilarer  Naltir.  Si<^  i)('/,\v(»ckl  Iheils  cirif»  schiii  IVr«- 
UmuTcir/iiuu,  theils  «»ine  Krwfitormif^,  llieils  ancli  eitir  von  iU'v 
hisluM  iiien  ju  incipieli  ahweiciiendc  Fassung  <ier  GrunUbegriile 
der  ln  \ ariaiiU'Hlheoric. 

Hu  t'  Voranlassuni:  war  das  Bedürfniss  nach  einer  scharf 
iinischrielienen  Beslininiung  des  Hefirilles  der  » irraliunalen  (]o- 
varianlc«,  welches  siel»  mir  l)ei  verschiedenen  I  nlersuchuniieri 
auff^edränj^l  halle.  In  der  mir  bekannien  Lilleralur  fand  ieii 
dasselbe  nicbl  befriedi|;t,  ja  ich  fand  sogar  ttberhaupi  keine 
Definition  dieses  Begriffes,  wiewohl  man  das  Wort  mehrfach 
gebraucht.  Um  zu  einer  solchen  Definition  zu  gelangen,  schien 
mir  nun  der  gewöhnliche  Begriff  der  rationalen  Govariante  kein 
geeigneter  Ausgangspunkt  zu  sein.  Auch  war  es  mir  bereits 
aus  anderen  Gründen  wttnschenswerth  erschienen,  die  Fassung 
der  Grundbegriffe  der  Theorie  der  Invarianten  etwas  abzuändern. 

In  einer  Reihe  von  Untersuchungen,  die  ich  demnächst  der 
Oeffentlicbkeit  zu  übergeben  gedenke,  sah  ich  mich  hXufig  ver- 
anlasst, solche  Formen  zu  betrachteui  von  welchen  gewisse  In- 
varianten von  vom  berein  gleich  Zahlm  gesetzt  sind.  So  zeigt 
sich  zum  Beispiel,  dass  für  das  Studium  der  Gruppe  von  linearen 
und  dualistischen  Transformationen,  welche  einen  festen  Kegel- 
schnitt in  sie!»  selbst  überfuhren,  die  Betrachtung  einer  ternüren 
quadratischen  Form  von  Wichtigkeit  ist,  deren  Invariante  einen 
numerischen  Werth  hat. 
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Solche  Formen  verlieren  nun  im  Allgemeinen  ihre  Eigen- 
ihttmlicbkeit,  sotiald  man  auf  sie  lineare  Transformationen  an- 
wendet, (leren  Determinante  von  der  Einheit  versehieden  ist; 
denn  jene  Invarianten  erhalten  ja  dann  einen  Factor,  welcher 
eine  Potenz  der  Transformationsdeterminante  ist. 

Es  erscheint  mir  daher  zweckmassig,  in  der  Invarianten- 
theorie iin  Allgemeinen  nur  von  solchen  linearen  Transforma- 
tionen Gebrauch  zu  machen,  deren  Determinante  den  Werth 
Eins  hat. 

Eben  dahin  führt  auch  der  nabeliegende  Wunsch,  die  De- 
finition der  Invariable  in  derPormentheorie  so  einzurichten,  dass 
sie  sich  aus  dem  allgemeinen  Invartantenliegrifr,  welchen  Lib  in 
seiner  Theorie  der  Transfomiationsgruppen  zu  Grunde  legt, 
durch  Specialisirung  ergiebt.  Das  ist  aber  mit  dem  bisherigen 
BegrilTe  der  Invarianten  algebraischer  Formen  bekanntlich  nicht 
der  Fall. 

Femer  Itfsst  mir  noch  ein  dritter  Grund  eine  Abweichung 
von  der  gebräuchlichen  Passung  des  InvariantenbegrilTes  wttn- 
schenswertli  erscheinen. 

Man  delinirt  bekanntlich  als  »Invariante«  eine  g^nze  ratio- 
nale Function  der  Coeriicienten  algebraischer  Formen,  welche 
sich  naph  Ausführung  einer  linearen  Transformation  mit  einem 
Factor  reproducirt,  von  welchem  man  entweder  verlangt,  dass 
er  eine  Potenz  der  Transformationsdeterminante  ist,  oder  auch 
nur,  dass  er  allein  von  (Ion  (lonsttanten  der  Transrorin.ilion 
.'il)hiini!(  .  Im  lo(/t(M  (Mi  Fülle  heirasi  man,  dass  dieser  Factor  eine 
Potenz  der  TransformatioosdetiTminante  ist. 

Hat  man  es  nun  nur  mit  Functionen  der  Coeffioienten  einer 
einzigen  Grundform  zu  thun,  so  folut  sofort,  dass  eine  jede 
Invarianle  eine  horiiof/nn'  Function  ihrer  Argumente  ist.  Dersell)e 
Seliluss  kann  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  gemacht  werden, 
sobald  es  sich  um  simultane  Invarianten  mehrererPormen  handelt. 
Seien  zumBeispiol  {a  i  ] ,  [bx)^  (cx  drei  binäre  lineare  Formen,  so 
ist  bereits  (if>  -h  {he  eine  Invariante,  welche  obiger  Delinilion 
vollkommen  genÜL'l.  aber  nicht  in  Bezut;  auf  die  (locfficienten 
jeder  einzelnen  lirundform  lioiiiouen  ist.  Für  dns  Studium  der 
(iruppe aller  lifiearenTransfürmatiouen,  deren  Invarianteulheorie 
eben  die  lliciu  ic  ilvv  algebraischen  Formen  ist,  haben  aber  der- 
artige Bildungen  keinerlei  Bedeutung;  hier  interessiren  nur 
solche  Li^eoschaflen  der  algebraischen  Formen,  welche  allein 
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von  den  Verhältnissm  der  Cnpfficicntoii  o\nvr  j»»(lcn  ;«l>hiiniien. 
Man  sieht  sich  daher  jeUl  j^cnüllii^t,  dt'ii  Hci^rin"  der  InvariaiUe 
nachträglich  einzuschränken,  und  die  lloniogeneität  nun  aus- 
drücklich zu  verlangen,  während  man  sie  im  besonderen  Falle 
noch  beweisen  konote.  Es  scheint  mir  aber  zweckmüssii^ei-, 
von  vornherein  einen  einheiUichm  Begriff  der  Invariante  lu 
Grunde  zu  legen. 

Eine  Abweichung  von  dem  seitherigen  Invariantenbegrill 
wird  aber  geradesu  inr  Nothwendigkeit,  wenn  man  auch  irra- 
tionale Invarianten  mit  in  Betracht  liehen  will.  Wahrend  nttm*- 
lich  hinsichtlich  der  rationalen  Invarianten  wenigalens  das 
Theorem  besteht,  dass  eine  jede  eine  ganze  Function  von  homo- 
genen Invarianten  ist ,  gibt  es  hinsichtlich  der  irrationalen  In- 
varianten kein  ähnliches  Theorem ;  man  muss  also  jetzt  entweder 
auch  nicht- homogene  Invarianten  xulassen,  was  im  Allgemeinen 
keinen  Zweck  hat,  oder  man  muss  die  HomogeneYtfit  mit  in  den 
Begriff  der  irrationalen  Invariante  aufnehmen.  Dann  aber  muss 
man  dasselbe  doch  offenbar  auch  hinsichtlich  der  rationalen  In- 
varianten tbun. 

Was  endlich  die  Umgrenzung  des  Invariantenbegriffes  an- 
langt, so  iHsst  sich  geltend  machen,  dass  die  übliche  Definition 
der  Invariante  umfassender  ist,  als  man  sie  in  Wirklichkeil  tiv- 
brauchl  und  gebrauchen  kann.  Seien  z.  H.  A  und  B  irgend 
zwei  li\ Varianten  lileichen  Grades,  so  bezeichnet  man  auch 
A  -h  Ä.B  als  eine  Invariante,  wo  X  irgend  eine  Zahl  sein  kann, 
z.  B.  auch  SS  tt.  In  Wirklichkeit  operirt  man  aber  in  allen 
Fällen,  wo  man  einen  soIcIumi  Parameter  specialisirt.  nur  mit 
rationalen  Zahlen,  und  es  wird  sich  auch  niemals  ein  Redarfniss 
herausstellen  können  ,  in  der  Theorie  der  rationalen,  l»e/(l|_'lich 
algebraischen  Invarianten  andere  als  rationale,  bezüglich  alge- 
braische Zahlen  /u  LM'ln-.iuchen Es  scheint  mir  gut,  <lie 
Hestimmun^  der  (it  (issengebiote ,  in  welchen  man  sich  be- 
wegt, auch  sogleich  mit  in  den  UegriÜ  der  Invariante  aufzu- 
nehmen. 


i)  Vgl.  KiinsKCKF.R,  r.runilzu^c  vitxer  arilhmrliscIuMi  Theori««  der  alp«'- 
hraischen  Grossen.  Feslstrluift,  Uerlin  488St.  §  3,  S.  7.  Die  iu  diesem  Werke 
oiedergel^teD  Ideen  sind  für  die  ganze  Gestaltung  der  nachlier  aufzustellen- 
den GrondbegrifTe  mass^Thond  p(>^^('v,>^ :  aucli  hnbo  ich  mich  der  In  dem- 
selben angewendeten  Terminologie  im  Wesentlichen  angeschlossen. 
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2. 

Ich  will  nun  versuchen,  ein  System  von  BegrifTsbildungen 
XU  onlwickeln,  welches  den  genannten  Bedürfnissen  Rechnung 
trä!j;t,  und  sich  auch  auf  irrationale  Invarianten  erstreckt.  Um 
jedoch  dem  ganxen  Gebtfude  die  nOthtge  Einfachheit  tu  wahren, 
und  seinen  Plan  besser  hervortreten  zu  lassen,  gebe  ich  die  auf- 
zustellenden Begriffe  nicht  sogleich  in  ihrer  grtfssten  Allgemein  - 
heit, und  auch  nicht  genau  in  der  Form,  in  welcher  sie  spater 
verwendet  werden  sollen.  Alle  Definitionen  sind  daher  so  zu 
verstehen,  dass  nachträgliche,  besonderen  Bedürfnissen  ent- 
sprechende Erweiterungen  vorbehalten  bleiben. 

Wenn  im  Folgenden  von  einer  ^linearen  Tramfoimalionm 
schlechtweg  die  Rede  ist,  so  isl  daniil  immer  eine  solche  von  der 
Determinante  Eins  gemeint.  lüne  lineare  Transforn>etion,  deren 
Determinante  einen  unbestimmt  gelassenen  Werth  hat,  wird  als 
eine  »aUfjrnuifH'  lineare  Trantformatiou «  bezeichnet.  Die  (l(»ef- 
fieienlen  der  Transformalion  werden  im  letzteren  Falle  als  vülliji 
unbestimmieVerüoderiiche*)geducbl,el)ensoa))eriiuchimersteren, 
mil  Ausnahme  »ler  einen  anfIe^ebenen  Hesohränkung.  Es  ver- 
steilt sieh  von  selbst,  und  wird  im  Folgenden  nicht  wieder  her- 
voriiehoben,  dass  bei  AuslUlirunt;  eirier  linearen  Transformalion 
die  i^oenieienten  der  TransfonuuliuD  immer  als  rational  bekannte 
Grössen  anznM'ht'ii  sind. 

y'lnnn  Kinlc}ii'i(/rnsi  h(ilh'  in  derfiruppe  aller  linearen  Trans- 
roinialiimen  heissl  die  Migei^sihan  einer  Function  der  Coeftici- 
cnlen  algebraischer  Formen,  sich  nach  A usliihrung  einer  linearen 
I  ransforniation  ^vun  der  Delernnnanle  Eins)  unveranderl  lu  re- 
produciren. 

Ich  beginne  mit  der  rmgrenzung  des  fUr  die  Theorie  der 
ln\ai  ianlen  juitüi  Uchen  Hationntitülshereiches,  welchen»  alle  in 
ihr  zu  untersuchenden  (irössengallungen  enlstammcn. 

Gebiet  I.  (Stammbereich).  Ah  rational  bekannt  angesdtm  wird 
eine  jede  gan!^e  raiimate  Function^  der  Coefficienien  einer  oder 
mdirerer  algebraischer  Formen  und  ^wisset-,  in  jedem  Falle  aus-- 


I;  Hie  Probleme,  mit  welchen  sich  die  hwariantmttkeorie  bescbSfligt, 
geben  im  Allgemeinen  keine  VeranlaMnng,  die  Transformationen  mil  ratio- 

nalen  Zahloiuoerticienten  »us/uzeichnen.  Dieselben  besilien  auch  geome- 
triscli  niclils  Ausgezeiclmclcs. 

2;  Icli  Itediene  mich  des  Ausdruckes  »Function«  statt  des  an  sich  be- 
zeichnenderen Wortes  »Form«,  um  Verwechselungen  vorzubeugen. 
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driiqldich  zu  (Kljuiu/irciulcr  Ptu  (imcleriii/stcitir,  trclrhe  in  ili-n  Co- 
efficienteu  jeder  einzelnen  Form  und  den  Pnruntetern  jedes  einzelnen 
Systems  honnnfn  isl,  iind  als  Coefficienlen  nur  iiosihreuder  ne(jative 
(junze  Zahlen  hat.  Die  Coefficienlen  der  geyebenen  Formen  werden 
dabei  als  vülliy  unbestimmte  Grüssen  gedacht . 

Anmerkung.  Uuler  d«'n  FiinctioiuMi  des  (lebieles  I  werden 
in  bekannter  Weise  die  gnn/on  Zahlen  und  tiie  adjungirten  Pa- 
rameter Hill  eiul)egriH'en.  Sic  sind  homogene  Funcliuneu  vom 
Grade  Null  in  allen  Coeffioientensyslemen. 

Def.  /.  n(i<rnzt'  Innirinnten  heisst  jede  Function  des  Gebietes  Ij 
welche  die  Invurianteneigenschaft  hesilzt. 

0  Ganze  Covarianle((  gegebener  Formen  heisst  jede  ganze 
Invariante  in  dem  siinullancn  System  derselben  und  gewisser^ 
einem  jeden  Systeme  hinzuzufügender  linearer  Formen. 

Zusatz  I .  rtKiiie  gatize  Invariante«  isl  nach  Def.  I  auch  jede 
ganze  Zahl,  sowie  jede  ganze  ganzzahlige  houitigene  Function 
der  adjungirten  Paran»eter.  Doch  wird  n)an  diese  in  der  Hegel 
nicht  als  »Invarianten«  bezeiclinen.  sondern  dies  Wort  für  die 
Functioneo  mit  Invarianteneigeusehaft  vorbehalten,  welche  wirk« 
lieb  Goefficienten  algebraischer  Formen  enthalten.  Man  betrachtet 
es  duDD  als  selbstverstandlieh,  dass  jene  Constanten  einem  jeden 
System  von  Invarianten  hinzöge fttgt  werden. 

ZusaU  i.  Der  Be^^riff  der  s  ganzen  Govariante«  ist  nach 
Def.  I  kein  vttllig  bestimmter,  sondern  hüngi  von  der  Zahl  und 
Arider  dem  betreffenden  Systeme  hinzugefügten  linearen  Formen 
ab.  Welche  Formen  zu  adjuogiren  sind,  darüber  wird  das  jedes- 
malige Bedttrfniss  entscheiden.  Die  Nothwendigkeit,  überhaupt 
neben  dem  Begriffe  der  Invariante  den  der  GovarianteeinzufUhren, 
liegt  darin,  dass  gewisse  Grundprobleme  aus  dem  Gebiete  eines  ' 
Systems  von  Formen  nicht  durch  Betraehtung  der  »Invarianten« 
des  Systems  allein  erledigt  werden  können .  Eben  dieser  Umstand 
weist  aber  auch  auf  eine  Begrenzung  in  der  Zahl  der  zn  adjun- 
girenden  linearen  Formen  hin.  Ftlr  die  meisten  Zwecke  genügt 
es  bekanntlich ,  im  Gebiete  n^^^  Stuft;  ;i  —  I  Systeme  solcher 
Formen  einzuführen,  welche  bezüglich  1 ,  2,  .  .  .  x  . . .  II  — >  4 
Formen  enthalten;  wobei  die  Goefficienten  des  Systems  nur 
zu  den  sc-reihigen  Delerminanlen  verbunden  auftreten,  welche 
man  der  aus  ihnen  gebildeten  Matrix  entnehmen  kann.  Man  wird 
daher  für  gewöhnlich  den  Begrifl'  der  ^ganzen  Covariante*  im 
engeren  Sinne  nur  für  die  simultanen  InvarianUn  der  gegebenen 
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Grundformen  mä  jenen  Stfttmen  Unearer  Formen  gebraudMn, 
und  da,  wo  besondere  Zwecke  die  Herbeiziehiini;  weiterer  linearer 
Formen  erfordern,  dies  ausdrttclLlich  festsetzen. 

ZuseU»  J.  Eine  ^itJM  Covariante  vom  Grade  Nuü  in  den 
Coefficienten  der  (jcycbenen  Grundformen  heiszt  »ganse  identiiche 
Covariante 

Zutaiz  4,  Ersetst  man  in  einer  Grundform  die  in  ihr  auf- 
tretenden YerAnderlicben-Reihen  in  geeigneter  Weise  durch  die 
Coef6cienlen  eben  so  vieler  linearer  Formen,  so  erhalt  man  be- 
kanntlich ganze  Invarianten  des  simultanen  Systems  der  Grund- 
form und  dieser  linearen  Formen.  Wir  wollen  nun  festsetzen^ 
dass  dies  immer  geschehen  soll,  so  dass  also  nunmehr  die  Grund- 
formen selbst  unter  den  Begriff  der  Invarianten,  bezüglich  Co- 
rtfriantrn  fallen.  Die  ursprüiuflichen  Wn  Umierlichen  kommen  durch 
diesen  Schritt  aus  der  Theorie  der  Invarianten  ganz  in  Wegfall^ 
und  hchüUen  nur  noch  eine  zur  Begriffsbildung  dienende^  ver- 
milielnde  Holle  An  ihre  Slelle  treten  jene  linearen  Formen, 
derpQ  Systeme  (v^l.  Zusatz  2)  wir  jeizi.  ohne  Missdoutungen 
fürchten  zu  müssen,  üIs  »Veränderliche«  bezeichnen  dtlrfen^). 
D.miit  soll  natilrlieh  nicht  izcsatit  sein,  dass  diese  Formen  etwas 
Anderes  wiiicii,  als  die  riinindformen  s<'lbst;  es  wird  durch  das 
Wot  i  tiur  ihre  Stellung  in  der  Theorie  jener  Grundformen  be* 
zeichnet. 

Zusatz  ö.  Darin,  dass  wir  in  dei-  Dcfinilion  des  St.itiinibe- 
reiches  festgesetzt  haben,  dass  die  Coeflicientcn  der  gegebenen 
Formen  als  völlig  unbestimmte  Grössen  gedacht  w  erden  sollen, 

<)  Vgl.  Kronecker,  a.  a.  0.  S.  95. 

8}  Im  tciiiaren  Ufhiete  z.  B.  wird  es  nach  dieser  Definition  zwei  Arien 
.  von  «Verunüerlicheuo  gehen.  Eine  en^le  Art  von  »Veränderlictiena  besteht 
aas  dem  Inbegriff  aller  Goerficienten  einer  linearen  Form ,  welche  gleich 
Null  gesetzt  eint  n  Punkt  vorsteilt;  eine  »Veränderliche«  der  zweiten  Art 

ist  (Irr  Inl><v'"fl  alltT  Determinanten,  die  man  der  .Matrix  der  Cocfficienleo 
zweier  Veränderlichen  der  ersten  .\rt  ontiu  hmen  kann.  Diese  Determi- 
nanten sind  wieder  Coefticienten  einer  i»cuütriigredienten«)  linearen  Form, 
welche  jeine  Linie  vorstellt.  Im  quaternSren  Gebiete  hat  man  drei  wesentlich 
verschiedene  .\rten  von  "Verftnderlicben«,  entsprechend  den  geometrischen 
Bi'i^ndiMi  I'uiikt,  ficrade,  Ehen*',  ii.  s.  f.  Der  Untersrhitnl  unserer  jet/iccn 
Delinilion  dt'««  BepnllVs  »N  etäiulerliche«  von  der  gebrauchlichen,  von  nur 
noch  Anfangs  benutzten,  liegt  einmal  in  der  Zu.sammenfassuog ,  wonach 
ganze  Slalrices  von  »Verllnderlichen  «  der  alteren  Definition  jetsi  als  eine 
cinzit:e  Veränderliche  bezeichnet  werden;  dann  aber  vor  Allem  in  ihrer 
Behandlniii:  tn-i  linearen  Trari'-fnrnuifionen,  die  sich  von  der  Bebandiuog 
der  zu  untorsuciicuduu  tonueu  uiclit  wehr  unterscheidet. 
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liegt  bereits,  dass  cino  gnnze  ganzznhiige  hoinoiicno  Fuiiclion 
dieser  Cirttssen  nur  ({(inn  n\s  oiur  »^iinze  Invariante"  l>ezeit'hnt't 
werden  darf,  wenn  sie  in  dem  (/(inzen  Geb\e\e  ihrer  Arijumente 
die  Invarianteneiiienschaft  hat.  Eine  ganze  izanzzahlitie  Funclion, 
die  nur  solange  die  Invarianleneigenschaft  lial,als  ihre  Ai  fiiinienle 
iiew  issen  Relationen  genügen,  bezeichnen  wirnichl  alseine  »ganze 
Invariante«,  und  zunächst  (Iberhaupt  nicht  als  eine  »Invariante«. 

Eine  solche  Function  kann  aber  sehr  wohl  innerhalb  Jenes 
Theilgebieles  einer   ganzen  Invariante«  gleich  sein. 

(k'biet  II.  Jlierhcr  stellen  wir  alle  Functionen,  welche  Quo- 
Uenten  zweier  (irüssen  des  Gebietes  I  sind. 

Def.  IL  »nationale  Invariante*  heisst  jede  Function  des  Ge- 
bietes Ily  welche  die  Invarianteneigenschaft  besitzt. 

1*  nationale  Covariante*  der  gegebenen  Grundformen  heisst 
jede  rationale  Invariante  in  dem  ericeiterten  System  der  Grund" 
formen  und  der  hinzuyefüfjten  i>Veränderlichenti.  welche  in  Be%ug 
auf  die  Coef/icienten  der  letzteren  eine  ganze  Function  ist. 

Die  Theorie  dieser  rationalen  Invarianton  uad  Govartanten 
ittssi  sich  ohne  Weiteres  auf  die  der  ganzen  InvarianteD  und 
(kyvarianten  surttckfuhren : 

Lehrsatz*  Jede  rationale  Invariante  ist  der  Quotient  zweier 
ganzer  Invarianten;  jede  rationale  Covariante  ist  der  Quotient 
einer  ganzen  Covariante  und  einer  ganzen  Invariante, 

Bei  dem  Beweise  dieser  Behauptung  dürfen  wir  uns  auf 
den  ersten  Fall  beschränken,  da  dieser  den  anderen  mit  um- 
spannt. 

Es  seien  ,  6^ , ...  die  Goefficienten  der  gegebenen  Formen, 
d^yb^',  ...  die  entsprechenden  Goefficienten  der  transformirten 
Formen ,  also  homogene  lineare  Functionen  besttglich  der  a| 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  su  untersuchende  Function  als 
ein  Bruch  dargestellt  ist,  dessen  Zähler  f[a^^  6^,  ...  )  und 
Nenner  (p  ,  6^ .  . . .  )  dem  Stammbereiche  angehören,  und  in 
diesem  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Es  ist  dann  nach 
Voraussetsung 

f'(fi\  b'.  .  . .  )  _  f  in,  b,  ^) 

wofür  wir  auch  schreiben  ktfnnen : 

/Vi  b',  ..  .)  .  fp{a,  6,  ...  ) 
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Nun  stellt  rechts  eine  ganze  Function,  welche  in  den  Argunient- 
reibeu  u- ,  //^ ,  ...  homogen  ist,  also  auch  links.  Da  aber /"(a  ,6', .. .) 
und  (p{a'i  b\  . . . )  keinen  gemeinsamen  Tbeil«  i-  ti<iben,8o müssen 

(p  'a  .  h\  . . . )  und  (p{n.  ft,  . . . )  einen  solchen  besitzen,  und  zwar 
in  der  Function  fp[u\  b',  . . .)  selbst.  Ks  ist  also  der  Quotient 
9>(tt',  b\  ...  )  :  ip[ay  h.  ...  )  eine  Conslante  io  Bemg  auf  die 
Argumente  a,  6,  .  . .  Hieraus  aber  fol^t,  dass  er  eine  Föten« 
der  Transfürmationsdelerininanle,  und  mithin  der  Kiidieit  izleich 
ist.  Ks  sind  also  die  Functionen  tp  und  /  ganze  Invarianten. 
Wesentlich  für  diese  St  idussweise  ist.  dass  die  Argumente 
,  b^,  ...  enl\vc(l(M-  \on  «'in.uKicr  unidjhiin^ij;  sind,  wie  wir 
es  i»i  der  Definition  des  Staiinubereiches  vorausgesetzt  haben, 
oder  docii,  dass  zwischen  ihnen  höchstens  solche  algebraische 
Helat Ionen  besteheo,  deren  Grad  hüher  ist,  als  der  des  Pro- 
ductes  f  .  fp. 

Zusatz.  In  vielen  Fallen  ist  es  nützlich,  für  solche  rationale 
Invarianten,  die  nicht  zugleich  ganze  Invarianten  sind,  eine 
kurze  Bezeichnung  zu  haben.  Ich  nenne  sie  ^Hfebrochene  Inva- 
ruintcna.  Kine  gebrochene  Invariante  kann  einer  ganzen  Inva- 
riante oder  überhaupt  einer  Function  des  Gebietes  I  höchstens 
in  einem  Theilc  des  Gebietes  ihm  Argumente  gleich  sein. 

Zu  den  gebrochenen  Invarianten  gehören  insbesondere  die 
^absoluten  InvcwKintems^  zu  welchen  wir  auch  die  sogenannten 
«absoluten  (lovariantener  zilhlen  wollen.  Sie  sind  rationale  In- 
varianten, welche  in  den  Coeflicicnten  jeder  betheiliglen  Grund- 
form den  Grad  Null  haben. 

Gebiet  III.  Hierher  stellen  irir  jede  yanze  alyebruische 
Function  der  Grossen  des  Gebietes  7,  welche  tu  den  Coefficienten 
jeder  eintdnen  Grund form^  und  in  den  Parametern  eines  Jeden  ad- 
junyirten  Farametersystems  homogen  ist 

Anmerkung.  Dazu  ist  nolhwendig,  dass  die  Grade  der  Coef- 
ficienten der  algebraischen  Gleichung,  durch  welche  die  ganze 
algebraische  Function  definirt  wird,  in  Bezug  aufdieCoelfieientett 
jeder  einzelnen  Grundform  und  die  Parameter  jedes  einzelnen 
Systems  eine  arithmetische  Reihe  bilden ;  sofern  man  nttmlich  diesen 
Begriff  so  weit  fasst,  dass  er  auch  die  fortgesetzte  Wiederholung 
einer  und  derselben  Zahl  unter  sich  begreift. 

Das  Intervall  einer  solchen  arithmetischen  Reihe  ist  der  Grad 
der  homogenen  Function,  und  ist  nothwendi^  eine  rationale  Zahl. 
Ist  dasselbe  nicht  zugleich  eine  ganze  Zahl,  so  versteht  es  sich 
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von  selbst,  dass  ein  jeder  Cocfficient  den  Werth  Au/riiat,  auf 
welchen  eine  gebrochene  Gradzahl  fällt. 

Def.  III.  nGanze  algebraische  Invariante  heisst  jede  Function 
des  Gebieies  Uly  welche  die  Invarianteneigenschaß  besiM, 

^Ganze  alg^aische  Covariantet  der  geg^men  Grundformen 
heisst  jede  ganze  algebraisdie  Invariante  in  dem  erweiterten  System 
der  Grundformen  und  der  hinzugefügten  »VerOnderliehenM,  weldie 
in  Bezug  auf  die  Corfjßdenten  der  letzteren  eine  ganze  Function  ist 

Ton  ihnen  gilt  der  leicht  zu  erweisende 

Lehrsatz :  Die  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung^ 
durch  welche  eine  ganze  uhjehraisv/ie  Invariante  oder  Covariante 
definirt  wird,  sind  ganze  Inuarianten,  bezüglich  Covarianten. 

Zusatz.  Eine  ganze  algebraische  Invariante  oder  Covariante, 
welche  nichl  zugleich  eine  ganze  Invariante  oder  Covariante  ist, 
heisst  r)  irrational Line  irrationale  ganze  Invariante  kann  als 
Function  der  Coefficienten  der  an  ihrer  Bildung  betheiligten 
Grundformen  belrachlel  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebieies 
ihrer  Argumente  einer  ganzen  Invariante,  oder  Uberhaupt  einer 
Function  des  Gebietes  1  gleich  sein. 

Ist  die  algebraische  Gleichung,  welcher  eine  ganze  irrationale 
Invariante  genUgi,  im  Gebiete  1  unzerlegbar (irreducibel),  so  heisst 
die  Invariante  selbst  vunzerlegbam.  Eine  unzerlegbare  Invari- 
ante kann  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer  Argu- 
mente einer  zerlegbaren  Invariante,  oder  Uberhaupt  einer  zer- 
legbaren Function  des  Gebietes  Iii  gleich  sein. 

Der  aufgestellte  Lehrsatz  ist  hinsichtlich  der  Invarianten 
einer  Umiehrong  ftthig,  nicht  aber  hinsichtlich  der  Covarianten. 

G^nel  IV,  Hierher  stellen  wir  jede  ganze  aigdtraische  Func- 
tion der  Gmssen  des  Gretes  II  (oder  was  dasselbe  ist^  jedie  al- 
gdfraische  Function  der  Grössen  des  Stammbereiehes )t  welche  in  den 
Coefficienten  jeder  einzelnen  Grundform^  und  in  den  Parametern 
eines  jeden  adjungirten  Parametersystems  homogen  ist, 

Anmerkung.  Ueber  die  Bescbaffenbeit  der  Gleichung,  welcher 
eine  solche  Function  genügt,  ist  dasselbe  zu  sagen,  wie  in  der 
Anmerkung  zur  Definition  des  Gebietes  III. 

Definition  IV.  n  Algehraische  Invarianteii  hcissl  jede  Function 
des  Gebietes  IV,  welche  die  Invarianleneigenschaft  besitzt. 

T> Algebraische  Covariante  der  gegebenen  Grundformen  heisst 
jede  alg^aische  Invariante  in  dem  erweiterten  System  der  Grund-- 

]Utt.-fkri.  ClMM.  1887.  40 
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$md  der  htMugefügten  »VeränderUchentf  welche  m  BeMug 
auf  die  CoefficienUn  der  letzteren  eine  ganze  füneUan  ist, 

UhrsQtx,  Die  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung^ 
durch  welche  eine  alg^aische  invariant»  oder  Catforiante  deßnirt 
wird,  sind  rationale  Invarianten,  bex^lich  Covarianten. 

Zusat»,  Ist  eine  algebraische  Invariante  oder  Govariante 
Dicht sngjeicheineganie  algebraische  Invariante  oder  Govariante, 
so  beisst  sie  »gdfrodicn  «.  Ist  sie  nicht  soglei^  eine  rationale  Inva- 
riante, so  heisst  sie  »irrattanatt^»  Ist  die  Gleichung,  durch  welche 
sie  definirt  wird,  im  Gebiete  II  unzerlegbar,  soheist  auch  die  Inva« 
riante  »unzerle^r^.  Eine  gebrochene — irrationale — unzerleg- 
bare Invariante  kann  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer 
Argumente  einer  ganzen  —  rationalen  —  zerlegbaren  Invariante 
gleich  sein. 

Ich  glaube  hiermit  zu  einem  folgerichtigen  System  von 
scharfen  Begriffen  gelangt  zu  sein.  Wie  man  sieht,  ist  der  Fort- 
schritt vom  BegrifTe  der  ganzen  Invariante  zudem  der  rationalen 
und  ganzen  algebraischen  ln\  arian(o,  und  von  diesen  wieder  zum 
BegrilTe  der  allgemeinen  algebraischen  Invariante  genau  ent^ 
sprechend  dem  Fortschritte  der  Arilhmelik  von  den  ganzen 
Zahlen  zu  den  rationalen  und  ganzen  algebraischen  Zahlen, 
und  wieder  von  diesen  zu  den  allgemeinen  algebraischen  Zahlen. 
Jeder  BegrilTder  ersten  Reihe  fasst,  in  seiner  weitesten  Bedeu- 
tuDU  trenoninien,  den  eiilspreehendeu  Begrid  der  zweiten  Reihe 
unter  sich.  AllenTings  werden  wir  so|:lei<'h  sollen,  dass  diese  Um- 
grenzung (IcrtirundbeurifTe  nicht  vollstiindig  der  Natur  derlYol)- 
leme  entspricht,  welclie  die  Invarianlentheorie  sich  stellt.  Gleich- 
wohl hal»o  ich  geglauht,imInleressesrössererK!arl)eil  bei  der  ersten 
Begrifrbihlimii  diese  Art  der  Systematik  beibehaltenzu  müssen. 

Die  Abänderung,  welche  wir  nun  nachträglich  in  der  Um- 
grenzung des  Invariantenfjourincs  vornehmen  wollen,  betrifft 
nur  einen  untergeordneten  l'iiiil^t. 

Man  achtet  in  der  Theorie  dci"  Invarianten  nur  auf  solche 
Eigenschaften  algebraischer  Formen,  welche  dadurch  nicht  zer- 
stört w  erden,  dass  man  die  Coefficienten  einer  joden  Form  mit 
jo  einer  beliebigen  Zahl  multiplicirt.  Es  ist  daher  nur  nalur- 
gemiiss.  zwei  Formen,  die  siel»  nur  um  einen  Z.ihh'nf;ietor  unter- 
scheiden, als  (jleichicerth'uj  (acjuivalenl;  zu  l»el lachten.  Damit 
aber  dies  möglich  sei,  ist  es  nothwendig,  die  Deliniliuu  der 
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»ganieD  Invarianten t  so  einsurichten,  da»  jede  ganxe  Invariante 
der  einen  von  swei  gleicfawerthigen  Formen  zugleich  als  eine 
9  ganze  Invariante«  der  anderen  bezeiciinel  werden  kann.  Dazu 
ist  aber  erforderlicii,  den  Grossen  des  Stammbereiches  die 
ratioaalen  Za|ilen  zu  a^jungiren. 

Iftr  se/aen  oise  /«il,  da$s  mmmehr  im  GAieU  I  auch  raHo" 
nakt  mdU  goMMe  IMm  zugeltusen  wträm  $oUen. 

Dadltroi^  verac)iiebt  sicli  die  Definition  der  g^nf eo  Invari- 
anten, und  in  Folge  der  gleichzeitig  abgelUiderten  Unigrenzjing 
de»  (lebietes  III  auch  die  der  ganien  alge|>raischen  Inv^riantj» 
in  etwas:  Zu  den  ersteren  geboren  jetitt  auch  alle  rationalen 
Zahlen,  zu  den  letzteren  alle  algebraischen  Zableo  überhaupt. 
FUr  die  im  neuen  Sinne  »ganzen«  Invariauten  upd  Covarianten, 
hei  weichen  also  auch  ein  ganzzahliger  Nenner  zugelassen  wirdi 
werden  wir  auch  die  Worte  ^Invariantfi«  und  »Cojuaruinie«  ohne 
besüinmendes  Beiwort  gebrauchen. 

Dass  die  vorgenommeneErweiterung  des  Stamnibereieheseine 
pnwesenUicbeist,liegtdarin,dassesniöglicbiat,jedeGrltS8e  deser- 
weiterten Bereiches  durch  Miiltiplication  mit  einer  ganzen  Zahl  in 
eine  Grösse  des  ursprünglichen  Bereiches  Uberzufuhren.  Ganz  an-* 
ders  würde  die  Sache  liegen,  wollten  wir  .luch  irrationale  alsjobr.i- 
ische  Zahlen  zulassen.  Dadurch  wUrden  wesentlich  neue  Grosse^ 
entslehen,dic;ijc/}^durchMuitiplicdtionn)ileineralgebraischenZaht 
inürössendesursprUnglichenBereichesverwandelt  werden  können. 

Algebraische  Invarianten,  deren  Quotient  Uberhaupt  irgend 
eine  (^ijl^br^iätibe}  Zahl  ist^  bezeichaeii  v^rif  als  »praj^ortionqui*. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  zu  untersuchen,  in  wieweit 
das  G rössen  gebie t ,  w e  I c h  es  d u  roh  u n  se r e II  1  n  N  a ria n  te n be gri  ff  u  m- 
spannt  wird,  sich  mit  dem  (iebiele  deckt,  in  welchem  sich  der 
seither  übliche  BegrlU  der  Invariante  bewegt.  Denn  davon  hangt 
es  ab,  ob  die  neue  Definition  (|er  Invariante  ebensowohl  als  eine 
GrMndl^ge  für  die  bis  je|izl  entwickelte  lnvariaittentheoi?e  wird 
dienen  kifnnen,  wie  die  ttltere.  Dass  dies  nun  thaftsad^cb  der 
Fall  ist,  beruht  auf  den  folgenden  beiden  Sätzen: 

4}  fHO^  at^  e«ne  algebraische  Invariante  eine  ßUge* 

flieine  üneore  Transformaüm  an,  j^o  reprodudrt  tich  (Ueselbe  mit 
ei»fim  Faktor  t  ipelcher  eine  Pi>tenn  4er  TraneformaiionsdeUrmi* 
fMQle      rationaUm  Exponenten  ist.  Und  stoar  ist  dieser  Eacpe^ 
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ftent  eine  positive  Zahl,  wenn  die  Invariante  insbesondere  eine 
ganze  algebraische  Invariante  ist;  er  ist  eine  ganite  ZMf  weim 
sie  eine  rationale  Invariante  ist, 

2)  Wenn  eine  Function  des  Gdiietes  IV  die  Btgensehafi  besitMtf 
nach  Ausführung  emer  allgemeinen  linearen  TransformaÜen  sieh 
'mit  einem  Factor  %u  r^oduciren,  der  nur  von  den  Constanten  der 
Transformation  abhängtf  so  ist  dieselbe  einealgebraische  hwariante. 

Eine  FanclioD  des  Gebietes  IV  ist  nech  ihrer  Definition  die 
Warsel  einer  algebraischen  Gleiobnng,  deren  Ckiefficienlen  dem 
Gebiete  I  angehören.  Diese  Coefficienten  müssen  nun  offen« 
bar  einzeln  die  in  Satz  2]  vorausgesetzte  Eigenschaft  besitzen. 
PQr  solche  Functionen  gilt  aber  bekanntlich  der  Satz,  dass  der 
Faotori  welchen  sie  annehmen,  eine  gante  positive  Potenz  der 
Transformationsdeterminante  ist.  Nehmen  wir  diese  gleich 
Bins,  so  folgt,  dnss  jeder  CoefKcient  unserer  Gleiehung  eine 
ganse  Invariante  ist,  die  Wurzel  der  Gleichung  also  eine  alge- 
braische invariante.  Dies  ist  das  Theorem 

!>iehmen  wir  umgekehrt  sunSIcbst  eine  ganze  Invariante, 
und  wenden  auf  sie  eine  allgemeine  lineare  Transformation  an. 
Dnnn  können  wir  statt  dessen  ebensowohl  zAvei  Trnnsformatio- 
non  hinter  einander  ausführen,  von  welchen  die  erste  die  Deter- 
iiiin.inte  Eins  hat.  die  andere  aber  darin  besteht,  dass  man  nlle 
Veründerliehen  (das  Wort  in  seinem  nrsf)rün glichen  Sinne 
genommen)  mit  einem  und  demselben  Factor  r  multiplicirt. 
Die  Determinante  der  zusammengesetzten  Transformation  wird 
dann  eine  Polenz  von  r,  die  Grösse  r  selbst  also  eine  Function 
der  Coefttoienten  der  zusammengesetzten  Transformation.  Die 
gegebene  ganze  Invariante  bleibt  nun  bei  der  ersten  Transfor- 
mation überhaupt  ungeiinderl,  bei  der  zweiten  nimmt  sie  wegen 
ihrer  HoiiiogeneTtat  eine  Potenz  von  r  als  Factor  an;  sie  erhitlt 
also  hei  einer  allgemeinen  linearen  Transformation  einen  Factor, 
der  eine  Function  der  Transformationscoefticienlen  allein,  und 
mitbin  eine  ganze  positive  Potenz  der  Transformationsdetermi- 
nante ist.  Hiermit  ist  das  Theorem  i)  zunächst  für  den  ein- 
fochsten  Fall  der  gansen  Invarianten  erwiesen.  Darauf  lasst 
sich  aber  der  allgemeinere  Fall  sofort  zurückführen.  Eine  gante 
Invariante  nimmt  nfimlich  als  Factor  eine  Potens  der  Transfor- 
mationsdeterminante an,  deren  Exponent  leicht  anzugeben  ist. 
DerseliM  hangt  nur  von  den  Gradzahlen  der  Invariante  in  den 
Goefificienten  der  betheiligten  Formen  ab,  und  ist  eine  lineare 
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Function  dijeser  Gradzablen  mit  positiven  rationalen  Zahlen^ 
coefficienten.  Wenn  also^ie  sämmtlichen  Gradzablen  einer  Reih« 
von  Invarianten  je  eine  arithmetisolie  Reihe,  bilden,  so  werden 
auch  die  sugebOrigen  Exponenten  eine  arithmetiscbeReihQ  bilden; 
und  wenn  alle  jene  Reihen  positive  lotervalle  haben,  so  wird  auch 
die  letzteReihe  ein  solches  besitzen.  Es  werden  also  insbesondere 
auch  diejenigen  Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  bilden'^ 
welche  zu  den  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  gehören^ 
deren  Wurzel  eine  algebraische  Invariante  ist.  Daraus  aber  folgt 
sofort,  dass  diese  selbst  eine,  in  Allgemeinen  gebrochene  Potenz 
der  Transformationsdeterminante  als  Factor  erhält.  Wann  der  Ex- 
ponenider  letzteren  iosbesondereeineganzeoder  eine  positive  Zahl 
ist,  entscheidet  man  nachdem  Gesagten  ebenfalls  ohne  Weiteres 
^ , .    Betrachtet  man  d  ie  Theoreme  4 }  und  2)  nur  insoweitsie  sichauf 
glBDze  Invarianten  beziehen,  so  erkenntman  in  ihnen  eine  formale^ 
in  etwas  eingeschränkter  Form  wiedergegebene  Abänderung  des 
auch  seither  in  der  Grundlegung  der  Invarianten theorie  vei  wen- 
deten Theorems.  Darin  liegt,  dass  der  von  uns  ebotgeftlhrte  Inva- 
riantenbegrifif  sich  inhaltlich  mit  dem.ttblicfaen  Begriff  der  Invar 
Hanta  deckt,  abgesehen  natürlich  vonder  Einscfarankungydiedurcb 
die  engere  Umgrenzung  des  Kreises  der  zu  betrachtenden  Puno^ 
tionen  herbeigeführt  wird.  Diese  Einschränkung  desBegriffesiM* 
deutetaber,wleschonangedeutet,fitcftt£ngleieheineBeflchxänktt 
des  Stoffes  der  Invariantentheorie.  Es  woden  daher  auf  Grund 
des  neuen  Invariantenbegriffes  dieselben  Sätxe  ausgesprochen 
werdenktfnnen,  wie  bisher,  mitgeringen  formalen  Abänderungen. 

Die  von  uns  valgebraischelnvariantencgenannten  Functionen 
oder  Formen  bilden  im  Reiche  aller  algebraischen  Grttssen  ein 
abgeschlossenes  Gebiet  für  sich,  welches  durch  seine  zahlreichen 
und  wichtigen  Verbindungen'  mit  anderen  Zweigen  der  Mathe- 
matik eine  erhöhte  Bedeutung  gewinnt.  Wie  man  mm  die  Por^ 
denmg  stellen  muss,  die  Eigenschaften  eines  jeden  Bationalitätsber 
reiches  durch  Operationen  kennen  zu  lernen^  welche  gani  innerhalb 
dieses  Bereiches  verlaufen,  so  ist  es  auch  wOns^enswerth,  die  be^ 
'Sonderen  l^genschaften  eines  iiherhmpt  irgendwie  naWrlich  abge- 

1)  Es  wird  wohl  in  allen  FälUM)  nusreichen.  solche  algebraische  Inva- 
rianten zu  belrachlen.  welche  in  den  Coeflicienten  aller  betheiliglen  Formen 
einen  posUiven  Gratl  ituben,  und  in  Folge  dessen  auch  bei  einer  allgen9eiDen 
liDonren  TransforiDatioo  eine  positive  Potctpiz  der  Tnosformationsdeter- 
minaote  als  Factor  annehmen. 
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grenzten  Griissvnrirftietes  auf  Wpficn  zu  erforschen ^  wekhe  die 
Grenzen  desselhen  niemals  überschreiten. 

Dies  leistet  in  unserem  Falle  die  sogenannte  Sfjmholischt' 
Methode.  Denn  es  wird  zunUchst  durch  die  aufgestellten  Siltze 
die  Theorie  der  irrationalen  und  gebrochenen  Invarianten  auf 
die  der  ganzen  zurückgeführt.  Für  diese  aber  besteht  erstens 
der  bei  unserer  Umgrenzung  der  Grundbegriffe  keiner  Ein- 
schränkung mehr  unterworfene  Satz: 

Jede  ganze  Invariante  ist  symbolisch  darstellbar ^  und  umge- 
kehrt ist  jeder  (allseilig  homogene)  symbolische  Ausdruck  eine 
j^nzie  Invariante. 

Ferner  bilbeb  6toti>Aii  illr  blnSr«  lOA  der  Verftmr  fttr 
temare  Formen  geteigti),  dnreli  Reehnen  niil  den  so- 

genannten symbolischen  IdentltHten  aueh  öWeBetatwnen  erfaalten 
kann,  welche  xwisehen  ganzen  Invarianten  bestehen.  Eine  jede 
iM>lohe  Relation  stellt  sich  nothwendig  dar  als  eine  ganze,  gans- 
lahlige  Function  votk  InTariantett,  welche  identisch  den  Werth 
Null  hat.  Biese  Eigenschaft  der  betreffenden  Flinetfon  kann 
aber  nur  dadurch  sichtbar  gemacht  werden,  dass  Inan  die  in- 
Yarianten  in  ihre  Bestafadtheile  leriegt,  und  damit  das  Gebiet 
der  Invarianten  verlasst.  Bei  der  symbolischen  Betrachtungs- 
weise nun  kann  man  diesen  Uebelstand  dadurch  vermeiden,  ^bss 
man  eine  gewisse,  endliche  Zahl  solcher  Relationen  adjungirt.  Mit 
Hlllfe  dieser  kann  man  dann  zu  allen  übrigen  Relationen  gelangen^ 
itthne  aus  dem  Gebiete  der  Invarianten  heraustretOnsu  mtiasen^. 

4. 

Es  soll  nunmehr  von  einigen  Erweiterungen  des  Invarianten- 
begriffes die  Rede  sein,  su  deren  Einfuhrung  sich  nicht  bei  der 
ersten  Grundlegung,  sondern  erst  bei  weitergehenden  Entwickel- 
ungen  ein  Ik^dürfniss  herausstellt. 

Wie  in  der  Einleitung  bemerkt,  wird  es  für  gewisse  Zwecke 
nothwendig,  bestimmte  Invarianten  einzelner  Grundformen  gleich 
Zahlen  zu  setzen.  Durch  eine  solche  Substitution  verlieren  die 

i)  GoitDA!«,  Vorlesungen  Uber  Invariantentheorie,  herausgegeben  von 
KiftscRKiitTniitii,  Bd. II,  Nr.  447.  8. 4SI.  —  »Daher  teroBre  lineare  Formen« 

Math.  Ann.  Bd.  XXX,  S.  4  20. 

2^  Innerhalb  de«  Ciebiotes  derln\'arianlen  gibt  es  wieder  a!)geschlo5isene 
Gebiete,  hiusicbtlich  deren  man  ähnliche  Forderungen  stellen  kann.  So  zum 
Befeplel  im  binaren  Gebiete  das  Reieb  aller  Formen  gerader  Ordioang,  ferner 
TAIe  einselneo  Forroensysteme.  Hierauf  werde  Ich  spater  noch  aosfOlirUdi 
lurttckkommen. 
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Invarianten,  welche  die  CioeliRienten  jener  Grundformen  ent- 
halten, im  Allgemeinen  ihre  Homogeneilät:  sie  sind  nicht  mehr 
schlechtweg  homogen >  sondern,  wenn  der  Ausdruck  gestattet  ist, 
nur  noch  homogen  fliodu/o  jener  InrarianteD,  die  jettl  natllrli«^ 
«neb  im  Nenner  suinlassen  sind.  Wir  werden  aneh  diese  BiU 
dnngen  noeh  nnter  dem  Begriffo  der  »Invariantent  golasieii; 
mossein  uns  aber  bewusst  bleiben,  dass  wir  damit  jenen  Grand- 
formen  eine  ansgezeichnete  Stellung  eingerHumt  haban. 

Femer  wird  esmanchmal  ntitzl  ich  sein,  auch  noch  in  einer  an- 
deren Biefatung  von  der  Forderung  derBomogelYttftabsngeheii^  So 
s.  B.,  wcnp  man  inderTheorieeiner  binaren  biqnadratisehenForm 
die  Involution  der  Grundform /"und  ihrer  HissssehenGovariante/^ 
unter  der  Form  x^-i-  kh  darstellt.  In  solchen  Fallen  maehtraan  aber 
stillschweigend  den  Vorbehalt,  dass  dieunbestimmt  gelassenen  Pa- 
rameter X  und  iL  nachträglich  durch  solche  Invarianten  ersetzt 
werden  sollen,  dassderganzeAusdmckwieder  homogen  wird;  die 
Abweichung  von  der  Homogeneitat  ist  also  hier  nur  scheinbar. 

Eine  weit  wesentlichere  Erweiterung  unseres  Stammbe- 
reiches bedeutet  es,  wenn  wir  auf  die  Unabhängigkeit  derCoef- 
licienten  der  einzelnen  Grundformen  versichten,  wie  es  in  vielen 
und  indchtigen  Untersuchungen  geschieht.  Doch  werden  sich 
auch  die  Besuttate  der  hierdurch  erweiterten  Theorie  in  eine 
solche  Form  kleiden  lassen,  dass  man  den  Bereich  der  Invarianten 
nicht  in  Wirklichkeit  zu  verlassen  braucht.  Die  Ergebnisse  der 
einmal  entwickelten  Theorie  werden  nUmlich  nur  durch  solche 
Belationen  zwischen  denCoef6cIenten  dereinzelnen  Grundformen 
abgeändert  werden  können,  welche  sich  durch  gleich  Null  ge- 
setzte Invnrianten  oder  Covarianlen  darstellen  lassen.  Man  fUge 
nun  die  linken  Seilen  jener  Belationen  den  symbolischen  Iden- 
titäten als  neue  Moduln  hinzu,  und  betrachte  nun  statt  der  Idcnti- 
tJiten  zwischen  Invarianten  nur  Congruenzcn  in  Bezug  auf  diese 
Moduln.  Setzt  man  diese  gleich  Null,  so  verwandeln  sich  die  Con- 
gruenzen  in  wirkliciip  Gleichungen.  Dabei  kann  es  eintreten, 
dass  eine  algebraische  Invariante  der  gegebenen  Grundformen 
und  der  hinziiirenommenen  linearen  Formen,  welche  vorher  nicht 
dieEigenscliall  der  Covarianlen  hatte,  n.'imlieh  eine(/aw3('Function 
der  Coefficiciitcn  der  lelzlgenaMiiten  i*üriiien  zu  sein,  nunmehr 
diese  Eigenschaft  erhält.  Wir  werden  auch  noch  solche  Bilduniien 
als  algebraische  Cocüi  iantenn  der  durch  Xullsetzen  der  Moduln 
specialisirteo  Formen  bezeichnen;  und  zwar  je  nach  derMöglich- 
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keit  ihrer  Darstellung  durch  gebrochene,  rationale,  ganse  oder  ge- 
brochene irratioiiale  InTarUnten  ebenfolla  als  tgebrochene  ratio* 
nalet,  besüglioh»gaiutetoder»gebrocheDe  irrationalet  Covariantenu 
Neben  den  Formen,  welche  Veründerliche  eines  eintigen  Ge- 
bietes enthalten,  wirdmanalsgleichwerthige  Gebilde  auch  Formen 
zu  betrachten  haben,  in  welchen  Veränderliche  verschiedener  Ge- 
biete auftreten,  deren  lineare  Transformationen  von  einander  nn* 
abhangig  sind. 

Als  »Invarianten''  solcher  Formen  werden  wir  solche  ganze 
rationalzahiige,  ailseilig  homogene  Functionen  ihrer Coefficienten 
bezeichnen,  welche  in  Bezug  auf  die  gleichzeitig  ausgeführten 
Transformationen Sdmmtlichcr  Gebiete  die  Invarianteneigenschaft 
h;jben  ;als»Coyar/af?fcnasolchesiniultaneInvarinnlenjenorFormen 
mit  linearen  Formen,  welche  in  Bezug  niif  mindestens  eines  jener 
Gebiete  der  Di'linition  der  (]()\  .irianleii,  in  Bezug  auf  die  anderen 
aber  der  Definition  der  Inv;iri;HUen  oder  Covarianlen  penüjj;en. 

Unter  die  letzteren  Be^rifTe  fallt  auch  der  der  »Gombinanteä. 

Belrailitct  man  eine  Anzahl  von  ni  Fürinen  mit  denselben  Ord- 
nungszahlen als  Coefficienten  einer  linoarcn  Form  in  einem  neu  hin- 
zuzufügenden Gclncle  m**''Stiifr,  lind  liildetnun  nur  solche  Inva- 
rianten und  Covarianlen  dernou  entslanilcnen Form,  welche  in  Be- 
zug auf  das  letztere  Gebiet  blosse  Invarianten  sind,  soheissen  diese 
)'Cünihinanten<i ienev  m  Formen.  Sie  sind  lti\  ai  ianlen  oderCovarian- 
ten,  w  eiche  nicht  von  den  iit  Formen  einzeln,  sondern  nur  von  der 
ganzen,  durchsiebestimmleulinearenMaunigfalligkeit abhüngeu. 

Man  kann  auch  im  System  einer  einzelnen  Grundform  von 
»Gombinantenc  reden.  Es  tritt  nttmlich  sehr  hfiuGg  ein ,  dass 
sich  in  den  Ausdrucken  von  Invarianten  und  Govarianten  die 
Goeflficienten  der  Grundform  derart  zu  Goefiicienten  gewisser 
Govarianten  cp,  X)  ^  zusammenziehen  lassen,  dass  der  Ausdruck 
auch  dann  noch  eine  Invariante  oder  Govariante  (der  Formen 
^  t  Xi  bleibt,  wenn  man  die  Goeffidenten  jener  Govarianten 
durch  die  Goefßcienten  ebenso  vieler  völlig  unabhängiger  Formen 
fp\  x\  ^  ersetzt.  Ist  nun  diese  Invariante  oder  Govariante  ins- 
besondere eine  Gombinante  der  Formen  9?',  y^y  so  heisst  der 
vorgelegte  Ausdruck  eine  »Gom^mati/ec  der  Formen  9,  Xi  ^< 

Durch  diese  Definition  der  Gombinanten  von  einander  ab- 
hängiger Formen  umgehen  wir  die  Schw  ierigkeil,  welche  GoanAir 
in  seinen  Vorlesungen  tiber  Invariautentheorie  (herausgegeben 
von  G.  KzascBiNSTiiKBa,  Bd.  IJ,  Nr.  69,  S.  73)  hervorhebt. 
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C*  Heumann,  Grundsüge  der  analytischen  Mechanik^  inS' 
besondere  der  Mechanik  starrer  Körper 

Die  Mechanik,  handelt  von  den  Bowi'fjnn(jpn  der  im  (■niver^ 
Silin  vorhanilt'uen  Materie.  Das  Bestreben  der  Mechanik,  diese 
Bewegungen  zu  überselien,  zu  beschreiben,  zu  erklären,  kurz 
die  Gesetze  dersell)en  zu  ermitteln,  —  dieses  allgemeine  Be- 
streben wurde  in  bestininitere  Bnhnen  gelenkt  durch  die  Ar- 
beiten von  Galilei  und  Newton.  Denn  hier  zuerst  sehen  wir  den 
Gedanken  hervortreten,  dass  das  eigenlliehe  Ziel  der  Forschung 
nicht  in  der  Auffindung  der  Jnleynilyeseize  der  Bewegungen, 
sondern  vielmehr  in  der  Entdeckung  der  betrellenden  Di/feren- 
tialgesetze  besiehe,  lliemil  war  bei  Newton  zugleich  die  Vor- 
stellung einer  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  der  Materie  von 
Augenblick  zu  Augenblick  staltlindenden  gegenseitigen  Ein- 
wirkuny  {actio}  verbunden,  —  eine  Vorstellung,  die  heul  zu 
Tage  fast  trivial  erscheint)  damals  aber  so  neu  und  fernliegend 
war,  dass  sie  z.  B.  von  HtnrftUNS  (In  eUtem  Briefe  an  Lbibniz) 
schlechtweg  Air  absurd  erklärt  wurde. 

Die  Vorstellungen,  welche  Nawroii  über  diese  sogenannten 
Einwirkungen  {acHonet)  sich  gebildet  hat,  sind  der  Hauptsache 
nach  ausdmckbar  durch  folgende  drei  Gesetse: 

(a.)  (las  Trägheitsgesetz, 

(/?,)  das  Gesetz  des  Parallehgramms, 

'(y.)  das  Gesetz  der  Action  und  Reaction. 

Das  erste  derselben  betrifft  den  idealen  Fall,  dass  auf  das 
betrachtete  materielle  Theilchen  gar  keine  Kinwirkuncen  stalt- 
finden. Das  zweite  hat  die  Art  und  Weise  zum  (i(  izenstande. 
in  welcher  mehrere  auf  ein  uod  dasselbe  Theilchen  statUindende 


4 ;  Das  MaDuscript  wurde  eingereicht  aui  Ii.  Docember  18S7. 
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Einwirkungen  sich  unter  einander  combiniren.  Und  das  driUe 
endlich  bezieht  sich  auf  die  nähere  Bescha/fenheit  dieser  Eio- 
wirkungen.  I 

Allerdings  kann  es  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die 
durch  die  Gesetze  (a.),  {ß.),  (y.)  ausgedrückten  Eigenschahm 
dieser  sogenannten  Einwirkungen,  wie  überhaupt  auch  deren 
Existenz^  durch  und  durch  hyputhetische  Vorstellungen  sind. 
Wollte  man  indessen,  hlemit  unzufrieden,  nach  Fundamenten 
trachten,  die  nicht  hypothetisch  sind,  ii;uh  Fundamenten,  die  , 
wirklich  den  Stempel  unumstösslicher  Wahrheil  an  sich  trageu.  ' 
so  würde  man  gezwungen  sein,  zu  den  Salzen  der  Logik  oder 
Mathematik  seine  ZuÜuciU  zu  nehmen.  Aus  derartigen  rein  for- 
malen Sätzen  aber  irgend  welche  Theorie  der  Nalurcrseheinun- 
gen  construiren  zu  wollen,  würde  ofTcnbarer  Wahnsinn  sein. 

Die  Aufgabe  der  Mechanik  kann  also  niemals  darin  l>e- 
stehen,  die  im  Universum  stattfindondt n  Bewegungen  dirm 
auf  mathenmtisrhf'  Nothtvendiykeit  zurückzufüliren  .  sondern 
immer  nur  darin,  iciie  Bewecuntrcn  mit  mathematisrher  Conse- 
qurnz  aus  irgend  welchen  Hypothesen  abzuleiten,  die  alsdann 
ihrerseits  als  umrkUlrLichy  unbegreißich,  als  willkürlich  zu  be- 
zeichnen sind. 

Jene  hypothetischen  Gesetze  (a.),  {ß^-  {'/•)  sind  mit  den  von 
Newto.n  selber  in  seinen  Prinripn<!  mathematicis  Philosophiae 
nafura/js  {<  687)  ;mgegeb«Mion  Gesetzen  I.),  (II.),  III.)  dem  eigent- 
lichen Inhalte  nnch  übereinstimmend.  Es  lauten  aämiich  diete 

letzleni  folgende miassen  ;  ' 

Lr.r  I :  Corpus  omne  pcrscverarc  in  statu  suo  (piicscrThti  rej 
movctidi  uniformitrr  in  directum,  ?iisi  qtuUeiius  illud  a  Viriin»  i 

tmpri'ssis  cof/itur  statum  suwn  mutare.  ' 

LcT.  II:  Mutationcin  inotus  proportionalem  esse  Vi  motriet  wi- 
presaar,  et  fieri  secumtum  lincam  rertam  (pia  \'is  illa  imprimitur. 

Lex  III:  Actioni  rontrariam  Semper  et   aff[fialem  esse  Be- 
actionem;  sivc  corporum  duomm  Arfiones  in  se  mutuo  Semper  i 
esse  ai(juales  et  in  partes  cotitrarias  dtriyi.  ' 

Die  Gesetze  («.),  {y.)  sind  also  mit  den  Gesetzen  (I.),  (Ifl.) 
geradezu  identiscii.   Da.ss  aber  andrerseits  der  il.iuptsache  nach 
auch  Uebereinstinimung  statttindet  zwischen  {ß.)  und  (IL),  er- 
giebt  sich  aus  den  von  Newton  selber  dem  Gesetze  (IL)  bei-  , 
gefügten  Zusätzen.  I 

Jene  Gesetze  («.),  f,^.),  (/.)  repriisentiren  die  Inpotheti- 
schen  Grundvorstellungen,  auf  denen  unser  beutiges  System  der 
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Mechanik,  und  hieniit  zugleich  alle  Theiie  der  Astronomie  und 
Physik,  beruhen.  In  der  Thal  soll  im  Folgenden  der  Versnoh 
gemacht  werden,  die  ganze  Mechanik,  soweit  dieselbe  die  Be- 
wegung starrer  Körper  liotrifft,  von  jenen  Grundgeseiieti  aus 
in  einfacher  und  tibersichtlicher  Weise  darzuleijen. 

Bevor  wir  aber  hierauf  näher  eingehen,  mö^^en  zuvörderst 
einise  allgemeine  Bemerkungen  vorangeschickt  werden  theils 
Uber  die  Materie  selbst,  theils  über  die  Bewegung  der  Materie. 

Die  Mathematik  hat  es,  abgesehen  von  räumlichen  Vorstel- 
lungen, nur  mit  Zahlen  zu  thun.  Und  es  liegt  daher  in  der  iNa- 
tur  der  Sache,  dass  mathemalische  Betrachtungen  auf  ein  ma- 
terielles Tbeilchen  immer  erst  dann  anwendbar  sein  können, 
wenn  zuvor  irgeod  welche  Zahlen  gegeben  sind,  die  jenem 
theilehen  eige^ttoiUeli  zugehArea.  Efn0  solche  Zahl  ist  die 
sogenannt«  JVmi»  des  Theilohens,  welche  man  fttgUoh  auch  als 
eeine  Trö^eiUitM^  oder  scMeehtweg  als  seine  rrtf^sft  be- 
zeichnen kttnnte.  Nennt  man  nnn  ein  materielles  Theildien, 
dessen  Dimensionen  verschwindend  klein  sind  —  eineriei  ob 
dasselbe  noch  weiter  zerlegbar  Ist,  oder  nicht — kttrzweg  einen 
maUrUJlen  Punktf  so  kann  die  betreffende  Definition  folgebder^ 
messen  ausgesprochen  werden : 

Dafinitioft  dar  Massa.  ümer  d$r  Mutze  emet  maUri" 
tßUeH  AmiUat  soU  eme  geujme  tkmseiben  mgenMnUich  sntgehmige 
positive  Zahl  vertUmdm  werden,  und  »war  eme  ZaM^  die  für 
den  betrachteten  PmUst  firrtdauemd  ein  und  dieselbe  hMbt, 

Was  nun  ferner  die  Bewegungen  der  Materie,  respectlve 
der  einzelnen  materiellen  Punkte  betrifft,  so  kdnnen  wir  dieselben 
auf  jedes  beliebige  Goordinatensystem  beziehen.  Ebenso  aber, 
wie  wir  z.  B.  bei  calorischen  Untersuchungen  gut  thun  werden, 
alle  Temperaturen  nach  ein  und  derselben  Scale  (z.  B.  toach  dcir 
GBL8njs*scben  Scale  des  Quecksilberthermometers]  zu  beur^ 
theilen,  ebenso  wird  es  in  der  Mechanik  zweckmässig  sein,  alle 
im  Universum  stattfindenden  Bewagnngen  auf  ein  und  dasselbe 
Coordinatensystem,  d.  I.  auf  em  und  dasselbe  rechtwinklige 
Axensystem  zu  beziehen.  Zugleich  erecheint  es  angemeiBaen, 
dieses  Axensystem,  welches  kurzweg  das  absolute  hcisscn  mag, 
nicht  in  voreiliger  Weise  za  fiziren  (etwa  durch  Anlehnung  an 
irgend  welche  Himmelskörper),  sondern  vielmehr  seine  Lage 
Im  Universum  einstweilen  noch  in  suSjpenso  ZU  lassen,  die  be- 
trefl'ende  Definition  also  folgendermassen  aussuspreehen: 
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DafiBiftUm  dtt  abMlatem  Amufü&mM,  —  AUe  im  Ümoer- 
mm  staUfindenden  Bewegungen  sollen  auf  ein,  und  dasselbe 
redUwifddige  Axensffsiem  hewogen  werden;  und  dieses  m€^g  kur^^ 
weg  das  absolute  Axen System  keissen, 

DemgemaBS  wird  su  sprechen  sein  von  dem  absebUen  Ort, 
v<«  den  abstauten  Coordinaien  eines  inaleriellen  Punktes,  dMoso 
von  seiner  absoluten  Bewegung^  von  seiner  absoluten  Bahn^  re- 
speetive  von  seiner  absoluten  Buhe,  Doch  werden  wir  in  air 
soleben  Fttllen  das  Epitheton  »absolut 9  gans  fortlassen  kdnneo, 
Indem  wir  ein  für  alle  Mal  festsetxen,  dass  das  Verhalten  der 
materiellen  Punkte  stets  mit  Besug  auf  jenes  absolute  Asren- 
sy Stern  eu  beortheilen  sei.  Dieses  System  mag  mit  [x,  s) 
beseiehnet  werden. 

Bemerkung.  —  Genau  diesolbe  Vorstoliimg,  wenn  auch  in 
etwas  andere  Worte  gefassl,  liiiilet  mau  in  der  Mir ani(/ue  Celeste 
(Tome  I,  Livre  I,  Chap.  J,  No.  I).  Deon  Laplace  sagt  daselbst: 
On  imagüie  ufl  espace  sans  bomes,  immobile  et  penetrable 
ä  la  matiere.  Cest  aux  parties  de  eet  espace  reel  ou  ideatt 
que  nous  rapportons  pair  la  penaee  la  position  des  eorps,  et  noui 
les  eoncevons  en  mauvement  lorsqu'ils  repondent  successicmeiU 
ä  divers  lieux  de  Pespace. 

Laplacb  betraclitet  also  den  Raum,  auf  welchen  alle  Bewe- 
gungen za  beziehen  sind,  gewissennassen  als  eine  das  ganze 
Universum  erfüllende  sfarre  Substanz.  Ob  man  nun  schliesslidi 
diese  starre  Substanz  als  immobil  oder  als  absolut  bezeichnet, 
macht  keinen  l  nterschied.  Denn  das  eine,  wie  das  andere 
Wort  ist  itn  vorlioi:i'nden  Fall  eben  nur  ein  Kpitlieton  ürnau>. 

Seliliesslich  mag  noch  foj{j;ende  ganz  elementare  Bemer- 
kung oder  Definition  liier  ihren  Platz  linden. 

Definition  der  Componenten.  —  Ist  im  limine  irgend  eme 
gerade  Linie  L  (jcgehcn,  welche  gegen  die  ahsoluten  Axen  unter 
den  Winkeln  a,  (i,  y  geneigt  ist,  so  repräsenliren  die  Producte 

Looaa  j    Xoos/?,  Xoos^ 

die  Kanten  eines  den  edfsohtten  Axen  paraäelen  Parallekpipe- 
dums,  foMies  die  Linie  L  xur  Hauptdiagonede  hat.  Diese  drei 
Kantenf  jede  derselben  positiv  oder  negativ  genommen,  jenaehdem 
das  betreffende  Product  positiv  oder  negativ  ist,  mögen  die  abso- 
luten Componenten  der  Linie  oiier  kurzweg  die  Com- 
ponenten  derselben  genannt  werden, 

Reprüsentirt  z.  B.  L  die  von  irgend  einem  Punkte  [x,  y.  2) 
nach  irgend  einem  andern  Punkte  {x^  1y^,  M^)  hinlaufende  gerade 
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Linie,  und  bezeichnet  man  wiederum  die  Wiokei,  welche  X 
mil  den  Axen  eloschliesst,  mit  a,         so  ist 

fiT,  —  oj  SB  Z  cos  «,       — yssXcos^,       —  Ä  =  Z  cos  y  . 

Und  demgemilss  werden  x^  —  x,      —  y,  z  zu  bezeich- 

nen sein  als  die  Componenten  der  Linie  L. 

Dieser  Definition  entsprechend,  sollen  also  die  sogenannten 
Componenten  im  vorliegenden  Aufsalz  einen  rein  geometrischen 
BegrilT  reprUsentiren,  der  an  und  filr  sich  mit  der  MechanilL 
nichts  zu  thun  hat. 

Die  erste  U^j^theM  der  Meekuiik» 

Snts  Hyp4itii6se:  das  TrigliiitBgMeti.  —  ^  materieller 
Punktf  auf  welchen  keinerlei  Einwirkung  staUfindet^  wird  0nt-' 
weder  in  Ruhe ^  oder  aber  in  geradliniger  Bewegung  be- 
griffen Ä«n*), 

Betrachtet  num  femer  xwei  materielle  Amftfe,  und  setzt  man 
wiederum  voraus,  dass  auf  dkselben  keinerlei  Einwirkungen  statt-^ 
finden,  so  werden  die  geradlinigen  Bewegungen  dieser  beiden 
Punkte  von  solcher  Besd^affenheit  sein,  dass  gleich  grossen 
Wegabsdinitten  des  einen  Rundstes  Wegabschnitte  des  anderen 
entspredien,  die  wiederum  unter  einander  gleich  gross  sirid, 
BeMeichnet  man  also  irgend  zwei  von  den  bHden  Punkten  gleich* 
zeitig  durchlaufene  Wegabschnitte  mit  s  und  s^,  so  wird  der 

Quotient    eine  Constante  sein. 

Solches  fcslgesetzl,  inüj^en  nun  unier  gleichen  Zeitabschnitten 
solche  verstanden  werden,  innerhalb  deren  ein  sich  selbst  über- 
lassener  materieller  Punkt  (d.  i.  ein  Punkt,  auf  den  keinerlei 
Einwirkuii|^en  stattfinden)  gleiche  Wegabschnilte  zurücklegt. 
Alsdann  wird  man,  nachdem  überdies  irgend  ein  bestimmter 
Zeitabschnitt  niil  luns  bezeichnet  worden  ist,  die  forlscliruilende 
Zeit  numerisch  auszudrücken  im  Stande  sein.  Und  dieser  nu- 
merische Worth  der  fortschreitenden  Zeit  mag  /  heisson.  —  Ein 
wenig  anschaulicher  wird  man  offenbar  diese  Dcüuition  von  t 
auch  so  formuliren  können. 


I)  SelbstverstSodlich  ist  hier  von  der  abidtultn  Robe  des  Punktes, 
resp.  TOD  seioer  abtoluten  Bewegnog  die  Rede.  Vgl.  pag.  456. 
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BainltioA  Mt.  —  Man  denke  M  ir$emkoo  im  Uni- 
verium  einen  idealen  materieUen  Funkt  der  fortdauernd  sich 
selbst  iäferlassen  bleibt  (auf  den  also  niemals  irgend  welche 
Vmwirkungen  staUfinden). 

Alsdann  soll  unter  der  fortschreitenden  Zeit  t  gerade- 
zu die  mehr  und  mehr  anwachsende  Weglänge  verstanden  werden^ 
welche  dieser  ideale  Punkt  ju,  von  irgend  emem  bestimmten  An- 
fangsaugenbtick  an,  Muriicklegt. 

Bemerkung.  —  Nbwton  Sagtn:  Die  absolute,  wahre  und 
mathcmatisrhe  Zeil  verfliesst  an  sich  und  vermöge  ihrer  Natur 
gloichrörmig  und  oboe  Beziehung  auf  irgend  einen  äusseren 

Gegenstand. 

An  die  Detinilion  der  Zeit  schliesst  sich  unmillelbar  die 
Definition  der  Geschwindigkeit,  und  ebenso  auch  die  der  leben- 
digen Krüft  an : 

Definition  der  Oeschwindigkeit  nnd  der  lebendigen  Kraft. 

—  Jst  ein  materiell  IT  Punkt  m  -wie  z.  B.  ein  \o:\\  Winde  dahin- 
geführtes  Süiuikorn)  m  b  e  l  i  e  b  i y  e  r  Jieivegung  begri/Jen.  so  ver- 
steh! iiKin  unter  der  (i  e  s  chw  ind  igkeit  V  dieses  Punktes  m  ein 
tun  demselben  durchlaufenes  yVegelement  (/s,  dasselbß  diuidtrl 
(Jlurch  das  dazu  aufgewendete  Zeilelentent  dt: 

Ueberd  ies  pflegt  man  unter  der  Richtung  dieser  Gesch  windigkeit  V 
die  augenblickliche  Bewegtmgsrichtungdes  Punktes^  d.i,  die  Richtung 
des  Elementes  d s  zu  rerstehen. 

Ferner  bezeidmet  man  das  Product 

kurzweg  als  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes^}, 
Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  ihrer  Grosse  und 
Richtung  nach,  durch  eine  von  ifi  ausgehende  L\n\e  dargestelll, 
so  haben  die  Componenten*]  u,  v,  w  dieser  Linie  die  Wertbe : 
(C.)  »sFcosa,  V  SS  Vcosß  ,  w  ss  V  cos  y  ^ 
wo  er,  ii,  y  die  Winkel  bezeichnen,  unter  denen  Foder  (was 
dasselbe)  ds  gegen  die  absoluten  Azen  geneigt  ist. 

K\  Ls  ist  Iiier  durchwoc  von  der  ahioi^n  Bewegung,  resp.  von  der 
ahiQiuten  Geächuinüigkeit  die  Uedo. 

2)  Vgl.  die  Definition  der  Componenten,  pag.  456. 
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Sind  nun  ferner  {x,  //.  z)  und  i;r  ^.  <l x ,  y  -h  dy ,  z  dz] 
(iie  Coordinaten  des  Anfangs-  und  Endpunktes  voo  ds^  miUlin 
[dx,  dy,  (^z)  die  (^ompooenten  yoo  ds,  so  ist : 

{D,)    dx  SS  ds  eo§  a  ,   dy  ^  di  eoB  ß  ,       »     oos  /  . 

Aus  (C.)  irod  (D.)  folgt  dorch  Division : 

..da?  ,.dy  .,dz 

tts=V-j-,    t;=;K~,  tüBsK-t-, 
d«  '  d*  '  d»  * 

oder,  falls  man  für  T  den  Werth  [A.]  subsllluirt: 

dx  dff  dz 

(E.)  «  -       ,   »  =      .       -  : 

SO  dass  man  also  zu  folgendem  Salze  gelangt. 

Satz.  —  Ehenso  wie  die  Geschwindigkeit  V  eines  Punktes 
bezeichnet  werden  kann  als  der  Differenliaiquotient  des  Weges 
nach  der  Zeil : 

ebenso  können  seine  G  esch  w  indirfkeitscomponenten  u,  v,  w 
bezeichnet  werden  als  die  Diff'erenlialquotietiUn  der  Coordinaten 
nach  der  Zeit  : 

ig%x  äx  dy  dß 

(6.)  »-^,  u,-^. 

Ist  insbesondere  der  Punkt  m  sich  selbst  überlassen^  finden 
auf  denselben  also  keinerlei  Einwirkungeo  statt,  so  können  wir 
den  Ausdruck 

—  dt 

als  den  Quotienten  zweier  Wegelemente  ds  und  dt  ansehen, 
die  von  zwei  sich  selbst  überlassenen  Punkten,  nümlich  von 
dem  betrachteten  Punkte  m  und  dem  früher  genannten  idealen 
Punkte '1  //  r//c/c/>2e»f/^  durchlaufen  werden.  Zufolge  des  Träg- 
heitsgesetzes*) ist  daher  V  constant.  AruhMcrseits  aber  wird, 
zufolge  dieses  Gesetzes,  die  Htchtuny  von  1 ,  d.  i.  die  Richtung 
von  ds  ebenfalls  constant  sein.  Üemgoiiuiss  sind  die  Winkel 
a,  /?,  /,  mithin  [nach  fC.}''  auch  »/,  v,  w  constant;  so  dass  wir 
also  zu  folgendem  Satze  gelangen : 

I)  Vgl.  die  I>efinitioD  der  Zeil  pag.  458. 

S)  Vgl.  die  aaf  pag.  157  gegebeae  Formnlirong  dieses  Gesetzes, 
nameoillcli  den  Sehloes  derselben. 
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Bati.  —  Die  Geichwindi^eü  V  und  die  Geschwindi^smU" 
componenten  w  eines  materiellen  Punktet m  bieiben  constantf 
so  lange  derselbe  sich  selbst  überlassen  ist^  d,  so  lange 
kei$terlei  Einwirkungen  auf  denselben  stattfinden. 

Demgemäss  werden  z.  B.,  so  laoge  der  Paukt  sinsk  seihst 
überlassen  ist,  die  Au&drttcke 

,  du  dv  dw 

(//.) 

forldnuernd  =  0  sein.  Sollten  aber  von  irgend  einem  Augen- 
blicke Jin  tri/eml  icclvhc  ri  sdclicn  auf  den  Punkt  m  einzuwirken 
beginnen,  ao  werden  die  Ausdrücke  (//.)  von  diesem  Augenblicke 
an  nicht  mehr  mehr  =  0  sein,  sondern  irgend  weiche  Werlhe 
annehmen : 

tw\  du      ^  dv      ^  dw  ^ 

(/.)         ,„  -  ^  .  rfF"^- 

Diese  Werthe  A',  Y,  Z  heissen  alsdann  die  Kräfte,  mit  denen 
jene  Ursachen  auf  den  Punkt  einwirken.  Genauer  ausgedrückt, 
wird  die  betreffende  Definition  folgendermassen  su  foroiuliren 
sein: 

Deflniftion  der  Kräfte.  —  Bewegt  sich  ein  tnaterieller  Punkt 
m  unter  dem  Einflüsse  irgend  welcher  bekannter  oder  unbekannter 

Ursachen,  so  werden  die  Ausdrücke  m      ,  m       m  irgend 

dt^     dt*      dt  ^ 

welche  Werthe  besitzen: 

(A.)      »57-^.     "»57^»  '"IT^- 

Diese  Wcrlhc  A,  >'.  /  werden  die  Kräfte  genojint ,  mit  denen 
jene  Ursdclicn  auf  den  Punlä  m  in  den  Ji  ich  Lungen  der 
drei  absoluten  Axen  einuirken. 

Dieser  Ausdrucksweise  i  ntsprerhend^  PP'''J^  "^'^'^  Kräfte 
X,  y,  Z  durch  drei  luni  Punkte  in  ausgehende  Linien  darzustellen^ 
welche  die  Hichtungen  jener  drei  Axen  besitzen. 

t'ebrigens  sind  die  Formeln  (A^j,  mit  Rücksicht  auf  die 
allgemeinen  Relationen  [G.],  auch  so  darstellbar : 

(I.)     '"rf^.='^»    '«rfi«"'^'  "*J?"^' 

wo  Xy  y,  %  die  Goordinaten  des  Punktes  m  vorstellen. 
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Die  zweite  Hypothese  der  Mechanik. 

Zweite  Hypothese :  Das  GeaetE  des  FarallelognuuMi.  — 
Zirt  t  Kräfte  F  und  G,  die  auf  einen  matenellen  Punkt  m  in  irgend 
welchen  Richtungen  einu^irken,  sind  stets  ersetzbar  durch  eine 
einzige  Kraft.  Diese  letztere  ist  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
dargestellt  durch  die  Diagonale  des  über  F  und  G  constrmrten 
Parallelogra  mms . 

Hieraus  folgt  spfort,  dass  Kräfte  gleicher  Richtung  sich 
addiren^  und  Kräfte  entgegengesetzter  Richtung  sich  subtrahiren. 

Andererseits  aberfolgt  ausjenem  Gesetz  des  Parallelogramms, 
das8  drei  auf  einen  materiellen  Punkt  m  in  irgend  welchen 
Richtungen  einwirkende  Krilfte  H  ersetibar  sind  durch 
diejenige  eine  Kraft,  welche  ihrer  Grosse  und  Richtung  nach 
dargestellt  ist  durch  die  Hauptdiagonale  des  ttber  F,  (r,  H  con- 
struirten  Parallelepipedums.  Wirken  also  z.  B.  auf  den  Punkt 
m  in  den  Richtungen  der  absoluten  Axen  drei  gegebene  Krtffie 
ein  Xf  Y,  Z,  und  bezeichnet  man  die  Hauptdiagonale  des  ttber 
Xj  y,  Z  errichteten  rechtwinkligen  Parallelepipedums  mit  H, 
so  sind  X,  7,  Z  ersetzbar  durch  die  eine  Kraft  A.  Umgekehrt  ist 
also  auch  R  ersetzbar  durch  X,  K,  Z.  Diesen  Satz  aber  ktfnnen 
wir,  weil  nach  unserer  Bezeichnungsweise  [vgl.  die  Definition 
pag.  456]  X,  Zdie  Cmponenten  von  R  heissen,  auch  so  aus- 
sprechen: 

Satz.  —  .luhrrdi'  (utf  einen  materiellm  Punkt  m  einwirkende 
Kraft  ist  ersetz-hiw  durch  i/ire  rechhrinHif/rn  Comfwucnfcn. 

Es  w.iii  nun  ein  Piuikt  m  in  Hevvt»i:ung  l)oiiriHrn  Lipdacht 
werden  unter  dem  gloii  li/ciligen  l-jnlluss  irgend  welcher  n  Lr- 
saclien  l\  .  U^y  .. .  U,^ ;  und  es  möi;on  Ii^  ,  /f^ ,  ...  /?„  diejoni^en 
Krüftescin,  welche  diese  Ursnchen,  einzeln  genonnueu,  auf  den 
Punkt  ausüben.  Zufolge  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes  sind 
diese  Kräfte  /^i ,  /f«,  Rn  ersetzbar  durch  ihre  rechtwinkligen 
Gomponeuten : 

X  X  V 
Y  Y  Y 
7     7'  7 

Uiui  diese  3/<  kii»fte  ihrerseits  werden,  weil  Kräfte  von  einerlei 
Hielilung  sich  addiren^  ersetzbar  sein  durch  die  drei  Kräfte 

lUiti.-phyt.  Clus«  18b7.  1 1 
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X      X|  •  •  ■  } 

y  *—       yji » .•  •    ^  n  ? 

Z  "4"  Zj  .  .  • 

Demgemäss  erjzeben  sich  [v£jl.  (£..)]  für  die  Bewegung  des 
betracbteIeD  Puukios  m  folgende  Gleichungea: 

«»  di*  =  Z  =     4-  2,  . . .  -I-  Z„  , 

wo      ^,  5  die  Coordinalen  des  Tunktes  m  vorstellen. 

Bemerkunff.  —  Por  oijjentliclio  Inhalt  dos  Gf^^otze-^  r)»^« 
Parnl!olouramni>  dürfte  noch  deutlicher  bervortreteo,  wenn  man 
dassellM'  lol.uefHlerniasscii  ausspricht: 

HVn/  ein  mulerieUcr  l'unl.l  m[x',  y,  z)  von  sweieriei  Ursachen 
Ü\  und  l',  sollicitirt,  und  sind 

'dt*  ~  ^ » '  ^     5<*     ^* » 

elc.    elc.  etc.  etc. 

diejenigen  (Heichungm ,  weh  hc  für  die  Bewegung  des  Punktet 
gelten  würdeUt  falls  nur  l\  allein,  respective  nur  l  \  allein 
vorhanden  wäre,  —  so  lauten  die  bei  ffleichzeitigem  l  orhandentein 
beider  Ursachen  geltenden  Gleichungen  folgendermaseeni 

m  ^  =a        +  , 

etc.  etc. 

Bei  dieser  DarstolIuDg  des  Gesetzes  erkeanl  man  deutlich, 
dass  dasselbe  eine  reine  1Iiji>r.!ti>'se  ist,  dass  ▼od  irgend  weichem 
Beweise  desselben  iiiclit  di.-  Hi de  sein  kann. 

Wollte  rnnii  einwenden,  d.i.s.s  Hcweise  für  dieses  Gesetz  von 
hervorniLienden  Malhenialikern  versucht  und  wirklich  i^eizcben 
sind,  so  würde  liieraiif  nur  zu  erwidern  sein,  dass  l)ei  dl* 
jenen  Beweisen  das  Objecl  de<  Heweises  ein  wesentlich  analem 
ist,  insofern  als  bei  all'  jenen  Beweisen  \on  einer  Delinitiou  Jt^r 
Kräfte  ausgegangen  wird,  die  von  der  hier  gegebenen  Detlnitioo 
derselben  völlig  verschieden  ist.  Man  kann,  um  die  Sache  einiger- 
massen  anzudeuten,  sagen,  dass  bei  jenen  Beweisen  eine  eiatische 
Definition  der  Kielte  zn  Grunde  liegt,  wihrend  imMre  DefloitioD 
derselben  (pag.  1 60)  eine  dynamische  ist 
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Di«  Orilte  Hypothese  der  Meehanik. 

Biitte  Hypofbeie:  Dm  Oapets  d«r  Aotion  luid  Beaetiop. 

Die  Kräftet  mit  denen  irgend  zwei  materielle  Puncte  tmcl 
ati/*  emaiMfer  einu7ir&en,  in  die  Linie  der  gegenseitigen 

Entfernung^  respective  in  die  Verlängerung  derselben.  Und  stwar 
sind  diese  beiden  Kritfte  von  gleicher  Grösse  und  entgegen^ 
gesetzter  Richtung^). 

Bezeichnet  man  also  die  voo  m^  auf  ausgeübte  Kraft 
mit  und  die  von  m^  auf  in,  ausgeübte  mit  und  denkt 
man  sich,  um  die  Vorslellung  zu  fixireo,  beide  Kräfte  In  repul" 
sivem  Sinue  gerechnet,  so  wird  ' 

(«.)  ä;  «  «4  «  Ä,, 

sein,  wo  R^^  den  gemeinschaftlichen  Werth  der  beiden  Kräfte 
andeuten  soll.  Be£eichnet  man  frmer  die  Gooiponenlen  der 
beiden  Kräfte  mit  A],  ) /;  und  Xi,  Fi,  ZJ,  so  ergeben  sich 
die  Fonpebi : 

VI  —  »   ^«  ~  X* 

iß-)    r\  -  Ä..  -^S^  • 

Ml 

Z*  SS  Ii      -J-Il-*?-  Z» 

wo  y^^  z^  und  j  Ui,  die  Goordinaten  der  beiden  Punkte 
vorstellen,  während  r^^  ihren  gegenseitigen  Abstand  reprä- 
sentirt. 

Betrachten  wir  nun  die  Bewegung  Ton  n  materiellen 
Puncten  m, ,  ,  ...  m^^  indem  wir  dabei  annehmen,  dass  die- 
selben niobt  nur  von  ihren  innem  oder  gegenseitigen  Einwir- 
kungen, sondern  überdies  auch  noch  von  irgend  welchen  üussern 
Ursachen  (/-^soUicitirt  werden,  so  ergeben  sich  /.  M.  [M.]] 
für  die  Bewegung  des  Punktes  (x^ ,  ,  z^)  folgende  Glei- 
chungen : 


4)  Dabei  bleütt  Nollii;  clahiii;;osU'lll,  ob  der  f:«'iiioiiJs<  li;ifiliclie  Werth 
diesur  beiden  Krüflc  nur  von  der  fiolfcrnung  r  abhängt,  oder  ob  er  viel- 
leicht überdies  auch  abhängig  ist  von  deo  nach  der  Zeit  genommeoeo 

(Ir  ePr 

Dillerenlialuuolit'ulci»  -r;,  -jj^,  elc. 

Ol  af 

4<» 


vT.  —  r. 


=  11 


.Vi 

'•11 

Digitized  by  Google 


164  C.  Nbukann, 

'"^^F  *  ^«         '^"^  ' 

(y. .)     ^  =  (0  +  V }  +  r;  4.  J'} . . .    y?)  +  , 
=  ;o  +  z;  +  z}  -I.  zj ...  +  i?T)  +  . 

Dabei  reprtfsentiren  (X*,  F*,  Z*),  (XJ,  y;,  Z}),  etc.  die 
Componenten  der  von  m,,  m,,  elc.  auf  den  Punkt  m^  ausge- 
übten Kräfte  A;,  A*,  etc.;  wahrend  (X^,  yf,  Zf)  die  Compo- 
nenten derjenigen  Kraft  Bf  vorstellen,  mit  welcher  jene  äusiern 
Ursachen     auf  m^  einwirken. 

Bei  analoger  Beseichnung  ergeben  sich  femer  für  die  Be- 
wegung des  Punktes  tn^  {x^,  r/^,  z^)  folgende  GleicbuDgen : 

=  (Xi  +  0  -i-  X}  +  Xi  ...      XJ)  -I.  Xi  , 

(/..)      ^  =  (>'i  4-0  +  1-4-  l'i ...  -h  };•;     Yi  , 

m,         =  (Zi  +  0      ZJ  +  ZJ  ...  -h  ZJ)  -1-  Zf  . 

U.  s.  w.    U.  s.  w. 

Nimmt  man  aus  den  Formelsystemen  (^|.),  (7^  ),  etc.  jedes- 
mal die  erste  Formel  heraus,  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

»».  ^  =  (0  -»-  A?  +  XJ  •  •  •  +  -vy)  +  Xi , 
'^'^     "'»^^-l^l  +  ^ä  +  «•••  +  -1:.")+J£^. 


"'»        =  (XI  +      +  Ai  . ..  +  0)  +  . 

4 

Nun  aber  ist  nach  [ß,] : 

X*  4-  AJ  =  0  ,    ebenso  alli^emein :    A','*  4-  Xf*  =  0  . 

Und  mit  liUcksichl  bieriiuf  izelan^t  man  durch  Addition  der  Glei- 
chungen (d.)  zu  folgender  Formel: 
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wofür  man  kürzer  schreiben  kann : 

{$,)  2^m  ^  =  2Jx^ . 

MuUipliciri  man  ferner  die  drei  FormelQ  {y^.)  respective 
mit  0,  —      4-  y^i  und  addin,  so  erbfili  ouid: 

desgleichen  ergiehi  sich  aus  {y^.] : 

u.  s.  w..  u.  s.  \y.  Dabei  haben  alsdann  i.B,^l  und  die  Be- 
deutungen : 

und  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  {ß.),  sofort : 

J\  -i-  J[  =  II  ,    allgemein  :    j/'  +        =  0  . 

Mit  Rücksicht  hierauf  aber  gelaniit  man  durch  Addition  s^romt* 
lieber  tileichungen  (l^.),        clc.  zu  folgender  Formel: 

Zu  den  Formeln  (e.)  und  treten  offenbar  noch  weitere 
Formeln  hiniu,  die  mit  diesen  analog  sind ;  so  dass  man  also  zu 
folgendem  Satze  gelangt: 

Satz.  —  Beivegt  sich  ein  System  von  n  tnateriellen  Punkten 

(-^1 ,    ,  -i)  I    »»•  (a^t»  2/1»  «t)  »    •  *  •  ."»«  (-i'fi,  yn»  -Ii) 
unUr  dem  k^influss  semer  tnnern  oder  gegenseitigen  Kräfte, 
tmd  unter  dem  gleichseitigen  Einfiuss  irgend  welcher  äussern 
Kräfte: 

so  gelten  für  diese  Bewegung  folgende  sechs  Gleiclmngen: 
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(*•) 


dl* 


(«.) 


Dieses  sind  die  bekannten  Lkf lach' sehen  Gleichungen* 

Diese  scciis  Gleichungen  [i.]  sind  von  den  innem 
Kräften  völlig /ret,  und  sind  daher  auch  dann  noch  von  \utzPD, 
wenn  diese  inncrn  Kräfte  ganz  unbekannt  sind.  Sie  werden 
daher  z.  B.  von  Nutzen  sein  für  einen  beliebigen,  aus  beliebig 
vielen  materiellen  Punkten  bestehenden  Körper,  einerlei  ob  der- 
selho  fciit,  ßiissif/  oder  gasförmig  ist.  Sollte  insbesondere  der 
Körper  ein  soj^enannter  starrer  Körper  sein,  so  wtlrde  seine 
Rcwci^ung  durch  die  sechs  Gleichungen  [S-.]'  {t.)  rolJkontmrn 
besttmml  sein,  vorausL'esPtzt,  dass  sein  Anfangszustnnd  gegclxMi 
ist.  —  Um  nun  weitere  Betrachtungen  an  die  Gleichungen  >/.)? 
[i.]  sich  nnsch Messen  zu  lassen,  mag  zunächst  folgende  Dehnt- 
lion  eingp^cli.iHcl  werden: 

Definition.  —  Sind  n  materielle  Punkte  ni  {x,  y.  z)  gegeben, 
und  reprüsenfiren  Q^.  o,,  •••  ^„  die  Entfernungen  derselben  von 
irgend  einem  Raunijnndde  ry,  .so  .so//  dieser  letztere  der 
M asf!en  ///  ittelp  u  n  kt  Jener  n  gegebenen  Punkte  heissen ,  sobald 
man  Uim  diejenige  Lage  suertheill  half  für  welche  der  Ausdruck 

ein  liJinimnm  ist. 

Auf  (irund  dieser  Definition  erhSlt  man  für  deo  MaMeifr- 
mitielpunkt     i^,  {)  i.  B.  die  Formel: 


d.  i. 


0 


Digitized  by  Google 


GaLNDZtGE  DER  ANALYTISCHEM  MECHAMli. 


167 


d.  i. 


(jfij  4*  wif  •  •  ♦  +  fiifi}  ^  Ä  fH|  J?!  +  Mijflp,  •  •  •  +■  ; 
so  dass  man  also  im  Ganien  eo  fofgeoden  GleSchangeD  gelangt: 

(k.)  s  Mri  =  Jf/n»/  , 

wo  M  =  die  Gesammtmasse  des  pegebeiuMi  runktsystonis 

v()r>i(-'lll.  Denigeinäss  sind  die  drei  Gleichungen  i^if-.}  folgender- 


Diüssen  darstellbar: 


Bringt  man  nun  dioso  GltMchungon  (A.)  auf  den  besonderen 
Fall  in  Anwendung,  dass  die  einwirkenden  äussern  Kriifle 
(JC-*,  1'^,  Z^]  durchweg  =  0  sind,  so  gelangt  man  sofort  zu  fol- 
gendem Satze: 

teli.  —  Bewegt  sich  ein  System  materieller  Punkte  nur 
unter  dem  EinfiuBS  Meiner  innern  Kräfte^  so  wird  sein  Mcasen- 
mittelpunkt  in  geradliniger  Bahn  mü  constanter  Ge- 
sehwindigkeit  fortifAreiten. 

Besteht  das  System  nur  aus  snoei,  and  xwar  unter  einan- 
der f^eiehen  Ifemnpnnkten 


und  denkt  man  sich  die  Anfangsgescbwindigkeiton  dieser  beiden 
Punkte  gleich  gross  und  äircct  gegen  einander  gerichtet^  so  wird 
die  Geschwindigkeit  des  llasseAmtttelpunktes  zu  Anfang  =  0, 
also,  auf  Grund  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes,  fortdauernd 
=  0  sein;  so  dass  man  also  lu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Sati.  —  Bewegen  sich  zwei  materielle  Punkte,  deren  Massen 
gleich  gross  sind,  nur  mier  dem Einfluss  ihrer  gegenseitigen 
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Einwirkung,  und  setzt  Juan  voraus,  dnss  ihre  Anfatujsgesclnvin^ 
(ligkciten  (/U'ich  yross  und  dircct  (legen  einander  gerichtet 
gewesen  sind,  so  wird  ihr  Mussenniittclpunkt,  d.  i.  der  Mittel- 
punkt ihrer  Verbindungslinie,  fortdauernd  in  Hu  he  bleiben. 

Hieraus  folgt,  dass  diese  beiden  materiellen  Punkte  tm  Augen- 
blicke ihrea  ZueammenstoseenSf  toenigslms  fRoinenlafii  mtr  Ruhe 
kommen. 

Dieser  Sats  reprUsentirt  eine  eharakleristiscbe  Eigenschaft 
gleich  grosser  Massen,  die  nacbtraglichi  falls  es  beliebt,  zur  De- 
6DiUon  derselben  dienen  kann. 

§  4. 

Leber  die  Arbeit  der  Kräfte. 

Beflnition.  —  fst  ein  materieller  Punkt  m  in  Bewegung  be- 
griffen unter  dem  Einfluss  einer  gegebenen  KraßF^  und  unter  dem 
gleichzeitigen  Einfluss  belieb  ig  er  anderer  Kr  Ufte ,  un  d  be- 
zeichnet ?nan  das  vom  Punkte  m  während  der  Zeit  dt  durchlaufene 
Wegelement  mit  ds,  so  pflegt  man  den  Ausdruck 

Fdseoa{Ff  ds) 

als  die  von  der  Kraft  P  wahrend  der  Zeit  dt  verrichte  Arbeit 
SU  bezeichnen.  Diese  Arbeit  ist  offenbar  auch  darslMar  durch 
das  Trinom: 

Xdx  -+-  Ydy  -h  Zds  , 

U)0  alsdann  \,  )',  Z  die  Componenten  der  Kraft  F,  und  d  j\  dy, 
dz  die  Componenten  des  Wegelementes  ds  vorstellen.  [Vgl.  die 
Definilion  \)Uii.  15G." 

Dcnltl  man  sich  z.  H.  zwei  l^inktc  ^f|^{•r^,^/^.  und 
^^t  '^i>  .Vi-  'i)  ii^lt?*»'  dem  I-infhiss  ihrer  gegenseiticcn  Kräfte 
Ii;  und  Ui  und  unter  dem  i;leii*lizcitii:en  Einfluss  lidn'lnger  an- 
derer Kriifte  in  Bewoiiung  Ix^ürillen,  so  werden  dio  Mm  jenen 
Kräften  l\\  und  Hl  \Niihrend  der  Zeil  dt  verrichteten  Arbeiten  die 
Werlhe  liaben  [vgl.  (^.j  pag.  <631: 

Die  Hümme  dieser  beiden  Arbeiten  ist  daher 
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B  . 

Ml 

d.  i. 

Bezeichnet  iimn  also  die  Grössen  /?„  udU       kurzweg  mil  H 

und  r,  so  orhiill  man  folgenden  Salz  : 

Erster  Satz.  —  Bertuujcn  sich  zwei  materielle  Punkte  unter 
dem  Ein(luss  ihrer  qe^jin^etlKjen  Eimvirkung ,  und  unter  dem 
f/leich  zeit  igen  Eiu/liiss  beliebiger  (inderer  Krüfte,  so  wird 
die  wahrend  der  Zeit  dt  von  ihrer  yeyenseiliyen  Einwirkung  ver- 
richtete  Arbeit  den  Werüi  hüben  : 

Rdr  . 

Babei  bezeichnet  R  die  in  repulsivem  Sinne  gerechnete  S  t  u  r  /.  e 
dei'  gegenseitigen  Einwirkung^  und  dr  den  während  der  Zeit  dt 
erfolgenden  Zuwachs  der  gegenseitigen  Entfernung  r  der  beiden 
Punkte. 

Auf  Grund  dieses  Salzes  wird  man  z.  B.  für  die  Arbeil 
derjeoigeo  Kräfte,  mil  denen  irgend  zwei  Punktsgsleme 
m^,  m^,  ...  7W„  und  ,  ,  ...  //^,  nuT  ciniindei- einwirken, 
eine  Summe  von  n  j)  Gliedern  eriiallen,  deren  jedes  die  Form  Hdr 
l)esilzl.  Betrachlei  man  insbesondere  den  Fall,  dass  die  beiden 
Punklsysleme  starre  Körper  sind,  so  gclangl  man  zu  folgendem 
wichtigen  Salze : 

Zweiter  Satz.  - —  Bewegen  sich  zu  ei  slurre  Körper  unter 
dem  Einfluss  ihrer  gegenseitigen  Einwirliungen ,  und  unter  dem 
gleichzeitigen  EinfJuss  beliebiger  und  er  er  hrüfte,  so  wird  die 
i?on  jenen  gegenseitigen  Einwirkungen  verrichtete  Arbeit  nur  ub- 
hängen  von  der  relativen  Bewegung  des  einen  kürpers  m  Bezug 
auf  den  andern. 

Sind  also  z.  B.  beide  Körper  in  Bewegung  begrilTen,  so  kann 
man,  ohne  im  Werth  der  in  Rede  siehenden  Arbeit  irgend  welelie 
Aenderung  hervorzunifen.  den  einen  Körper  feslhailen,  falls 
man  nur  dafür  sorgt,  dass  die  relalive  Bewegung  dieselbe  bleibt. 

NVir  können  diesen  Salz  z.  B.  anwenden  auf  irpend  zwei 
Himmelskörper,  oder,  falls  es  uns  beliebt,  auch  anwenden  auf 
zwei  mit  einiuHlcr  zusd/nuiciistossende  llinnnelskürj)er.  Im  letztem 
Falle  werdenalsdann  die  gegenseitigen  Einw  irkungen  der  beiden 
Kdrper  nicht  nur  aus  ihren  Anziehungskräften,  sondern  Ober- 
dies  aueb  ooeb  ans  ibren  Wkterstandskrüfim  besteben.  Dabei 
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erkenDen  wir  sofort,  dass  der  in  Rede  siebende  Sato  für  diese 
beiden  7%et/eder gegenseitigen  Einwirkungen, «ihjieM  genommen, 
gelten  wird;  so  dass  wir  also  tu  folgendem  Zusätze  gelangen: 

Znsats,  —  Bestehen  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  bei- 
den Körper  aus  mehreren  Theilen^  so  wird  der  in  Rede  stehende 
Satx  awh  noch  gOltig  sein  für  diejenige  Arbeit,  welche  von  jedem 
solchem  Theile  der  gegenseitigen  Einwirkungen,  einzeln  genommen, 
verrichtet  wird. 

Schliesslich  mag  noch  folgender  Sats  notirt  werden,  der 
unmiltelbar  auf  Grund  des  ersten  Satzes  sich  ergiebt,  und  von 
welchem  häufig  Gebrauch  zu  machen  ist : 

Dritter  Sats.  —  Sind  m^'und  zwei  Massentheildien  ein 
und  desselben  starren  Körpers,  so  ist  die  von  ihrer  gegen- 
seiHgen  EimriHi-ung  verrichtete  Arbeit  stets  »  0. 

Denn  in  diesem  Falle  ist  r  consiant,  mithin  dr  unter  allen 
Umstanden  »  0. 


Beweiil  sirh  ein  Punkt  m  (x,  t/,  z)  unter  dem  FJnfluss  ge- 
i2el)ener  Krüfle  A'.  V,  Z,  so  gelten  die  in  {L.)  pag.  460  aufge» 
führten  Gleichungen ; 


wo  Fdie  augenblickliche  Geschwindigkeit  des  Punktes  vorstellt: 


Die  Formel  (6.),  welche  den  Sats  der  ]d»endigen  Kraft  für 
einen  einzeinen  Funkt  reprisentirt,  ist  unmittolbar  ansdebiibor 
auf  den  Fall  beliebig  vider  Ponkte.  Denkt  man  sieh  niiinlidh  jene 


Der  Satz  der  lebendigen  Kraft. 


(«•)  '«^->'. 


(c.) 
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Formel  [b.]  der  Reihe  nach  fUr  jeden  dieser  Punkte  aafgestelll, 
und  flodann  all*  diese  Poitneln  addirt,  so  gelangt  nati  su  folgen- 
dem Satze : 

Satz  der  lebendigen  Kraft.  —  Bewegen  sich  n  materielle 
Punkle  . 

w,      .     y  s,)  .    mj,r^ .  //, ,  z,)  ....  , 
unler  dem  Einßuss  beliebig  gegebener  Krüfte : 

SO  ^i/^  dte  Formel : 
d.  i.  die  Formel . 

(d.)  d  r  »  ^(Xda?  +  Ydy  ^  Uz)  , 

tt'o  Tdie  lebendigt  Kraft  des  Punkisystemes  repräsentirt. 

Es  wird  also  für  jedwedes  Zeitelement  dt  der  Zuwachs  der 
lebendigen  Kraft  des  Sgstetnes  eben  so  gross  seht,  wie  die  von 
den  einwirkenden  Kräften  während  der  Zeit  dt  verrichtete  Arbeit. 

Jene  einwirkenden  KrMfte  >w«rden  im  Allgenetnen  theils 
von  den  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Punkte,  theils  aber 
auch  von  irgend  welchen  äussern  Ursachen  herrühren.  Und 
demgeniäss  werden  z.  B.  die  auf  den  Punkt  einwirkenden 
KrUfte  X^J  K, ,  Z^  die  auf  pag.  464  angegebene  Form  besitsen : 

X,  (0  4-  a;  -h  a;  ...  a-}  ^  aj  , 
f^  =  (o  +  f; +  4-1^)  +  Yi, 
2,  •  (0    z;  -h  ir; . . .  +  zj)  . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx^^  dy^j  dz^,  und 
addirt,  so  erhält  man  eine  Formel  von  folgender  Gestalt: 
'  («|.)  X«dar^  +  Y^dy^      Z^dz^  b 

s  (0  +  e;  ^  e;  — i-  ©7)  -§■  xidx^  +  y^rfy,  +  zidz^ . 

In  flhnlieher  Weise  erhält  man  ferner,  was  den  Punkt  be- 
trifft, die  Formel : 

(e,.)  X^dx^  ^  ^i<iyt     ^i^^^i  = 

=  (©;  H-  0  -I-  ©;  . .  .  -I-  ©,»)  +  AJdar,  H-  KJc/y,  -h  Z^da,  . 
U.  s.  w.  U.  s.  w .  Dabei  haben  alsdann  t.  B.  G\  und  &J  folgende 
BedettlinigeB : 

e»  «  \*dx,  +  -4-  Zfr/^^  , 

flieraus  aber  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (^.J  |Kig.  463: 
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^      Mt  Mt  ' 

\     '  it  Mi  Ml  ' 

mithin  r 

 ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

0;  +  e;  =     r/r,, , 

iDilhiD  allgemein: 

Und  mit  Rttcksicbt  hierauf  gelangt  man  durch  Addition  sttmmt- 
lieber  Formeln  (e,.)t  (ff),  etc.  zu  folgendem  Resultate: 

[f.]  ±^  Xdx  -I-  Ydy  +  /rf«)  = 

so  dass  also  dor  durcb  (d.)  ausgesprocbeue  SaU  auch  folgender 

parslolluni:  f.ilii^i;  ist  : 

Andere  Form  des  Satses  der  lebendigen  Kraft.  —  Bewegt 

sielt  em  Punktsystem 

unter  dem  lunfluss  seiner  innern  Kräfte^  und  unter  dem  gleich^ 
»öligen  Einfluss  irgend  welcher  äussern  Krüfte  • 

«0  gilt  die  Formel : 

(/.)     dT  =       /?dr  +      [X^dx  +  KMy  -1-  Z^d»)  . 

/^r(6e/  bezeichnet  T  die  lebendige  Kraft  des  Systemes^  ferner  r  die 
gegenseitige  Entfernung  tnjvnd  sweier  Punkte  des  Si/stemes,  und  R 
den  gemeinschaftlidien  Werth  derjenigen  beiden  Kräfte,  mit  denen 
diese  beiden  Punkte  in  repulsivem  Sinne  auf  einander  ein- 
wirken. 

Wir  können  diese  Formel  [y.]  in  Anwendung  bringco  auf 
jeden  beliebigen  KOrper,  einerlei  ob  derselbe  flüssig  oder  fest, 
elastisch  oder  starr  ist. 

Bringen  wir  dieselbe  auf  einen  starren  Kürperiü  Anwendung, 
so  sind  die  r*s  constantf  mithin  die  dr*s  sammtlicb  as  0;  so  dass 
also  in  diesem  Falle  die  Formel  sich  reducirt  auf 

[A.)  dTx»  J^{X^dx  +  Y^dy  +  Z^di)  . 

Hier  aber  ist  die  rechte  Seite,  d.  i.  die  Arbeit  der  äussern 
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Kräfte,  einer  bemerkenswertheo  Transformclion  Mlg.  Fuhren 
wir  nUmlieb  ein  mit  dem  starren  Körper  fest  verbundenes  recbt- 
winkliges  Äxensysteni  1,  2,  3  ein,  und  bezeichnen  wir  die- 
jenigen Goordinaten, weiche  irgend  ein  Maseentheilchen  m{Xff/^Si) 
des  Körpers  mit  Bezug  auf  diese  neuen  Axen  4,  2,  3  besitst,  mil 

ft)>  «>*»^- 

^        4-  X,     4-  , 

wo  die  9,  9, ,  etc.  unbekannte  Functionen  der  Zeit  vorstelleni 
und  dabei  den  Relationen  entsprechen : 

,^  ,  «?  4-  «J  -I- «?  =  4  ,  etc. 

^   '  53,  (S,  -I-      (5,     33,  (S,  =  0  ,  etc. 

Zur  Ahkürziini;  mögen  die  l)inj'ieiili;il(iuutienten  der  (Irössen 
v'(j ,  ete.  nach  der  Zeil  «iureh  Accenle  angedeutet  werden. 
Zugleich  mögen  sechs  neue  Grössen  a,  p?,  y  und  a',  /^*,  y*  ein- 
geführt werden  mittelst  der  Formeln : 

«  =  33,(5,'  +  S3,  CS/  4-  39, a/,  <r  =  r  +  Sö;'  -  (i^^  , 
(D.)  ß=      a,'  4-      "21/  -4-  (Sj^t,',  =  3?'  H-       -  51/  , 

=     3?,'  H-  51, 33/  -4-  513333',  =  CS'  H-  W^i  -  33«  . 

^l  •  r  i  ^  <  thr^r  Deüoiiion  zufolge,  von  der  Zeit  unabhängig 
sind,  so  folgt  aus  B.  - 

dx  =  (r  +  5(,'|,  -I-  :\'   4.       df , 

oder,  falls  man  hier  fttr  ,  ,  |,  die  aus  (11.)  entspringenden 
Wertbe 

f.  +©.(y-JB)  +(5,(^-0  , 

I.  =  2l,{a?  -  a)  +        -  »)  +        -  (5)  , 
=        -  «)  +  (5) 

substitnirt,  und  dabei  die  Formeln  (C),  (^>.)  berflcksiehtigt : 

(Ix  =  -  /  fv        3?)  -I-  _  dt  , 

oder,  falls  man  die  lurnielii  [D.]  ncliler  Hand  beachtet: 

dx  =  («*      (iz  —  yy]  dt  . 

Analoge  FiHrmeln  er^^eben  sieh  offenbar  für  dy  und  di\  80  dass 
man  also  folgendes  Formelsystem  erhalt . 

dx  «  (a*  +  ß:^  —  yy)  dl , 
(J?.)  dy  «      +  ya:  -  a%]  dl , 

da  SS  (y*  -f.  oy  —  /Sfar)  dt . 
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MoHiplictren  wir  aber  diese  das  Theilohen  m{x,  y,  s)  betreffende 
Formeln  mil  den  dasselbe  soUicitirenden  äussern  Kräften 
X^y  >'S  Z-^,  und  addiren,  und  suiumiren  wir  sodann  Uber  alle 
Tbeilchen  m  des  ganzen  gegebenen  Iktfrpers,  so  erhalten  wir 

(F.)    2^{X^äx  +  y*dy  +  Z*d%)  »  a^'dt  J^X^  etc. 

so  dass  wir  also,  auf  Grund  der  Formeln  (4.)  und  (F.)  zu  folgen- 
dem Satze  gelangen: 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  seiner  Anwendung  auf 
•inen  starren  Körper.  —  Bewegt  sich  ein  starrer  Körper  unter 
dem  Einßtiss  irgend  weither  äussern  Kräfte 

)Y,    ,  ^\^  )^  zi ,  etc., 

und  bezeidiiu't  niiui  die  .InfjrilJ'.sjnnd.tc  dieser  Krdfte  mit 
so  gilt  die  Formel: 

[G.]  dT  =  ^^.\^/ r  4-  )       4-  /^(/3)  , 

tüo  r  die  lebend if/e  kriifl  des  ganzen  hOrpers  vorstellt.  Diese 
Formel  (tr.)  ist  auch  fulgendermassen  darstellbar : 

(/i.)   (/r  =  I  +  ^*  J7  >  -t-  H  ^'i-A'  —  xz\  dt , 

wo  dt  das  betreffende  Zeitelement  repräsentirt^  während  dessen 
die  ld)endige  Kraft  des  Körpers  um  dT  anwächst.  Dabei  be- 
zeichnen o,  ß,  y  und  a*,  ß*f  unbekannte  Functionen  der  Zeit, 
deren  Bedeutungen  in  den  Formeln       näher  angegdfen  sind. 

Wir  wollen  nnn  annehmen,  der  Körper  befinde  sieb  im 
Augenblick  /  in  AtiAe,  und  es  solle  seine  Bewegung  wifhrend 
des  nächstfolgenden  Zeitelementes  dt  untersucht  werden,  unter 
der  Yornussetzung,  dnss  die  einwirkenden  flussem  Kräfte  im 
Augenblick  /  den  sechs  Gleichungen  entsprechen: 

(/.)  =  0  ,  J^izX^  -  xZ^)  «  ü  ^ 

Zttvlfrderst  ergiebi  sich  alsdann  aus  (J7.) ,  dass  der  dem 
Zeitelement  dt  entsprechende  Zuwachs  der  lebendigen  Kreit 
des  Körpers  »  0  ist : 
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(K.)  d7  -  0  . 

Zu  Anfang  des  Zeitelementes  dt  war  aber  der  KOrper,  nach  un- 
serer VoraussetzuDg,  in  AuAe,  mithin  Ts  0.  Zufolge  (iT.)  wird 
daher  zu  Ende  des  Zeitelementes  dt  die  lebendige  Kraft  eben- 
falls =  0,  mithin  der  Ktfrper  ebenfalls  in  Rvhe  sein.  Wir  ge- 
langen somit  zu  der  Einsicht,  dass  der  Ktfrper  während  der 
Zeit  dl  in  Ruhe  hteibt^  also  zu  folgendem 

Sati.  —  EiUsprechen  die  in  irgend  welchen  Punkten  {Xy  y,  %) 
auf  einen  starren  Kifrper  einwirkendm  Qmseren  Kräfte  (X',  Y\  Z^) 
den  sechs  Bedingungen : 

{L.)         J^Y'  =  0  ,  J^{xX^  -  xZ')  »  0  , 

so  tctrd  der  Korper,  falls  er  sti  Anfang  in  Ruhe  ist,  unter  dem 
Einfluss  dieser  Kräfte  in  Ruhe  bleiben. 

Zusats.  —  Leicht  Utsst  sich  »eigen,  dass  diese  sechs  Beding^ 
umjen  %ur  Fortdauer  des  Ruhezustandes  nicht  nur  ausreichend^ 
sondern  auch  nothwendig  sind. 

Zur  Fortdauer  des  Ruhezustandes  Ist  nämlioh  nothwendig, 
dass  fttr  jedwedes  Massenelement  m[x,  s)  des  Körpers  fort- 
dauernd die  Gleichungen  stattfinden : 

Und  hieraus  foliit,  niil  Kiicksiclil  auf  die  liüheren  Formeln  id-.), 
it.]  png.  166,  dass  zur  Fortdauer  des  Ruhezustandes  die  Er- 
füllung der  sechs  Gleichungen 

^A  '  =  ü  ,  2^[ijZ'  -  zP)  =  0  , 

etc.  etc. 
tiotlurendig  ist.  —  Dass  jene  früheren  Formeln  (/>.),  {/.  auf  den 
hier  l>etrachteten  Fall  eines  slurren  Körpers  anwendbar  sind, 
ist  bereits  früher  dargelegt  worden. 

§  6. 

Der  flaaUtf n*selis  Sati. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  m{x,  y,  z)  unter  dem  Einfluss  irgend 
welcher  Kräfte  X,  Y,  Z,  so  gelten  für  diese  Bewegung  die  in  {L,) 
pag.  160  angegebenen  Gleichungen : 
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dt*  ' 

(»•)  "»d^^i' 

"  ,11^  -  ^  • 

Die  augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes  mag  Jheisseo: 

'-i[(S)'-(S)'*OT 

Man  denke  sich  nun  neben  der  wirklichen  Bewegung  des 
Punktes  eine  unendlich  wenig  von  ihr  abweichende  fingirte  Be- 
wegung desselben,  und  benutze  die  Beseichnungen 

j\  y,  z.  T 

für  die  wirkliche  Beweiiungniitl^f'zuuauf  irgend  eineuZeitaugeo- 
blick  tf  andererseits  aber  die  Bezeichnungen 

fttr  die  fingirte  Bewegung  mit  Bezug  auf  dtendenselben  Zeit- 
augenblick L  Hnltipliciri  man  die  Gleichungen  (a.)  mit  17,  ^, 
und  addirt,  so  erhält  man 

pder,  was  dasselbe  ist : 

"'  57  [S  ^    •••]-•"  [S  sf  +  •  ••]  =  [^^"  ■■]• 

Nun  ist  nach  der  DeHniiion  von  T  und  /'  -h  r: 


mithin: 

r 


m 


Tdx  dS         1      m  r/(/i\«  1 


also,  weil  i^,  T  uiu'udlicli  klein  sein  sollen,  iiiitliiu  die  zweiten 
Potenzen  dieser  Grössen  zu  v enuichiassigeu  sind: 


_  .„  r  ''•^    ^  1 
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Demgemass  kann  die  Formel  (c.)  aoch  so  geschrieben  werden: 

oder  bei  elwas  anderer  Anordnung  auch  so: 

Hieraus  folgt,  falls  man  mit  dt  multiplicirt,  und  sodann  tiber 
einen  beliebigen  Zeitraum  ^^ ...    integrirt: . 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  verschwindet,  sobald  man  fest- 
setzt, jene  fingirte  Bewegung  solle  von  solcher  Beschaffenheit 

sein,  dass  ^,  r^,  K  im  Augeublick  t^  Nidl  sind,  und  im  Augen- 
blick ebenfalls  \ull  sind.  Ersetzt  man  daher  nachträglich  die 
Buchstaben  ^,  .  1*.  r  durch  da?,  6y,  dis,  6  T,  so  gelangt  man 
zu  folgendem  Kesultate: 

Hamütoi'aeliMf  Sali.  —  Ein  Punkt  m{Xt  y,  m)  bemgt  sieh 
unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  Kräfte  (X,  K,  Z).  Und  die 
augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes  mag  T  heissen. 

Man  denke  sich  nun  neben  der  wirklichen  Bewegung 
des  Punktes  irgend  eine  nur  unendlich  wenig  von  ihr  abwei" 
chende  fingirte  Bewegung,  und  bentUae  die  Bezeichnungen 

X,  y,  ü,  T 

für  die  wirkliehe  Bewegung  mit  Bezug  auf  irgend  einen  Zeit- 
augenblick f,  andererseits  aber  die  Bezeichnungen 

X  +  6x  ,    y  +  dy  ,    z     dz  ,    T  +  dT 

für  die  fingirte  Bewegung  mit  Bezug  auf  ebendenselben 
Zeitaugenblick  t.  Alsdann  wird  für  ein  beliebig  zu  wühlendes 
Zeitintervall  t^  ...  t^  stets  die  Formel  stattfinden: 

if.)    J  \^'^'*'  i^^^  +     +  zdzj^dt  =  0 , 

falls  man  nur  voraussetzt,  jene  fingirte  Bewegung  sei  in  solcher 
Art  eingerichtet,  dass  dx,  Öy,  dz  im  Augenblick  t^,  urul  ebenso 
auch  tm  Augenblick  t^  Null  sind. 

Ziaate.  —  In  genau  demselben  Sinne  gilt  (wie  sich  leicht 
ergiebt]  für  ein  beli^iges  Punktsystem 

lUUu-pbys.  CUw«e.  tSSU.  12 
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welches  unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  Kräfte 

(Xj ,  Ij,  Z,)  ,    (X^,  1,,  4J  ,    ...    (.Tut  ^11»  ^» 
m  Bewegung  begriffen  ist,  folgende  analoge  Formel : 

to)    /      ^  +       ,A<Jx  +  1      +  ZöZf]  dt  ^0  , 
ti   ^  J 

«70  T  (He  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  bezeichnet. 

Dtiss  dieser  Hamilton' sehe  SaU  (f.),  {g.)  nicht  Dor  xtm 

Nutzen  ist  zur  Transformalion  der  dynamischen  Differenlial- 

{zloichungen  d.  i.  zur  Einführung  neuer  Coordinaten,  sondorn 
dass  derselbe  auch  naoh  einer  andern  Hichlung  hin  guteDieoste 
leistet,  soll  weilerhiu  tjezeij^l  werden. 

§7. 

hit  Arbeit  der  Cohisionskrifte. 

Alle  bei  einem  System  starrer  Körper  in  Betracht  kommen- 
den Kräfte  können  im  Allgemeinen  in  twei  Glessen  serlegi  wer- 
den, je  nachdem  ihre  Wirkungen  nur  auf  unendlüA  kleine^  oder 
aber  auf  beli^ige  Entfernungen  sich  erstrecken. 

Zur  ersten  Classe  gehören  die  in  ein  und  demselben  Körper 
vorhandenen  Cohäskmskräfte^  desgleichen  die  bei  einem  Zusam^ 
menstoss  zweier  Körper  ins  Spiel  tretenden  Widerstandskräfte^ 
und  ebenso  auch  diejenigen  Widerslandskräfte,  welche  bei  einer 
dauernden  oder  zeilvveisen  Berührung  zweier  Kdrper  zur  Thatig- 
kcil  kommen. 

Andererseits  i^eiiiireii  z.  R.  zur  ztcciten  Classe  die  der  all- 
yciiu'inen  (iidriliihnn  eiilslain niriulen  Ki'iifle,  und.  falls  der  Zu- 
stand der  Kurper"  ein  elektrisriirr  oder  magneliischer  sein  sollte, 
auch  die  alsdann  mit  ins  Spiel  irelenden  elektrisdien  oder  mag- 
netiachcn  kräfle. 

l'Ur  unsere  weiteren  Untersuchungen  ist  es  nun  nothwen- 
dig.  die  Kräfte  der  ersten  Classe  d.  i.  die  Gohäsions-.  und  Wider- 
standskräfte einer  «zenaueren  Betrachtung  ZU  unterwerfen,  wo- 
bei in  erster  Linie  folgender  Satz  zu  notiren  sein  durfte : 

8ati.  —  Die  Arbeit  der  in  einem  starren  Körper  vorhandenen 
Cohäsionskritfte  ist  stets  =  0. 
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Zu  diesem  Satte,  der  unmittelbar  aus  dem  drittea  Sati  auf 
pag.  i  70  sich  ergiebt,  treten  analoge  Sätze  hinzu  Uber  die  Ar- 
beit der  Widerstandshrü/'te^  wovon  im  folgenden  Paragraph  die 
Rede  sein  soll. 

§8. 

Die  Arbeit  der  Widerstandskräfte. 

Die  Bewegung  zweier  starrer  Körper  M  und  J/^  sei  der  Art, 
dass  dieselben  dauernd  oder  zeitweise  mit  einander  in  Berührung 
bleiben.  Ferner  sei  0  irgend  ein  Augenblick  der  Bertthrungs- 
zeit<),  und  c  die  in  diesem  Augenblick  vorhandene  BerUhrungs* 
stelle.  Im  Augenblick  0  virerden  alsdann  die  beiden  Kürper 
an  der  Stelle  c  wechselseitig  gewisse  KrUfle  R  und  aufein- 
ander austlben.  Dabei  mag  R  die  den  Körper  M  an  der  Stelle 
c  erfassende  Kraft  sein,  hervorgebracht  durch  die  Einwirkung 
von  Jf  I ;  und  ebenso  mag  A,  die  den  Körper  M^  in  c  angreifende 
Kraft  vorstellen,  hervorgebraoht  durch  die  Einwirkung  von  Jf . 

Diese  ihrer  Grosse  und  Richtung  nach  unbekannten  Kräfte 
H  und  H| ,  die  sogenannten  WidersUmdskrOfU^  denke  man  sich 
nach  drei  von  c  ausgehenden,  gegen  einander  senkrechten  Rich- 
tungen cn,  c/),  cq  zerlegt,  und  die  betreffenden  Gomponenten 
mit  A ,  Q  und  N^,  ,  bezeichnet.  Dabei  soll  cit  die  ge- 
meinschaftliche Normale  der  beiden  KOrperoberflächen  an  der 
Stelle  c  reprMsentiren ;  so  dass  also  cp  und  cq  in  derjenigen  ge- 
meinschaftlichen Tangentialebene  liegen,  welche  die  genannten 
beiden  Oberflächen  an  der  Stelle  c  besitzen.  Alsdann  werden 
i\r  und  JV,  als  die  normalen  Druekkrüfle,  andererseits  aber  P,  Q 
und  C>,  als  die  tangentialen  ReUnmgskräfte  zu  bezeichnen  sein. 
Gleichzeitig  mögen  folgende  Definitionen  acceptirt  werden  r 

Erste  Definition.  — ■  Sind  ilic  Widerstu/ulski  ii/h;  Ii  und  Ii^ 
ton  sofrhf>r  ncsi-hfifj'i'nhcil.  ddss  die  Hcdn/nffslirii/'h'  =  0  sind,  dass 
also  jene  Kriifle  H  und  /I,  identisch  sind  mit  den  nornialen  Dnieh- 
krüften  \  uml  .N , .  .so  niiUjen  die  Oberflächen  der  beiden  Körper 
voilkomm  e n  (j latt  heissen. 

Zweite  Definition.  —  Sind  andererseits  die  Widerstands- 
kräfte H  und  !l^  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  durch  dieselben 
jedwede  gleitende  Bewegung  der  einen  Körperoberllüche  längs  der 

r  Dif  Zeit,  Nvahruiid  welcher  die  beiden  Körper  mit  «Mnaiider  in  Be- 
rührung sind,  wird  hier  kur^\\«'g  die  Berühr ungsseit  geiiaiuit. 
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anderen  u  n  m  u  y  1 1  ch  gemacht  irird ,  so  mi'x/oi  die  Oherffuchen 
der  beiden  h'urper  (nach  dem  V<n  ffün(je  enrfltscher  Malhenialiker J 
als  V  (I  l  Ikom  men  rauh  bezeichnet  u  erden. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Auf!i.il)e  die  Arbeit  zu  beieehnen, 
welehe  die  beiden  WiderstaiulskraHe  Ii  und  fi^  während  irgend 
eine.s  Kleiuenles  ^/ ^>  der  Berühruniiszeit  verrichten,  und  zw.'ir 
zuvörderst  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  beiden  körpei- 
«»berllacheu  vollhommen  glatt,  niiiiüu  jene  W'iderstundskräfte  H 
und  /^j  mit  dtMi  noruiiilen  Druekkriiften  A  uud  A',  identisch  sind. 

Ibl.  un»  mit  dem  eiuraclisleu  l  idle  zu  beginnen,  der  eine 
Körper  —  er  mag  ///  lieissen  —  unendlich  klein,  also  ein  materi- 
eller Punkt,  uod  der  andere  Körper  absolut  festliegend^  so 
wird  die  auf  m  einwirkende  Kraft  R  oder  N  wahrend  der  Zeit 
d@  die  Arbeil 

Xds  cos  (.V,  ds)  , 

d.  i.  die  Arbeit  0  verrichten.  Denn  es  bezeichnet  ds  das  vom 
Punkte  ni  wahrend  der  Zeit  d  (•)  beschriebene  Wegelement. 
Dieses  Wefrelement  aber  lie^l,  weil  m  widirend  der  Zeit  dG  mit 
dem  festliegenden  Korper  ^^^  in  Berührung  bleibt,  auf  der  Ober- 
fläche von  M^y  und  steht  daher  senkrecht  ^egen  die  normale 
Druekkrafi  N;  so  dass  also  der  Winkel  [N,  äs)  »  90^  ist. 

Andererseits  wird  die  auf  if,  einwirkende  Widerstands*- 
kraft  A4  oder  N^  während  der  Zeit  eine  Arbeit  verrichten,  die 
ebenfalls  s  0  Ist;  wie  solches  sofort  sich  ergiebti  falls  man  nur 
beachtet,  dass  der  Körper  Jf, ,  nach  unserer  augenblidüiehen 
Annahme,  eine  absolut  feste  Lage  besilst. 

In  dem  hier  betrachteten  FaUe  sind  also  die  von  den  beiden 
Widerstandskräften  venichteten  Arbeiten  beide  «  0,  mithin  s.  JH. 
die  Summe  dieser  beiden  Arbeiten  ebenfalls  =■  0. 

Wir  wollen  jetzt,  an  Stelle  des  unendlich  kleinen  Körpers 
einen  beliebig  grossen  Körper  if  nehmen,  im  Uebrigen  aber 
an  den  bisherigen  Voraussetzungen  festhalten.  Alsdann  können 
wir  diesen  Körper  i/  in  Gedanken  in  lauter  unendlioh  kleine 
Massen  ei  enaenle  m.  m',  m",  etc.  zerlegen.  Denken  wir  uns  aber 
diese  Zerlegung  der  Art  ausgeführt,  dass  dasspeciell  nn't  m  be- 
nannte Klenjent  an  der  augenblicklichen  Berülirungssfollc  liegt, 
und  wiihrend  der  Zeit  d(-J  mit  ^f^  in  BcriilinniL'  hh'iht^  so  be- 
sclininkcn  sich  die  widirend  dieser  Zeil  d(-J  in  Thalinkeit  kom- 
mendcn  \\  iderslandskrafte  auf  diejenigen,  welche  zwischen  tn 
und  i/f  staltiiudeu;  so  dass  wir  also,  ebenso  wie  im  vorher* 
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geheDden  Falle,  su  dem  Resultate  gelangen,  dass  die  Sunrnte 
der  von  diesen  Widerstandskräften  verrichteten  Arbeiten  bb  0  ist. 

Dieaee  Resultat  aber  wird,  wie  aus  dem  zweiten  Satze  auf 
pag.  469  sieh  ergtebt,  aueb  dajdu  noch  in  Kraft  bleiben,  wenn 
niobt  bloss  JT,  sendern  gleiehzeitig  aueh  Jf«  in  Bewegung  be- 
griffen ist;  so  daes  wir  also  su  folgendem  Satze  gelangen : 

Eraler  Sali.  —  Befinden  sich  »wei  starre  Körper^  deren 
Oberflächen  vollkommen  glatt  sind,  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen,  und  bleiben  dabei  jene  Oberfäehen  eine  Zeit  lang  mit 
einander  in  Berührung,  so  wird  die  während  dieser  Zeit  von  den 
Widerstandshrüßen  der  beiden  Körper  verrichtete  Arbeit »  0  sein, 
Nachtrii^Iich  ubersu  ht  man  leicht,  dass  dieser  Satz  aueh  dann 
Dooh  in  GtUtiglieit  bleibt,  wenn  die  Berührung  der  beiden  Kör- 
per nicht  an  einer,  sondern  an  mehreren,  resp.  an  unendlich 
vielen  Steilen  stattfindet.  Denn  man  wird  in  diesem  Fall  einen 
der  beiden  Körper,  z.  B.  M  in  Gedanken  in  einzelne  Elemen- 
tarkörpcr  zerleiron  können ,  der  Art ,  dass  jeder  solcher  EIo- 
moniarkürper  miL  immer  nur  je  eine  BerUbrungsfilelle  be- 
sitzt,  l  .  S.  W. 

W  ir  wollen  jotzt  zvvoi  Kiirper  3/  und  mit  volllommcn 
ruuhen  Oberllächen  in  Hetrarlit  zicjicn,  indem  wir  dnhei  wieder- 
um voraussetzen,  dass  die  beiden  Kurj)iM-  wiihrend  eine.s  ge- 
\\issen  Zeilinlers alls  mit  einander  in  Iteruhnauj  bleiben,  und 
irt^end  zwei  aufeinander  folgende  Augenblicke  dieses  Zeilinter- 
vülls  mit  0  und  (•)      d  f)  bezeichnen. 

Wir  beginnen,  iiimlieli  wie  vorhin,  mit  dem  Falle,  dass  der 
Körper  .1/,  fcsllieifl,  und  iiezeiehnen  diisjeiu'ue  Massenlheiichen 
des  Kor{)ers  J/,  welches  im  Auiienblick  (-J  mit  J/^  In  berdhrun*: 
ist.  mit  m.  Und  zwar  wollen  wir  zunächst  die  Bahn  in  Ueber- 

I  j  Die  hier  zur  FrlnriL'ung  dicsos  RosuUalc^  nn'_'n>»lp|itt'n  l  obcrk'gun^eii 
kDiiiiiMi  leicht  durcli  slyutiere  Methoden  ersetzt  werden.  —  aber  olierditi'is 
nur  diiiiii,  wenn  tuan  sici)  enti>cbliessl,  über  den  ii;eomelriücbeD  Charakter 
der  gegebenen  Ktfrperoberflttcbeo  (s.  B.  über  die  Stetigkeit  derselben)  be- 
stiuunte  Vürciussetzungen  zu  machen.  Man  vergl.  Übrigens  das  vortreffliche 
Werk  von  Delaunai/ .  Mirauv^up  rftHotuiHIr,  P.iris  ^Sfifi,         310 — 313. 

2'  D^bei  wird  die  Iteruhrii ni^sstelle  eines  solchen  Elementarkorpers, 
je  nach  Umstünden,  bald  ein  Punkt,  bald  aber  auch  ein  unendiich  kleines 
lAnkn"  oder  Flächmelement  sein.  Wie  dem  aber  aocb  sei,  —  stets  sind 
unsere  früberen  Relmchlnniien  :iur  einen  solchen  Elementarkürper  ohne 
Weiteres  Mnvvendliiir  Pi  nn  li  'i  idl"  jenen  fniliernit  Hfli  iniitii ii;:eii  i>t  dd- 
eigentliche  Charnktei  der  Uerulii unjisstelle  dl»  dieselbe  ein  I'utikt,  eiu 
Linienelement,  oder  ein  Flüchenelenient  .sei;  in  suspenso  geblieben. 
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legung  ziehen,  wclchp  dieses  specielle  Tlieilchen  m  vor  dem 
Augenblicke  G  durchlaufen  hat,  und  ebenso  auch  diojenice, 
welche  dasselbe  spilter,  nach  dem  Augenblick  C-)  durchlaufen 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  den  senherhfcn  Ah- 
stand.  den  dieses  Theilchen  m  in  irgend  einem  früheren  oder 
spüleren  Augenblick  f  von  der  Oberflache  des  festliegenden 
Körpers  3/,  besitzt,  mit  /*.  Alsdann  hat  r  im  Augenblick  h 
offenbar  den  Werth  0,  andererseits  aber  in  jedwedem  frühei'en 
oder  spiUeren  Augeoblick  einen  Werth,  der  ^  0  ist.  lind  hier- 

dr 

aas  folgt,  dass  der  Differentialquotient     im  Augenblick  B  den 

Werth  0  haben  muss. 

Solches  erkannt,  ergiebt  sich  soforl,  dass  das  Theilchen  m 
im  Augenl)lick  f)  eine  Geschwindigkeit  besitzt,  die  tangenM 
ist  zur  Oberfläche  des  festliegenden  Körpers  M^,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  das  Theilchen  m  im  Augenblick  ö  eiiie 
längs  dieser  Oberfldohe  hmgieäende  Bewegung  besitzt. 

Nach  UDserer  Voraussetzung  sind  aber  die  Oberflächen  der 
beiden  Körper  31  und  A!^  vollkorameD  rauh,  mitbin  p/e»tofui«  Be- 
wegungen unmöglich.  Wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultate, 
dass  das  Theilchen  m  in  jenem  Augenbliek  &  sich  in  AtiAe  be- 
findet. Hieraus  folgt,  dass  das  von  diesem  Theilehen  m  während 
des  nfichstfolgenden  Zeitelementes  d  Q  besdiriebene  Wegelement 
ds  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  ist,  milbin 
als  0  zu  betrachten  ist.  Demgemäss  wird,  was  die  beiden 
zwischen  M  und  M^  thütigen  Widerstandskrüfle  R  und  B^  be- 
trifft, die  Ton  R  wahrend  der  Zeit  d0  verrichtete  Arbeit  »  0 
sein.  Gleiches  wird,  weil  der  Körper  nach  unserer  Vor- 
aussetzung iiv  absoluter  Ruhe  sich  befindet,  offenbar  aadi  von 
Ai  gelten.  Wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultate,  dass  äk 
Summe  der  von  den  heidm  Widerstandskräften  während  der 
Zeit  d  Q  geleisteten  Arbeiten  ebenfalls  ob  0  ist. 

Dieses  Resultat  bleibt  nun  aber,  wie  aus  dem  zweiten  Satze 
auf  pag.  469  sich  ergiebt,  auch  dann  noch  in  Kraft,  wenn  nicht 
bloss  if,  sondern  gleichzeitig  auch  Jf^  in  Bewegung  begriffen 
ist;  so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satze  gelangen : 

Zweiter  Satz.  —  licfindcn  sich  zwei  starre  Körper,  fit'rm 
Ohcrfliiclnn  v  o  1 1  h  om  in  c  n  rauh  sind;  in  irgend  ir  riehen  Jh- 
(''r(/i(/iijen,  und  b/edjcn  dabei  jene  Oberflächen  eine /eil  /an(^  mit 
einander  in  Beriihruny^  so  wird  die  von  den  Wtderstatidi" 
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kräften  der  beiden  Xlarper  während  dkser  Zeit  verridäele  Arbeit 
s  0  sein.  Naohtrttglicb  übersieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz 
(ebenso  wie  der  TorhergebeDde)  auch  dann  noch  in  Gültigkeit 
bleibt,  wenn  die  gegenseitige  BerUhrung  der  beiden  Ktfrper 
nicht  an  einer,  sondern  an  mehreren,  resp.  an  unendlich  vielen 
Stellen  stattfindet. 

Zu -den  beiden  Slltsen  dieses  Paragraphs  mag  schliesslich 
noch  ein  dritter  Satz  von  bloss  negativem  Charakter  binzugefllgt 
werden,  welcher  folgendermassen  lautet: 

Dritter  Mi.  —  Findet  Mwisehen  uwei  Körpern  em  pUft»- 
Ocker  Zusammenetoss  stott,  ist  also  das  Zusammentreffen  der 
beiden  Korper  von  plötzlichen  Geschwindigkeitsände^ 
rungen  begleitet^  so  wird  die  hierbei  von  ihren  Widerstands- 
kröften  verrichtete  Arbeit  im  Allgemeinen  nich  f  «  0  sein. 

Wird  z.  B.  ein  unendlich  kleiner  Körper,  d.  i.  ein  materi- 
eller Punkt  m  senkrecht  gegen  die  Wand  eines  absolut  festlie- 
genden Körpers  M  geschleudert,  so  erglebt  sich  aus  dem  Satze 
der  lebendigen  Kraft  die  Formel 

wo  und  ?\j  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  m  in  irgend 
zwei  Zeilaugenblicken  /,  und  /,  vorsttllon,  während  .1,,  die 
wahrend  des  Zeilraumes  t^l^  von  den  einu irkctuliii  Kräften 
verrichtete  Arl)eit  reprasenlirt.  Nimmt  man  nun  an,  dass,  ausser 
den  innerhalb  ///,  unti  ebenso  innerhalb  M  vorhandenen  ('olui- 
sionskryflen,  nur  noch  die  Widerstandskräfte  der  beiden  K*  c- 
per  ins  Spiel  kommen,  und  dass  beide  Körper  vollkommfni  stan-, 
milhiD  die  Arbeiten  jener  CohüsionskrUfte  =  0  sind,  so  n  j)rä- 
senlirt  geradezu  diejenige  Arbeit,  welche  von  den  Wider- 
standskräften der  beiden  Körper  wahrend  der  Zeit  t^t^  geleistet 
wird. 

Bezeichnet  nun  den  Augenblick  des  Zusammenstosses, 
und  irgend  einen  früheren  Augenblick,  so  ist  ss  0,  hin- 
gegen t',  von  beträchtlichem  Werthe.  Und  die  vorstehende,  ge- 
genwartig auf 


sich  reducirende  Forrnel  zeigt  also,  dass  jene  von  den  Wider- 
standskräften verrichietc  Arbeit  A^^  nicht  =  0  ist,  —  Q.  e.  d. 
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5  0. 

Zu^aniDU'ulu^NUu^  der  Uesaltate. 

Um  dio  Rosidtato  der  beiden  vorliergchenden  Paragraphe 
in  beqiH'iiH  r  W  eit^e  zusammenfassen  zu  köUQen,  mag  folgeade 
Ausdrucksweise  eingeführt  werden: 

Definition.  —  Die  Bewegimg  eines  Systems  starrer  Körper 
sei  von  solcher  Beschafl'cnlieit,  dass  n  ie  mal s  plötzliche  Zusammen." 
stösse  oder  überhaupt  plötzliche  (ieschwindiffkeitsändei^ingeu  ein- 
treten, dass  hingegen  ein  ige  der  Körper  dauernd  oder  zeitweise 
mit  einander  in  beriihniuij  sein  kinmen.  Leberdies  sei  angenom- 
men, dass  die  Ober/lachen  je  zu  tue r  Körper,  die  dauernd  resp. 
zeitweise  einander  fteriihren,  enhi  eder  beide  vollkommen  ylattf 
oder  aber  beide  rollkoimnen  rauii  sind. 

Smd  air  diese  Vdraitssetzungi  n  erfüllt,  so  mag  das  6ystem 
kurzweg  ein  voUho  nunenes  Si/stem  genannt  u-erden. 

Solches  ft\sti:osolz(.  iieiauLit  man  alsdann  durch  Zus.inunen- 
fassung  der  Uesultaie  der  beiden  leUten  Paragraptie  zu  ioigen- 
dem  allgemeinen  Theorem  : 

Allgemeines  Theorem.  - —  liepndet  sich  ein  rol Iko  nnne n  es 
Sgstem  starrer  hnrper  unter  dem  Hinßuss  seiner  Cohüsions-  und 
Witlerstandskrfifte ,  und  unter  (fem  gleichzeitigen  hJinfJi/ss  be- 
liebiger anderer  Kräfte  in  irt/end  welcher  Bewegung,  so  irird 
d(d)ei  die  von  jenen  Cohäsions-  und  \V ulerstandskräften  verrichtete 
ArbeU  stets  =  0  sein. 

§40. 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  seiner  Anweudung  auf  ein  SytiteH 

starrer  Körper. 

Bewegt  sich  ein  vollkommenes  Ssstem  starrer  Körper  unter 
dem  Kinfluss  seiner  Cuiiasions-  un«l  Widerstaiuiskr.ille  und 
unter  tlen»  lilcMchzeitiuen  l^inlhis^  beliebiger  anderer  Kräfte, 
und  bringt  man  auf  dieses  System  den  Salz  der  lebendigen 
Kraft  ;pag.  17i) : 

[A.)  dT  =  2J[Xdx  +  Ydy  ^  Zd%) 

in  Anwendung,  so  hat  man  unter  7  die  lebendige  Kraft  des 
ganzen  Systems,  femer  unter  (x,  %)  die  Coordinaten  eines 
einzeluan  Massenelementea  m  des  Systems,  endlich  unter  (X,  y,  Z) 
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die  Eesult«Die  aUer  auf  dieses  Element  m  einwirkenden  KrSlfte 
SU  venteben. 

Dil  nun  die  in  dem  System  tbäUgen  Kräfte  tbeiis  CohüstoM" 
und  Widerstandskräfte,  tbeiis  aber  irgend  welche  ondtTto^Ugen 
Krüfu  sind,  so  kann  man  setzen: 

X  «  3E*  -I-  3e , 

wo  X',  diejenigen  Theile  der  Krüfle  A.     Z  bezeiebnen, 

welche  von  d(M\  Cohüsions^  und  Widerstandskrüften  herrühren, 
wahrend  X,  9),  3  diejenigen  Theüe  derselben  vorstellen  sollen, 
welche  herstammen  von  jenen  anderweitigen  Kräßen,  Somit 
geht  die  Formel  {A.}  Uber  in 

(C.)     dT:=:2^(rdx+'})^dy+ä\lzj'k^JJ[ldx+^^dy+^äz^  . 

Znfolge  des  vorhergehenden  allgemeinen  Theorems  pug.  484  ist 
aber  die  Summe  dx  +  ^*dy  +  3'  ^'^)  ^^^^s  «0;  so 

da  SS  man  erhält : 

(D.)  dT^  JJiläx  ^  S^dy  +  3da)  , 

mitbin  zu  folgendem  Salze  gelangt: 

Ber  8ati  der  lebendigen  Kraft.  —  Bewegt  sidi  ein  voll^ 
kommenes  StfStem  starrer  Körper  (vgl.  die  Definition  pag.  484) 
unier  dem  Emfluss  seiner  CoküsionS'  und  Widerstandskräfte 
und  unter  dem  gleichzeitigen  Einßuss  irgend  welcher  and  er  ^ 

tv eiliger  Kräfte,  so  tcird  für  jedwedes  Zeitelement  dt  der  ZW' 

travhs  der  Ichcndif/en  Kraft  des  Systems  ebenso  gross  sein,  wie 
die  während  dieses  Zeit  dementes  von  jenen  anderweitigen 
Kräften  verrichtete  Arbeit.  Bezeichnet  man  ndmlich  die  irgend 
ein  einzelnes  Massenelement  m  .r,  //,  r'  des  Systems  sollicitir enden 
anderweitigen  Kräfte  mit  X,  ^,  3»  *ö  wird  für  jedes  Zeit- 
dement  dt  die  Formel  stattfinden: 

{E.)  =  J^ildx  ^-  S[)dy  +  3(/3;  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  vorstellt. 

Man  kann  diesen  allgemeinen  Satz  z.  B.  auf  den  Fall  an- 
wenden, dass  einige  von  den  Körpern  des  Systems  eine  absolut 
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feste  Lage  besitzen,  wobei  alsdann  selbstversUlndliob  diejenigen 
Krtffle,  welche  (ttr  eine  derartige  Lage  Sorge  tragen,  mit  in  Be- 
tracht zu  ziehen  sind.  Doch  bemerkt  man  sofort,  dass  die  von 
diesen  Kniften  auf  jene  Körper  «lusgeflbten  Arbeiten  =  0  sind, 
weil  eben  jene  Körper  absolut  festliegen  ,  und  dass  also  diese 
Kräfte  in  der  Formel  {£,)  ohne  Weiteres  (ortfallen. 


Der  HaMiltea'selie  Sati  ai4  iie  Lagrange'sekea  Gleiehaagei. 

Nachdem  wir  in»  vorhergehenden  Paragrapii  den  Salz  der 
lebendigen  Kraft  auf  ein  vollLomi/inics  Sysloni  starrer  Körper 
angewendet  haben,  wollen  w  ir  gegenwärli^j  auch  den  Üamiltuk- 
schen  Satz  [[y.]  pag.  t78j: 


auf  ein  solches  System  in  Anwendung  bringen.  Halten  wir  dabei 
fest  an  der  Bezeiehuungsweise  des  vorhergehenden  Paragrapbs, 
so  reducirt  sich  der  Ausdruck 


2,^[Xdx  -h  ydy  +  Zdz)  auf  J^ßdx  +  'Qdy  -h  S^^)  i 
ebenso  wie  damals 

2^{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  auf  2^ ,ldx  -h  ^dy  -t-  ^dz) 

sich  reducirte.  Wir  gciaugen  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Dar  Huailton*sche  8«ta.  —  Hält  man  fest  an  den  Vor- 
Stellungen  und  Bezcichnutufcti  des  vorhergehenden  Satxes  (£.), 
90  gilt  für  jedwedes  ZeitmtervaU    t^  die  Formel: 


Dabei  ist  unter. der  den  Zeichen dx,dyj  öz^  dT entspredtenden  fin- 
girten  Beweyuny  jede  beliebige  mit  dem  Charakter  des  voll" 
kommenen  Systems  vertrüglidke und  von  der  wüitlichen  Bewcguny 
nur  unendlich  wenig  abweichende  Bewegung  %u  verstehen,  falls 
nur  dieselbe  von  solcher  Beschaffenheit  ist,  dass  die  Grössen  dx, 
6y,  dz  im  Augenblick  t^ ,  und  ebenso  aticA  im  Augenblick  sämmt- 
lieh  s  0  sind. 
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Beieichnet  man  die  iDdependenten  Variablen,  durchweiche 
die  räumliche  Lage  des  Systems  in  jedem  Augenblick  sich  be- 
stimmt, mit  9| ,  q^f  ...  q^t  so  ergeben  sich  auf  Grund  der 
Formel  (F.)  in  bekannter  iWeise  die  fi  Gleichungen : 

dt 

j  m:  \  ,  2,  3,  ...  ft  . 

Dies  sind  die  Lagruiiye'nchen  Glrirfuingen  zweiler  Form,  nus  denen 
man  nun  rückwärts  auch  diejenij^eu  der  eralen  Form  abzuleileu 
vermag. 

Dabei  werden  jene  iodependenten  Variablen  im  Laufe  der 
Zeit  ihrer  Art  und  Zahl  nach  wechseln  kennen.  Besteht  z.  B. 
das  betrachtete  System  aus  einem  materiellen  Punkt  m  und  aus 
eioem  absolut  festliegenden  Ktfrper  ,  und  bleibt  m  mit  Jf« 
nur  eine  Zeitlang  in  Berührung,  so  wird  die  Anzahl  jener  inde- 
pendenten  Variablen  wahrend  dieser  Bertlhrungszeit  s  2,  spatei* 
aber  sb  3  sein. 

Ferner  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  einige  der  Ktfrper  des 
Systems  eine  absolut  feste  Lage  besitzen,  die  für  eine  derartige 
Lage  Sorge  tragenden  Kräfte,  in  den  Formeln  (F.)  und  (G.) 
von  vornherein  fortgelassen  werden  dürfen.  Vgl.  den  Schluss 
des  vorhergehenden  Paragraphs. 

üeker  das  albselote  Axensystea. 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  m(a;,  z)  unter  dem 
Einfluss  einer  gegebenen  Kraft  A,  so  gelten  fttr  diese  Bewegung 
die  in  (X.)  pag.  460  angegebenen  Gleichungen: 

(a.)  f»  ^  «  Ä  cos  (Ä,  x) , 

etc.  etc. 

Daljf-i  ist.  wie  an  allen  Su-ilen  dieses  Aufsatzes,  unter  ^x,  y,  z) 
das  absolute  Axensystem  zu  verstehen. 

Mao  könnte  nun  vielleicht  der  Meinung  sein,  die  Wahl  des 
Coordinatensystems  sei  völlig  gleichgültig,  und  demgemass  ge- 
neigt sein,  an  Stelle  des  absoluten  Systems  irgend  ein  anderes 
i-eehtwlnkliges  Axensystem  {^^  r^,  Lj  eintreten  zu  lassen,  und 
die  diesem  neuen  Axensystem  entsprechenden  Gleichungen 
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iß.)  m  J  =  Jl  cos  («,  S 

etc.  etc. 

ehonfalis  fUr  correct  zu  hüllen.  Um  die  Richtigkeit  oder  Un* 
richtigkeit  einer  solchen  Ansicht  naher  zu  prtlfen,  wollen  wir 
zunUchsl  den  einr.u  hcn  Fall  iu  Betracht  ziehen ,  dass  das  neue 
System  ^;,  ul  eine  Bewegung  besilze,  hei  welcher  esdem  abso- 
luten System  {x,  t/,  z)  fortdauernd  parallel  bleibt.  Im  Uebrigeu  aber 
mag  diese  Bewegung  eine  ganz  beliebige  sein;  und  es  mögen  also 
die  absoluten  Coordinalen  (  r^,  y^,,,  des  Anfangspunktes  tu  des 
neuoD  Systems  beliebige  Funcüonen  der  Zeit  sein.  Daun  ist  z.  B.  : 

J  =  .T  —         und     {Ii,  I)  =  (ii,  x]  ; 
80  dass  also  die  Gleichungen  {ß.)  die  Gestalt  aDDehmen : 

etc.  etc. 

Hieraus  aber  gebt  deutlich  hervor,  dass  diese  neuen  Glei> 
chuDgen  {ß,)  oder  falls  a;^^}  jSq»  fteltieftr^PunctioneD  der 
Zeit  sind,  mit  den  Gleichungen  (a.)  in  Widerspruch  stehen,  im 
Allgemeinen  also  unrichtig  sind. 

Um  dieses  Ergebniss  vielleicht  noch  deutlicher  hervortreten 
zu  lassen,  wollen  wir  jetzt  ein  etwas  bestimmteres  Beispiel  in 
Betracht  ziehen. 

Es  mögen  im  ganzen  Universum  Überhaupt  nur  zwciKXiTper 
m  und  «W,  vorlianden  sein ,  elw  a  Suunc  und  Erde,  und  es  mag 
vorausgesetzt  sein,  dass  dieselben  nachdem  NswTOs'schen  Gesetz 
aufeinander  einwirken,  dnss  also  die  repulsive  Kraft  R,  mit 
welcher  jeder  der  beiden  Körper  in  der  Entfernung  r  auf  den 
andern  einwirkt,  den  Werth  besitze : 

m  m. 


wo  X  eine  positive  Constante  vorstellt.  Alsdann  werden  nach  (/».) 

pag.  160  fUr  die  absoluten  Coordinaten  [x,  y,  j}  und  {x^f  J^) 

der  beiden  Körper  die  Gleichungen  gelten: 

.  ,     (I'x         mm,  05  — or.       d*x.  mmMXä^x 

.1.   m       =  —  X  — j «  4  ,  m^  y,, '  =  —  X  --3-*  -s  , 

*   '      dl*  r*       r  '  ät*  r*  r 

etc.   etc.  etc.  etc. 

Hieraus  folgt,  falls  man  durch  m,  resp.      hebt,  und  sodann 

subtrahirt: 
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{A\) 


etc.  etc., 

also,  falls  man  o;  —  X|Ss$,  y  —  y^ssi^,  z  —  M^  ss  ^  seUt: 


Air  diese  Formeln  (.4.),  '/!'.),  ^4".)  beziehen  sich  aul  das 
nhsolutc  Axensyslem.  Wollte  nun  irc;en(l  Jemand  behaupten, 
(lit'st 'S  absolute  System  sei  nach  Belieben  durch  jedwedes  andere 
rechtwiuklipp  Axensysteni  ersetzbar,  so  würde  derselbe  z.  B. 
auch  die  Anwemlung  desjenisen  Systems  put  heissen  müssen, 
welches  dem  absohiten  fortdauernd  parallel  bleibt,  und  dessen 
Anfangspunkt  fortdauernd  nut  in^  zusammenfUlll.  Bei  Zuiiruude- 
ieunnu  dieses  Svstenjs  würden  sich  aber  für  den  Körner  m,  an 
Steile  der  Gleichungen  ^.l.j,  folgende  Oicicbungen  ergeben: 

etc.  etc.  I 

wo  C  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  vorhin.  Und  diese 
Gleiehnngen  [B.]  sind,  weil  sie  mit  {A".]  in  offenbarem  Wider- 
spruch stehen,  geradezu  als  unrichtig  zu  bezeichnen. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Ist  die  von  Galilei, 
Newton,  Ellbr,  d'Alejmbert  und  Lu.hange  begründete  und  von 
allen  hervorragenden  Astronomen ,  Phgsikern  und  Mathematdiern 
his  zur  heutigen  Zeit  feslgehalh-ne  Meehunik  vorrect  mit  Bezug  auf 
ein  gewisses  dem  ganzen  rnirrrsum  zugehöriges  Axensyslem. 
welches  wir  kurzircg  das  absolute  genannt  haben  ,  so  folgt 
hieraus  von  selber  ^  dass  dieses  absolute  Axensgstem  nicht  ersetz- 
bar sein  kann  durch  jedes  beliebige  andere  Axensgstem. 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  eiuc  solche  Ersetz- 
barkeit nur  in  zwei  Fällen  slatlhndet.  niimlich  erstens,  \\«>nu 
das  neue  Axensvstem  (:;.  /  .  ^)  mit  jenem  absoluten  Svslem 
f.r,  y.  z)  starr  verbunden  ist,  und  zu-eih'ns  auch  dann,  wenn 
das  neue  Svslem  /, .  1')  eine  Beweuurm  besitzt,  bei  welcher 
die  absolute  Geschwindigkeit  seines  Anlanuspunkles  ihrer  Gnisse 
und  Hichtung  nach  constant  bleibt,  wahrend  gleichzeitig  die 
Axen  des  neuen  Systems  gegen  die  des  absoluten  Systems  unter 
oonstanten  Winkeln  geneigt  bleiben. 


r 
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NaetiHchrifk. 

Besondere  Schwierigkeilen  bietet  in  der  MiH*li;mik  der  Fall 
der  sogenannten  Bedingringsglekhumjcn  dar.  l  ud  es  dürfte  wolil 
heut  zu  Tage  im  Kreise  eotnpelenter  Beurlheiler  allgeniein  aner- 
kannt sein,  (lassdiediesenFall  hetredeiKien  S.itze.  nilrniichderSalz 
der  virlu«'Ilen  Verrückuneen  und  das  n'ALEMBERT'sche  Princip, 
einer  strengen  Begründung  entbehren,  dass  alle  für  diese  Suize 
gegebenen  Beweise  mehr  oder  weniger  mangelhaft  siod.  Auch 
habe  ich  bei  einer  froheren  Gelegenheit  (diese  Berichte,  4869 
pag.  258}  die  ebenso  abfällige  wie  berechtigte  Kritik,  welche 
Jacobi  Uber  jene  »vermeintlichen«  Beweise  gegeben  hat,  naher 
mitgetheilt. 

Im  vorliegenden  Anfsatse  glaube  ich  nun  geseigt  su  haben, 
dass  man  die  in  Rede  stehenden  Schwierigkeiten  nicht  Über- 
winden, wohl  aber  vermeiden  kann,  indem  man  die  sogenannten 
Bedingungsgleichungen  gans  bei  Seite  Ittsst,  und  an  Stelle  der- 
selben direct  die  hinter  jenen  Gleichungen  verborgenen  Kräfte, 
d.  i.  die  Gohasions-  und  Widerstandskräfte  in  Rechnung  bringt. 
Insbesondere  habe  ich  gezeigt,  wie  man  in  solcher  Weise  — 
und  swar  auf  sehr  einfaeheni  Wege  zum  UASiLTuN  schen  Satze 
und  zu  den  LACBAüQB'schen  Gleichungen  erster  und  zweiter  Form 
hingelangen  kann.  Uebrigens  wird  man  alsdann  nachtrtlglkh 
das  (durch  seine  praktische  Bedeutung  ausgezeichnete)  Princip 
der  virtuellen  VerrUckungen,  und  ebenso  auch  das  D'ALiaBBBT- 
sehe  Princip  leicht  aus  jenen  LAOBAifGB'schen  Gleichungen  abzu- 
leiten im  Stande  sein. 


inbaltsUbersicht. 

§  I.  Das  Tritgbeitsgeseti   157 

§    2.  Das  Cicsolz  des  F*arallel<if;r3mnis   461 

§   3.  Das  (Jivsolz  iler  Aclion  imd  Reaction   4SS 

§  k.  Leber  die  Arbeit  der  Kr&rie   ISS 

$  5.  Der  Setz  der  lebendigen  Krafi   47t 

%  6.  Der  HAMiLTOii'sche  Satx   475 

§   7,  8  u.  y.  Die  Arbeil  der  Coh.isir.u,-  und  ^Vider^,ta^(l^kräfle    .  .  .  478 

§  10  Dn  Salz  ilrr  lol^Midicen  KrafI  für  ein  S)s|rm  ^tarror  Körper  .  .  484 
jj  1 1 .  Der  Hamilton' sehe  Sali  und  die  Lagrange  sehen  (jletchungen  .  .  .486 

f  4S.  Ueber  daa  sogenannte  absolute  Axensyslem   4S7 


Digitized  by  Google 


SITZUNG  VOM  18.  DECEMBER  1887 


Asel  Hamaek,  CTefter  die  Darstellung  einer  willkürlichen 
fktnciion  durch  die  Fourier^BessePschen  Functionen. 

Die  Aufgabe,  eine  willkürliche  reelle  Function  innerhalb 
eines  endlichen  Inlervalles  durch  solche  unendliche  Reihen 
darzustellen»  wie  sie  die  Probleme  der  Potentialtheorie,  der 
Wfirmeleitung,  der  elastischen  SchwioguDgeu  u.  a.  erfordern, 
ist  Ton  Hxms  auf  Grund  der  Arbeiten  von  Gaocht,  Stum  und 
LiouTiLLB  in  folgender  Weise  zusammengefasst  worden :  ^) 

Eine  Function  f{x)  ist  darstellbar  durch  eine  Reihe  von 
der  Form 

f'f{x)e{i,x)g(x)dx 

4)  yo  i^,  0.)   , 

*  J{eik,x))*g[x)dx 

0 

wobei  die  Werthe  X  die  unendlich  vielen  Wurzeln  einer  trans- 
scendeoten  .Gleichung  iff{X)  ssO  durchlaufen,  die  nur  reelle 
und  keine  vielfachen  Wurzeln  enthalt,  wenn  folgende  Bedin> 
gungen  erfflllt  sind : 

Erstens:  Es  soll  bei  jedem  reellen  Werth  von  a  das  com- 
plcxe  Inlegral 

/V -^A^--  dz 


1'  »Einige  Anwendungen  der  Residuenrecbnung  von  Caüchy«,  Joiirn. 
f.  M  itii.  Bd.  89,  sowie  Handbuch  der  KugelfuDctionen  3.  Aufl.  Bd.  i, 
pag.  iie. 
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nach  s  auf  einem  Kreise  mit  unendlichem  Radius  integrirt,  duU 
werden.  In  diesem  Falle  besteht  die  Entwickelung 

0  (g,  x)  _  0{?.,  x\ 

d.  h.  die  Fanction  6  [a,  x]  ist  durch  eine  unendliche  Reihe  dar- 
stellbar, welche  nach  den  0(K,x)  fortschreitet. 

Zweitens:  Diese  Reihe  soll  in  gleichem  Grade  coover- 
giren. 

Drittens:  Es  soll  eine  Function  y  [x)  üogcbbar  seiu,  so 

duss 

J%  (Ai  x)  6  (fi,  x)  g  {x)  dx 

0 

null  isl,  wenn  /.  und  fi  sov^chledi^no  Wurzeln  der  (jleichung 
m  ^/.)  =  0  sind ;  für  /.  =  a  soll  das  integral  nicht  null  ^ein. 
Viertens:  Das  Integral 

d  (er,  x]  g  {x)    (x)  dx 

0 


/ 


soll  nicht  für  alle  beliebiaen  reellen  Werlhe,  welelie  man  a  er- 
theilen  kann,  null  sein  können,  ohne  dass  die  I  iinction  jj 
null  ist,  wenigstens  im  Allgemeinen,  d.  h.  so  dass  ihr  Mittcl- 
werth  in  jedem  l)elieltig  kleinen  Intervall  null  ist.  Ist  also 
ip  ^X)  duieliaus  stetig,  so  muss  der  Werth  eonslanl  null  st>in. 

Fllnftens:  Die  oben  angegel)ene  Heiiie  Ii  soll  in  gleichem 
(irade  (Mtrivergiren.  Statt  dessen  genügt  es  al)er  zu  sappn: 
Diese  Reihe  soll  im  AllgemcMnen  in  gleichem  (irade  eouNer- 
giren,  so  dass  ihr  Integral  durch  gliedweise  Integralion  gebildet 
werden  kann,  selbst  wenn  man  die  Reihe  zu\or  mit  einer  Func- 
tion mullijilicirt  hat.  die  niclit  unendlich  wird,  und  nicht  un- 
endlich viele  Ma.vima  und  Minima  ix  sitzl. 

Sind  nändich  diese  Hedinmin^en  ernilll.  so  stellt  die  obige 
Reihe  1)  eine  Function  'f  i-T  dar.  inif  dei*  Figenschafl,  dass  (zu- 
folge der  fünften  und  dritten  Bedingung] 

J  q>{x]  0     x)  g{x)  dx  =t  j  f{x)  Ö(A,  x)  g[x)  dx 

0  0 

ist.  Mithin  ist  auch  (zufolge  der  zweiten  und  ersten  Bedingung) 
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/X  X 
q>  (x)  6  (a,  x]  g  (x)dx  =  J  f{x]  Ö(o,  x)  g{x)  dx 

•  0 

UDd  hieraus  folgt  (aus  der  vierten  Bedingung),  dass 

f[x]  -  ^[x]  , 

vorausgesetzt,  dass  beide  Punetionen  stelig  sind. 

Diesen  Satz  benutzt  Heins  für  dieEntwickelung  einer  Fune* 
tion  nach  den  trigoDometrischen  Punetionen,  sowie  nach  den 
Gylinderfunctionen  erster  Art,  und  zwar  der  zweiten  und  dritten 
Ordnung,  die  bei  ihm  durch  die  Differentialgleichungen: 

r/V        \    dJ  r»  \  , 


dx*  X  dx 
dai 


;«         X  dx        \  fiC*      j  ^ 


definirt  sind.  Indessen  ist  er  auf  die  Frage  nicht  nH her  euge-* 
gangen,  ob  die  lünfle  Bedingung  erfüllt  ist,  eine  Lücke,  welehfi 
ich  durch  die  folgenden  Untersuchungen  ergjinzen  mdehte. 

Die  Function  $  (A,  x)  bezeichne  ich  durch  ITC**)  (A,  x)  oder 
auch  weiterhin  kurz  mit  ü {lx)\  sie  soll  ein  particulares  Integral 
der  Differentialgleichung 

sein,  und  zwar  dasjenige,  welches  für  a;  =  0  verschwindet. 
Ein  solches  pnrticulüres  Integral  ist  vorhanden,  wenn  n  eine 
beliebige  positive  Zahl  bezeichnet,  und  nur  eines,  wenn  n  ^  ^ 

ist.  Dasselbe  ist  immer  nur  bis  auf  einen  constanten  Factor 
bestimmt,  der  für  die  Reihenentwickelung  nicht  in  Betracht 
kommt,  weil  die  Glieder  derselben  von  der  Oten  Dimension  in 
Bezug  auf  (/sind.  Dies  Intet:nil  werde  (für  n  ^  0,  worauf  wir 
uns  für  die  foli^onden  BetraciUuDgen  beschr<inkeD)  durch  die 
Gleichung  detioirt : 

Für  x  =.  0  hat  U  den  Werth  null,  die  Ableitung  ^jedoch  nur 

dann,  wenn  n  >  ist.  Zu  den  von  Hbine  definirten  Punetionen 
bestehen  die  Beziehungen 

duM  1887.  18 
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Für  «  « 4-  >^  l^** {'^'^)  =  —  8»n  '^^)' ') 
z  y  ;r 

Die  Werthe  X  sollen  die  positiven  Wurieln  der  Iraosoeo- 
denten  Gleichung  sein  : 

^      ^  ^.  =  0  für  a;  «  1'  , 

wobei  h  eine  Gonstante  ist,  die  auch  null  oder  unendlich  sein 
kann.  Boch  werde  ich  im  Folgenden  diese  besonderen  Falle, 
bei  denen  die  Formeln  einfacher  werden,  nicht  besonders  be- 
rQcksichligen. 

Den  Nachweis,  dass  die  drei  ersten  Bedint^ungen  erftllU 
sind,  und  zwar  die  dritte  unier  der  Annahme  g  (x)  =  1,  kann 
icl)  hier  unterlassen.  Desc;leic*hon  ist  auch  die  vierte  Bediii- 
cuniz  ei  lüllt;  weil  sich  niimlich  U'ctx)  nach  l*otcnzou  desArgu- 
nuiiiüs  ax  entwickeln  lasst,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

%  i^x)V[axi  dac  *  0  ,    (^^^  beliebigen  re- 
^  ^    ^  '  eilen Werlhen von«) 

dass 


q>  {x)af^dx  s  0 
0 

ist  bei  allen  ganzzahUgen  positiven  Exponenten  n.    Dies  aber 
iriti  nur  ein,  wenn  alle  Mittel  werthe  von  (p  {x]  null  sind. 
Es  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  dass  die  Reihe 

»X 

U{lx)f{x)dx 

3)  2^U{lx}  ' 


r 


0 


f{U{Xx))Ux 
0  * 


Ij  Diesen  speciellen  Fall  habe  ich  behandelt  in  einer  Arbeit  »zur 
Theorie  der  Wttrmeleitung  io  festen  Körpern«  (Zeitschrift  für  Math.  1887); 
daselbst  ist  geiatgt,  dass  bei  der  IntegratioD  der  partiellen  Differeolial- 

gleichung  nicbt  die  Darstell l)nrkeit  der  Function  f{x)  gefordert  ^ird,  son» 

dorn  (Wo  Cnnvrrpcnz  einer  Function  v't,  J)  für  t  =  0  nach  f{x),  Ist  aber 
die  njirstclliing  niojincli  ,  so  vereinfacht  sich  dieser  Nachweis.  Ebenso 
veriiait  es  sich  bei  den  anderen  Problemen,  bei  denen  die  Functionen  U  io 
Betracht  kommen. 


Digitized  by  Googl 


Darstellung  durch  Fourier-Bess^l'schb  Fünctionbit.  t^, 


convergirl,  und  zwar  so,  dass  ihre  gliedweise  Integralion  auch 
in  dem  Falle  statthaft  ist,  dass  man  die  Reihe  zuvor  mit  einer 
Function  multi[)licirt  hat,  welche  nicht  unendlich  wird,  und 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Der  Weg,  welchen  ich  einsehlatie,  ist  zunächst  derselbe, 
den  Lioi'vii.LF  in  zwei  Abhandluni;en  .uiiiegeben  hat*);  aber  die 
LioiviLLEschcu  Untersuchungen  lassen  die  Aufgabe  nicht  un- 
mittelbar und  vollstUodi(^  erledigen.  Denn  iodem  er  voq  der 
Diflereot^l^eichuDg 

ausgeht,  fordert  er,  dass  Ar  solch  eioe  Function  von  x  ist,  dass 
sie  fflr  s  0  niehi  unendlich  wird,  während  bei  den  darstel- 
lenden Functionen,  die  hier  vorliegen  und  gerade  die  wichtig- 

sten  Fälle  umfassen,  k  «s  — ^  ist,  also  von  der  zweiten  Ord- 

nung  unendlich  wird;  seine  Betrachtungen  sind  also  hier  direct 
nur  für  den  Fall  n  ^,  d.  h.  für  die  trigonometrischen  Func- 
tionen brauchbar  2J. 

4)  »Sur  le  däveloppement  des  foncUbns  ou  parties  des  fooetioiw  ea 
söries  dont  les  divers  termes  soDt  assujettis  ä  satisfeire  ä  une  mdroe  equatioo 

difT(^rcnlicIIe  du  second  ordre,  cootenant  un  paramdtre  variable«.  Jottm. 
de  Mathemaliques  T.  II  pag.  IG  et  pag.  41 S. 

2)  Auch  hat  LiorviLLE,  wie  ich  der  p«'Sf*Iiichtlichi'n  Lebersicht  halber 
erwähnen  niuchte,  nicht  die  Nothwendigiieit  der  Bedingungen  1)  und  3] 
erkanDtt  um  daraus  die  Bedingung  4)  hmnuleiteii ;  er  ersetzte  vtelinefar 
diese  BediDguog  durch  deo  Satz:  Weun  das  lolegral 

0 

oull  wird  bei  nllen  Werthon  von  ).,  welche  der  (jleichung  w  !?.)ss=0  genügen, 
SO  muäs  ^{x)  im  AUgemeineu  null  sein.  Dieser  Schluss  ist  aber  von  ihm 
nur  bewieeeo,  vorausgesetzt  dass  ^  [x]  nicht  unendlich  viele  Maxims  und 
Minima  besitzt,  worauf  schon  Ossum  Bosrit  In  seiner  preisgelcrttnten  Ar- 
beit; »Surla  thöorie  g^nt^rahMles  sörios«  (Acaderoiede  Belgiquc  4849)  hin- 
wies Der?«'llie  üess  in  Folge  dessen  di^  LiofviLLE^scuK  Mcitiode  gan?  fallen, 
und  versuchte  das  von  I'oisson  angegebene  Verfahren  zu  einem  vollgül- 
tigen Beweise  auszugestalten,  was  indessen  niclit  in  befriedigender  Weise 
gelingen  kann. 

Nur  in  der  liurien  Notiz  von  Srua«  und  Liouvittz  (Journal  T.  II.  pag. 
SiO)  wird  die  in  der  obigen  ersten  Bedingung  enthaltene  Reihe  ohne  Beweis 
eingeführt,  und  die  richtige  Verwertbung  später  durcb  eine  Bemerkung 
(pag.  43 6J  angedeutet. 

48» 
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1. 

Bei  einer  Jeden  Differentialgleichung  von  der  Form 

in  welcher  X  eine  Gonslante,  k  eine  beliebige  Function  von  x 
ist,  die  ioi  Intervall  blsx  ^  X  nicht  unendlich  wird, 

gewinnt  man  fdr  die  Integralfunction  folgende  Relation.  Muld- 
plicirt  man  die  Gleichung  mit  sin  Ax,  so  wird 


^sin  Xx       -ir  X*  sin  Xxü^  dx  an  kü  sin  Xx  dx  , 

also 


5)     J-  sin  Xx      ^  coa  Xxü  sm  C        I kU  sin  dx 
'     X  dx  X** 

e 

und  es  ist 

wobei  c  einen  Punkt  im  Innern  des  Intervalles  von  0  bis  X  be- 
deuten soll.  Ebenso  wird  nach  MullipUcalion  mit  cos  Xx  die 
Gleichung  erhalten : 

6;    ^co$ila;:r--**8inJl(BCrB  C'-i- ^/  A'l^eositxdfl; , 
'    X  dx  X-f  ' 


wobei 

K       .  [dl 

X  \T. 

Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  folgt : 


-^j       Uc  sin  Xc  . 


(/■  SB  —  C  cos  Aa?  -h  C  sin  Xx     jJ  k  U sin  k(x  —  x)  dx\ 


^  S3  A  (C  sin  Aa;  -I-  C  cos  Xx)  +  J*k  üoos  k  [x  —  x')  dx'  - 
ax  ^ 

Die  Gonstanten  C  und  C  sind  von  dem  Parameter  X  und  der 
fest  gewählten  Grosse  c  abhängig.  Setzt  man 

C  =  —  Ä  eos  or  ,       C'  =  .4  sin  a  , 

so  erhalten  die  vorstehenden  Gleichungeo  die  Form : 
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7)      ü  ^  A  cos  {kx  —  c)  +  i  JliU sin  k{x  —  x)daf  , 

c 

8]      ^     —  kA  siD  (Aflc  —  a)  -I-  J  A- 1/  cos  A  (cc  —  £c'j  da;'  , 

c 

wobei  (Up  \nn  /.  und  c  abhUngigen  Gonstanten  A  und  a  durch 
die  GleicbuDgen  bestiiimtl  sind 

t;*^  s  i4  008  (ArC  —  a) ,  =  —  XA  sin  (Ac  —  a)  . 

Die  Constanle  A  ist  nicht  wesentlich;  mao  könn  dieselbe  be- 
liebig ßxiren,  da  die  Function  IJ  nur  bis  auf  einen  Factor  be- 
stimmt ist.  Die  Constnnio  a  ist  willkürlich,  wenn  {]  ein  ailge- 
meines  Integral  der  Dirfcrentiaigleichung  4)  ist,  dagegen 
bestimmt,  wenn  V  ein  bestimmtes  particulMres  Integral  sein 
soll.  Aus  der  (ileicliuni;  7)  lassen  sich  folt^ende  Schlüsse  ziehen. 

Erstens:  Bezeichnet  man  hei  irgend  einem  Itestiminlen 
Werthe  von  K  den  Maxinialwerth  des  ßelrapes,  welchen  V  im 
Intervall  von  c  bis  A'  annehmen  kann,  mit  3/,  nennt  man  ferner 
A' den  grossten  Betrag  von  Ä  in  demselben  Intervall,  wobeie 
zwur  beliebig  klein,  aber  von  null  verschieden  tixirt  sein  muss, 
so  ist 

Jf  S  [^]     jKU{X  -  c)<  [^]  +  [  KUX  , 

also 


Bei  beliebig  w  achsenden  VVerlhen  von  A  wird  also  der  Maximal- 
betrng  von  V  schliesslich  nicht  grösser  als  der  Betrag  von  A\ 
es  bleibt  daher  in  der  Gleichung  7)  das  Integral  auf  der  rechten 
Seite  bei  jedem  Werlhe  von  der  grösser  ist  als  null,  endlich. 
Demnach  ist  die  Function  U  im  Intervall  von  c'^  0  bis  X  in  der 
Form 

H 

U  ^  AcM  (Ix  ~  <*)  ^-  ^"     (^j  ^) 

danteUbarj  witbei  [x^  X)  eine  Function  bedeutety  die  hei  allen 
Wei'then  von  X  und  bei  allen  Werthen  vonx'^  0  endlich^  d,  h, 
kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte  endliche  Grösse, 
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Betrachtet  man  zweUens  das  Integral 

►X 

fix]  Udx  = 


e  *•  e  e 

so  wird  der  letzte  Theil  auf  der  rechlen  Seile,  iodem  man  die 
Reihenfolge  der  Integralionen  ändert, 

rJ  k  Udx'  J  f  {x)  sin  A  (a;  —  x'}  dx' , 


Von  der  Function  f(x)  setzen  wir  nun  voraus,  dass  sie  im  Inter- 
vall von  c  bis  X  eine  endliche  und  im  ailgemeiiieii  stetige  Fudo- 
tlon  isty  die  nur  an  einzelnen  Stellen  eine  spruni^wrise  Werih- 
{indemng  erleidet,  und  hiebt  nnendlicti  viele  Maxima  und 
Minima  besitzt,  VoranssebRihgen,  welche  man  kurz  die  Diiichiit- 
sehen  Beäingnngea  zti  nemi«n  pflegt.  Alsdann  ist  das  Integral 


/am 


f[x)'^n%(x^x)dx 

\ 

eine  Function  von  der  Form  ^  i/;,  wobei  \\i  bei  allen  \^  ertheo 

von  o/  und  noch  so  grossen  Werthen  von  it  endlich  bleibt. 
Folglich  wird  auch 


■jj  J  k  h  tpiüc'}  dx' 


e 

von  der  Form  ^  rp^ ,  wobei  igp,  bei  allen  Werthen  von  k  end- 
lich bleibt.    Mithin  ist  das  fnteyral 

J  f{x)  Udx 
e 

von  der  Form  AJ  f{x)  cos  [kx  —  a)  da;  +     y,,  wobei  fp^  bei 


allen  Werthen  von  l  endlich  bleibt ,  falls  die  Grüsse  c  beliebig  kleint 
jedoch  von  null  verschieden  gewählt  ist. 
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Drittens  findet  man  aus  der  Differentialgleichung:  für 
zwoi  Functionen  U  und  F,  welche  zu  verschiedüüeu  Paraiuelern 
A  und  Ii  gehüreu,  die  Uelaliuueo 

also 

d*V  d*U 

dx        dar     ^       ^  *  ' 

folglich: 

W'enn  also  die  rechte  Seite  für  x  =5  0  verscbwindeti  iiikd  wenn 
für  X  as  X  die  Gleichongeu  erlttilt  sind 

,         ^       dV     ,  „  . 

80  ist  U  ^  —        «  0  auch  fHXcx^X  und  also 

(ix  aa; 

X 

U  Vdx  =  0  . 
f 

Um  dasselbe  Integral  zu  bereolmeD,  weno  V  Kist,  bilde 
man  die  Gleichungen 

+  (i.  _     ü  =  0  .  +  (i.  -  i)  ^  -H  2  A  ü  =  0  . 

Elimioiii  man  die  Glieder,  welche  mtt'A*  &  multipliciri  sind, 
so  wird 


oder 


Wenn  nun  die  rechte  Seite  für  .t  s=  0  verschwindet  (und  diese 
Forderung  ist  hierbei  den  oben  definirten  speciellc  n  Functionen 
erftlllt  für  n  ^  0),  so  ist  der  Ausdruck  iUr  x  =  Ä  allein  zu  be- 
rechnen. Setzt  mau  aber 
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I  f 

L  SS  A  cos  (^£C  —  a)     yj  kL  sin  Hx  —  x)  dx  , 


^~  =  —  Ayl  810  {l 


jc  —  a)  +  Sk (Jcoal{x^ x*)daf  , 
c 

^  =s  —  Xil  siD  (Xac  — a)  —  jj^J  kl  siD  A(a;  — a  }dx 

-h  T»/   ^'  "TT  ^' "  ^  (iC— iC'j    X'  -h  -yj  A  t''  (dC  — O"' j  COS  ),  [X—x')  iix  , 

-  =  —  i4  sin  (Ix  —  o)  —  kxA  cos  (Ax  —  a) 


äXUx 


-k-fk  cos  A  (a;  —  x)  dx'  —  J  A  i  [x—x  )  siu  >.(x— a;'j  (ix', 
so  erkennt  man :  Das  Integral 

wühei  fp^  bei  aUm  Wertiien  von  X  endlich  bleibt. 

Mithin  liekommt  jedes  Glied  der  Reibe  3),  wean  man  dem 
Integrale  im  Zähler  daseibst  die  untere  Grense  c  statt  0  giebt, 
die  Form 

|i4  cos  (jla?— «)     j  ^pij  ^aJ f(x')(^s(lx  ^a)dx'  rp^ 


wobei  (jPj,  f/t,.  (jTj  Fiinetiouen  siud,  welch«»  !)ei  allen  Werthcn  von 
X  im  Intervall  von  c  bis  V  und  bei  allen  W  erthen  von  k  endlich 
bleiben.  Sondert  man  das  Glied 

-TT  COS  {Ix  —  a]J  f  {x  ]  cos  [kx'  —  aj  fix' 


c 

ab,  SO  sind  die  nachbleibenden  Glieder  im  Zahler  von  der  Form 
^  Aif^  OOS  (Ix  -  a)  4-  ^  9>(  9», 
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und  da  dieses  letzte  Integral  selbst  von  der  Form  ist  .  so 

haben  alle  diese  Glieder  mm  mindesten  den  Factor  j^-*  Sie  lie- 
fern daher,  zufolge  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  A,  die  gleich 
Düher  erwähnt  werden  soll,  unendliohe  Heihen,  welche  unbe- 
dingt und  gleichmtfssig  eonvergiren.  Denn  eine  Heihe  von  der 
Form 

i?  *  «  *  ij  *      *  V  * 

convergirt  unbedingt,  wenn  die  Ziibler  Oj^  durchaus  endlich 
bleiben,  und  die  Reihe  der  Zahlen  k  derart  zunimmt,  dass  die 
Differenz  Aj^+i  ~~  ^'k  bei  noch  so  grossen  Werthen  von  k  nicht  null 
wird,  sondern  grösser  bleibt  als  eine  bestimmte  endliche  Zahl 
so  dass  iljk4.fn  >     -h  me  wird. 


II. 

Es  ist  nodi  zu  zeigen,  dass  auch  die  unendliche  Reihe 

^^J  ^cos  (Aa?  —  a)J  f[x)  cos  [kx  —  a)  dx' 

^    X  c 

im  Alljj;erneiDen  gleichmässig  converiiiii.  DazAi  ist  t'S  noth- 
wendig,  die  Abhängigkeit  festzustellen,  in  weicher  et  von  /  steht, 
sobald  U  ein  bestimmtes  particulilres  Integral  der  Dillerential- 
gleichung  ist,  sowie  die  Beschatrenheit  der  W  urzeln  /  zu  unter- 
suchen.    Dabei  berücksichtige  ich  nur  die  besondere  Diffe- 

reotialgleichuDg  2),  in  welcher  A'  den  Werth  (n*— ^)  — ^  hat. 

Aua  der  Theorie  der  BissBL^soben  Functionen  «K'^^j;),  ins- 
besondere aus  der  semioonvergenten  Entwickelung  derselben^] 
ist  bekannt,  dass  die  Function 


4)  In  allgemeinster  Form  sind  dieselben  bewiesen  worden  von  Haw- 
Eti,  Die  Cylinderfonctionen  erster  und  zweiter  Art.  Mnth.  Annal.  Bd.  4 ; 
HürsEi«,  SciTLöMiLcn  und  Ltpschitz  haben  die  Entwickelung  bei  reellen 
Werthen  des  Argumentes  behandelt. 
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COS  [Ax  —  i^r  (h -h  i;]  ^  (— 


-      sin  iAx  -     (»  ^  i)].^  (-  l)P 

wird,  so  ilas<  fUr  alle  Wcrthe  von  £C  >  0  der  asyinptolisclie 
Werth' von  gleich  isl 

^  OOS  [Aa?-i  TT  (n-i-i)] 

und  dass  ttberbaapl  bei  Jedem  Werthe  von  >  0  iiod  jedem 
Werthe  voa  l 

<3)     ^\xx)  -       cos  [Xx^in  (n  +4)]  ^  i  ^^A,  a:)  , 

wobei  wiederum  ip  eine  Kunclion  bedeutet,  die  stets  endlich  ist. 
Zuf^Ieieh  erkennt  man  aus  dieser  Gleichung;,  dass  die  Function 
bei  allen  positiven  reellen  Werthen  des  Argumentes  end- 
lich bleibt;  denn  setzt  man  kx  =  z,  so  ist  die  Function  bei  allen 
endlichen  Werthen  von  2  von  null  ao  endlich,  und  für  z  =  00 

«lch.g««r.l,^. 

Vergleicht  naan  diesen  Werth  mit  deui  in  der  Gleichung  7) 
enthalte&efi,  w  wfrd,  A  ond  m  0  und  sin  tt  UDteracAMi- 

den  sich  von  cos  \  .7  (n  +  ^)  und  sin  |  ;i  [11  -+- 1)  nur  um  Grössen, 
welche  wiederum  den  Werth  A  im  Senner  enthalten,  während 
der  Zahler  endlich  bleibt.  Bezeichnet  man  die  Gonslante 
i7t[ti  -+■  ^)  der  Ktme  wegen  mit  /y,  so  kann  ea 'Stelle  der  Meihe 
41)  die  einfacbere  treten: 

**)        -l-  2J  cos  {Xx  -  (i]f  f[x']  cos  [Ix*  -  ß]  dx' , 
^  X  c 

denn  die  Differenz  iwiscben  den  Reihen  44)  und  44)  ist  eine 
Reihe,  von  der  ohne  weiteres  deutlich  ist,  dass  sie  anbedingt 
und  ^ohmSseig  oonvergirt. 

Die  Gleichung         -k-  hU  ^  ^  i\Xr  x  »  A^,  welche  aiur 
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Berechnung  der  Württelti  X  dient,  erfatflt  die  Fem : 

—  l  sin  {XX  ^  ß)  4-  Ä  eo8  (IX  —     -h  )»  »  0 

wobei  P  eine  Grösse  bezeiclmet,  die  bei  alieo  Werlben  voü  X 
eodlicb  bleibt.  Mitbio  ist 

wobei  auch  Q  durchaus  endlich  bleibt;  und  folglich  ist  in  erster 
Annähe  ruDg 

XX^ß:imkft,  d.h. 

A  A 

oder  genauer  ausgedrückt : 

.      kjt     ß  R 

X  '^T'^T  ' 

wobei  R  eine  Grosse  ist,  die  durchaus  eudiich  bleibt.  Folg- 
lich wird 

cos  {XX  ^  ß]  ist 

IkTtx     ß{x  —  X]\      Rx      .  IkTtx     ßiX'-XX  .  Rx 

«cos      *  —x—j    T  -'Ht-  ^  -       ^"^  X 

und  dieser  Ausdruck  ist  voa  der  Forni 

cos 


IkTVX        ft{X-X]\  < 


wobei  ip  durchaus  endlich  bleibt.  Mithin  genügt  es  an  Stelle 
der  Keihe  M)  die  Ueihe  zu  betrachten: 

15)    |.^cos(^:^  +  ^ß^)/A(x)  cos  iKx'-ß]  dx-  , 

weil  die  ausgeschiedenen  Theile  wiederum  den  Factor  X*  im 
Kenner  enthalten.    £rsetzt  man  noch  schliesslich 

cos  {Xa/  —  ß)  ^ 
kjtx'     ß(x—X)\      ,  IkTtx      ß(x'  —  X  \  Rx'  X 


cos 


ßitx'    Pap-A'\      .  II 


A  X         k  X 


«  » 


8o  siebt  man,  dass  man  aueh  unter  dem  Integral  nur  das  erste 

Rx' 

dieser  Glieder  einzusetzen  braucht,  weil  das  mit  multi- 
plidrte  Integral 
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Jf[x')  s,n  (-^  +  ^iL-^)  dx 

c 

einen  Werth  hat,  der  im  Zahler  endlich  bleibt  und  im  N.  uoer  k 
enthalt.  Sonach  tritt  an  Stelle  der  Reihe  4  5)  die  Reihe 

c 

in  welcher    alle  ganzen  Zahlen  durchläuft. 
Setzt  man,  um  die  Nenner  zu  beseitigen, 

so  hat  man  die  einfachere  Form : 

~  (cos&Ä  +  ^(5-7r))/f/  [-')  cos  (A-a .t))  da'  . 
^  »  =  o  V 

Auch  diese  Heihe  unterscheidet  sich  noch  von  der  gewöhnlichen 
ForRiER'schcn  Ueilie,  von  welcher  bekannt  ist.  dass  sie  gleieh- 
milssii;  convergirl,  solange  g)['')  eine  stetige  Function  ist,  und 
dass  sie  gliedweise  integrirl  werden  darf,  auch  wenn  (p{::'\ 
an  einzelnen  Stellen  eine  sprungweise  Werthänderung  erleidet. 
Aber  die  Reihe  hat  doch  schon  die  Eigenschaft  mit  der  Fol  rier- 
schen  Licincin.  dass  sie  die  ganzzahligen  Vielfaclien  der  V'aria- 
belen  eiithült;  sie  lässt  sich  Ulierdies  in  einfache  Beslaudtheiie 
der  gewünschten  Art  zerlegen.  Denn  sie  ist  gleich 

—  2^  J  9)(3')cos(*(3  +  J5'}H-/(Ä  +  J5'-2?i:j)dji' 
+  —  ^/ ffizj  cos  (k  (s  -  a'}         {z-  z])  dz 
«-  _  lim  J  cos/?'  {s  +       %n)  (p[z']dz  ^  cos  A(j5  »') 
 lim  J  sia/i?'(5H-Ä'~27r)y(5'Jrfa' J^sin       +  V* 
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1  ,        ,       ,      ,  *^ 

-+-  —  lim  J  cos  fi'  [z  —      tp[z']  ds  ^  cos  A(5  —  z) 

--L  lim  / sin  ^(»-  «0        da'  ^sio  k(%  -  js  ]  . 

SuiumirtmaDiDbükuDDlerWeisedieSinus-  und  Cosinus-Suuimeo 
so  folgl 

-  Inn  7  cos/ä-t,  +  ,  -  ä.-r) (.  )  ^- 


»-"C  8  sin 

71  cos 


-  i  ii,„  /sia/r{M.,'_*.,  ^(y,  {-^.  _':2!(*±^U- 

'28in— 5—      SsiD     —  ' 
+ hm  J  cos /5r(j  -  * )  y(a')  —  


3  — Ä 

n  cos 


1         /*  f  cos  'h  +         -  -'Ii 

Nor  die  Integrale,  welche  von  dem  variabelen  Parameter /Er  ab- 
hängig sind,  kommen  für  den  geforderlen  Nachweis  in  Betracht. 
Unter  diesen  sind  diejenigen,  welche  im  Nenner  die  Function 

sin  ""^^  eDtfaaUeD,  so  geartet,  dass  dieser  Nenoernicht  null  wird, 

solange  z  grosser  als  0  and  kleiner  als  n  ist.  Der  Werth  dieser 
Integrale  ist  demnach  (wie  aus  dem  zweiten  Hittelwerthsatze 

zu  eriiennen  ist)  t;Ieicii    inulliplicirt  mit  einer  bei  nllcn  Werthen 

von  %  endlich  bleibenden  Grosse*)  und  convergirt  also  gleich- 

4}  Ein  Integral  von  der  Form 

J r  (z, »')  8io  kx*  d3^  oder  J*r  [t,  x')  CO»  ks'  dz* , 

in  welchem  f  eine  Function  der  beiden  Grossen  z  und  z'  bedeutet,  die 

innertialb  des  IntegrationsiDtervalles  durctiaus  endlich,  kleiner  als  G  bleibt 
und  die  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxime  und  Minima  besitzt. 


^f^fi  Am  HiBKACf ) 

mHssig  (uDabhangig  vom  Werthe  %)  nach  null,  i^eoD  k  uDendlieh 
wird. 

Das  dritte  iDlegral,  nttmlich 

—  J  ?0S  /t?'  (5  -     )  r/)  [z')   1  .  ds 

^  C  2  sin 

!stdasge\vOhDltcbeDiaicnLBT*8che,  welchesfttrO  <js  <  gleidn 
massig  nach  dem  Werthe 

oonTergirt,  ao  lange  die  Function  f[x)  stetig  ist,  welches  also 
SU  einer  gleichmassig  convergenten  FouRUR'schen  Reihe  führt, 
nach  Ausschluss  aller  der  Stellen,  an  denen  f[x)  eine  »pmi^- 
weise  Aendf  rung  erfahrt.  Diiese  FouRisR^sche  Reihe  kann  aber 
aiich  mit  Einschluss  dieser  Stellen  gliedweise  (ntegriRt  werd^, 
seihst  dann  noch,  wenn  sie  zuvor  mit  einer  Function  multipliciil 
ist,  welche  nicht  unendlich  wird,  und  nicht  unendlich  viele 
Maxipia  und  Minima  besitzt.  Denn  die  durch  gliedweise  In- 
tegr£(tion  bis  in  beliebige  I>(ahe  einer  Unstetigkeitsstelle  ge- 
wonnene Reihe  bleibt  unbedingt  convergent,  auch  wenn  die 
Integration  bis  in  die  Unstetigkeitsstelle  ausgeführt  wird. 
Im  vierten  Inlegrul 

sin     (;s  -  5  j  ^/  3 )  !  _  ,>  dx 

^  2  sin  — 

z 

wird  der  roitdem  Cosinus  multiplicirte  Ausdruck  fUr  keinen  Werth 
von  a'  unendlich,  so  dass  das  Integral  ebenso  wie  die  ersten 

beiden  mit  ^  null  wird.  Sonac^  ist  bewiesen: 

gedeutet  x  emen  TVerM,  der  »wischen  0  tmd  X  liegt,  so  con- 
vergirt  die  Reihe 

f  U[lx')  fix')  dx* 

*  J(u{Xx')Ydx 


vlIbreDd  i'  das  iDt^gFationsiotervall  durchlauft,  i«t  durch  eioe  endliche  Ab- 
sahl  von  Integraleo  darstellbar,  von  denen  jedes  kleiner  ist  als  j  G. 


Digitized  by  Google 


DaKSTBLLUNG  durch  FQtt^-rÜKS^L'SCIlB  FUNCTIONSN.  JQS 


im  allgemeinen  gleichmässig,  so  dass  ihr  Integral  in  diesem  Inter- 
vall durch  gliedireise  Integration  erhalteti  irird,  auch  iv<-nti  man 
die  Heihe  zuvor  inM  einer  Fumtion  multijdicirt  hat,  dm  nu  Jti  un~ 
enäiivh  wird  j  und  nich^  unenuUuik  viele  Maxum  MMima 
besitzt. 

Nennt  man  den  WorÜi  der  Reilie  7?(.t],  so  ist,  wenn  ö  und 
e  beliehii^  kleine  (itossea  und /x  irgeDil  einen  Werlh  unter  den 
Wurzeln  l  bezeichnet, 

(p{x)  Uifix)  dx^  2J     /  ^{^^)  U{fix]äx  . 
Nach  GleichoDg  9)  ist  diese  Reihe  gleich 

\vol)ei  in  der  Ueiiie  d;is  eine  dlied,  für  welelies  A  =  ii  ist,  ausfallt. 
Diese  Reibe  aber  ist  gleichuiüssig  convergent,  weil  aa  von  der 

Form  -j-  multipliciri  mit  einer  eodlich  hleil>ender|  Grosse  ist, 

d  Ulk  x] 

und  weil  ü(Xx)  durchaus  endlich  bleibt»  — ^^^^  gleich 

dem  Produet  von  k  mit  einer  durchaus  endlich  bleibenden  Grösse 
ist.  Demnach  kann  man  c  und  d  narb  null  convergiren  lassen, 
und  diesen  Grenzprocess  gliedvN ei^c  ausfuhren;  alsdann  be- 
kommt die  Klammer  in  allen  Gliedern  den  Werth  null,  und 
folglich  ist 

X  X  \ 

fcp{x]  ü[ftx)dx^a^f(U{fix)ydx^J  U(fix)  f[x)  dx  , 

Naeh  den  in  der  Kinleiluni:  Ix^sprochenen  SUtz<»n  foljjt  hieraus, 
(iass  die  Funetiön  (p  x)  im  Innci  ii  des  Intervalles  von  c  bis  A' im 
Allgemeinen  gleich  f  ix)  ist,  suhiüLie  ii  uniieli  als  f^x^  stetiß  bleibt, 
dagegen  im  Innern  des  Intervalles  von  0  bisc  überall  gleich  null. 

Auch  kann  man  weiter  beweisen,  dass  die  l-uueiion  if  ,/) 
an  den  Sprungstellen  von  [{x)  im  Innern  des  Intervalles  von 
c  bis  A'  den  Werth  \  (fix  0)  fix  —  0))  hat,  denn  sie  ver- 
htiit  sich,  wie  gezeigt,  bis  auf  Heilieii  die  Lileichniassiir  conver- 
giren, und  daher  stetig  sind,  w  ie  eine  jjewubuliche  louRiEii'scbe 
Reibe, 
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III. 

Das  nnfantzlich  pcslellte  l'roblein  ist  durcli  tWose  Belra«  h- 
tungfMi  noch  nicht  voilsländig  erledigt;  deoD  in  der  DUDOiehr 
bewieseneo  Formel 

fix}  U[kx)  dx 
r(x]^2;U{lx)^—^   für  c<a?<  X 

f{U(kx))*dx 

0 

ist  voraussesetzt.  dass  c  von  null  verschieden  isl ;  es  muss  n^  - 
zeiizt  werden,  d;iss  nmn  für  c  unvU  den  Werth  null  einsetzen 
kann,  so  dass  für  alle  WCrthe  ü  <  .r  <  A  die  Darstellunj:  von  f  r) 
möglich  wird.  Zu  dem  Zwecke  genügt  es  nachzuweisen,  dass 


^f\x')U{kx)dx  .  ^ 

J:  ü{kx)   =  Hm  //Ix )  dx' 

J(U[Xx))*dx  J{U[kx)ydx 

0  0 

cunvergeni  ist,  und  mit  (5  beliebig  klein  gemacht  werden  kano, 
dass  also  die  Summe 

J(U{lx)ydx 

0 

bei  noch  so  grosser  Anzahl  der  Glieder  endlich  bleibt ,  wenn  af 
ein  Intervall  von  null  an  durchlttofty  das  den  Werth  nicht 
enthalt.  Von  der  Function  f{x)  nehmen  wir  dabei  an,  dass  sie, 
auch  wenn  sie  für  x  »  0  unendlich  wird,  doch  absolut  Integrir- 
bar  bleibt.  Hierzu  aber  wird  es  nothwendig,  den  Residuensau 
von  Gaucht  anzuwenden  *). 

1)  Einzig  und  allein  auf  Grund  dieses  Salzes,  also  in  niöglirhst 
dircclfr  Weise,  die  nhor  »'ino  lange  Roihc  von  Untersachungeo  erfor- 
dert, ist  der  Beweis  von  der  Gulligkcit  der  Enlwickelung  nach  Cylinder- 
functionen  von  Herrn  Dini  erbracht  worden  ^Serie  di  Fourier  e.  altre 
rappresentazicHie  aMlyticbe  delle  fuazioDl  di  an«  variabile  reale.  Pitt 
18S0,  pag.  m — 160)  ond  dieser  Beweis  dürfte  wohl  der  erste  vollstsodige 
sein,  der  überluuipt  durchgeführt  worden  ist.  Denn  die  aus  dem  Nachlasse 
von  Uahkbl  (Math.  Annalen  Bd.  8)  verOffentUchteo  UolersachttDgeay  die  sich 
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Dem  Werth 

:))*  dx 


lüsst  sich  foliiendc  1  orni  t:el)t'U.  Da  in  der  Fiinclion  L\),Xi  die 
Vüriabelu  /  und  x  vertauscht  werden  konueu,  so  ist 


dl 
d*Ußx) 


—  +  [^*--  ^t^j^  , 


dk* 
also 

ü[Xx')  —rj^  ü{/.xi  — =  ^"  ~    '  ^(^^)  l\lx') 


dl*         '    '  dl 

oder 


im  A^esentlichen  gleiciiUills  auf  den  Residuensatz  stützen,  sind  noch  nicht 
in  allen  Funkten  klar  gelegt  und  beziehen  sich  nur  auf  den  Fall  h  =  oo. 
Der  Diwi'sche  Beweit,  den  schon  früher  Herr  SchlIfli  in  einer  kunen 
Note  (Math.  Ann.  Bd.  40)  fttr  den  Fall  A  a  oo  angedeutet  hatte,  ist  auob 

von  Herrn  C.  Jordan  in  etwas  anderer  Form  reproducirt  worden  (Goore 
d'AnalvM';  t.  '^,  Paris  1887,  pnp.  U3— 463). 

C\U(  Hv  st'llist  hal  mittelst  seines  Residuensatzfs  dio  Miiiw  it  krlunn  nach 
Cylinderfunctionen  meines  Wissens  nicht  behandeil;  nsoIjI  aber  hui  er 
einen  gültigen  Beweis  fttr  die  Ck>nvergenz  der  Foctisi'schen  Reihe,  die  bei 
ihm  als  ein  specicller  Fall  allgemeinerer  Reihen  erscheint,  erbracht  nnd 
zwar  in  der  Abhandlung  :  »Sur  les  r^sidus  des  fonctions  exprimöes  pnr  des 
ni»»'"jrriles  dpfiiiif^'«--  Exercices  de  niathömatiques.  T.  II.  ^Hil).  Nii  ht  nur 
iMKi«  HLET  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  über  die  Foi  Ritti  scl»e  Ki!ilie, 
sondern  viel  später  nach  Boknrt  und  Kilmann,  sussie  andere  geschichtliche 
Darstellon^en  erwähnen  Immer  nur  den  verfehlten  Beweis,  welchen  Caucht 
in  seiner  Ahhandlang  der  Pariser  Akademie  (Tome  VI)  im  Jahre  48Se  vor- 
legte, während  die  ainlcrc  AbbaDdkinf?  (zwei  Jahre  ttlter  als  die  Dirichlbt- 
•;<  fH'^  finon  Beweis  enlhült,  der  vctllständifi  und  eennii  ist,  sobald  ninn  nur 
die  Voraussetzungen  über  die  lieschalTeribeil  ticr  Function  fix]  betont, 
unter  welchen  gewisse  Umformungen  beslicnnitcr  Integrale,  die  bei  Cauciiy 
vorkommen,  allein  und  ttberdies  in  etwas  anderer  Form,  als  es  dort  ge~ 
schehen  ist,  xulftssig  werden.  Diese  Voraussetzungen  sind  aber  die  bekann- 
ten, von  DiRicHLET  angegebenen,  dessen  Verdienst  um  die  Theorie  der 
Fourier'scmek  Reihe  durch  dinse  historische  Thatsache  nicht  geschmälert 
wird,  da  erst  durch  seine  Lnlersuchungen  die  Theorie  in  Znsatnnienbang 
gebracht  wurde  inu  aligemeinen  ganz  neuen  Bedingungen  lur  die  Cunver- 
genz  bestimmter  Integrale  und  unendlicher  Reihen. 

ibUk-ylv**  CiMM.  1887.  1 4 
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1 6)  U(kx,  U    x')  =      ^  ^  (p'  W  , 

wenn  7)  q>[k)  «  U(kx)  ^-^^  -  U{kx)  ^^^^^ geseUt  wird. 
Sodann  ist  (Gleich.  40) 

0 

SeUt  man 

+      «        x)r  wobei         X)  =  0  , 

SO  ist  der  ohitro  Ausdruck  L'leich  —  f/cr'  9.)  fdr  .r  =  .\.  Aber 

auch  die  Grösse  U{kX)  kmn  durch  By'-X)  ausgedrückt  werden; 

denn  es  ist 

dU      l  (lU    .  X  dU 

—  =  —        also  m{A.)  =^  —  -jr  -kr  tiU , 

dx      X  dk  '      X  dl 

.48) 

und  fOr    as  X  ist  dieses  gleich 

'(A)  =  -1/[|a(A+a)h-/..V-4^], 


19 

also 


(rMf/.r-  ta'*X 

49)  ju'dx^- —  —  ^rrin  =  äl£^ 

wobei 

20)          V'W  «       (4      hX)  +  -  (fi*-i)  . 
Folglich  wird 

^  Ujkx]  Ujkx)  ^   ^  tffi^WiÄ! 

*  j(U[kx)Ydx 
Der  unter  der  Summe  stehende  Ausdruck  ist  das  Kesiduum  v  on 

(m{z)Y  ' 
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f(z) 

deoD  das  Residuum  eines  Quotienten    ' .  , io  welciiem  der 

ZJililer  durchaus  endlich  l)leibt,  hat  f(lr  di<»  versrhiedenen  Wur- 
zeln z  =      für  wülche  cy{z)      0  ist,  ileii  Werth 

(«'(*;)'    ~WW ' 

>  uii  ist /"(Äj  =  </'  /)  fp'{'/S  -+-  (f  /.  ,  aber  es  vvh'd  hier 

Denn  es  ist  (Gleich.  18)  ftir  jeden  Werth  von  x: 

also  für    s  X,  wobei  nt[k)  s  0  wird, 

und  folglich 

weil 


Demnacli  ist  die  Reihe 


4  f/f;       A  .  . 


gleich  dem  Werthef  nach  welchem  dun  complexe  Inteyral 

(x'*^a^)xJ  (w(3))* 

convergirt,  wobei 

V» (»)  -  ÄX  (1  +  AX)  +  Ä* X«  -  (n«-i) , 

i/v'/j/i  dasselbe  iiher  den  Hand  eines  Hcchteches  erstreckt  wird, 
welches  die  reelle  positive  Axe  in  seinem  Innern  enthalt^  also  etwa 
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AXIL  HlllfACK) 


die  Eckpunkte  x  s  0,  y  s  ±  i  Ar ;  x  ^  ly  y  ^  :h  ik  besiUtj  und 
wenn  man  dieses  Hechteck  schlie8sli<^  in  die  Haibebene  übergehen 
lässtf  indem  h  und  k  unendlich  werden 

Es  ist  also  zu  zeigen,  dass  der  Betrag  dieses  Integrales 
endlich  bleibt,  wie  gross  auch  immer  die  Werthe  von  A  und  k 
angenommen  werden.  Da  in  dem  Integrale  der  Zahler  eine  un- 
gerade Function  wird,  so  kommt  der  Integrationsweg  auf  der 
Ordinatenaxe  nicht  in  Betracht. 

Nun  ist  (Gleich.  12) 

1  4 

(zx)  =  —  cos  {zx  —  /?)  (4  -h  il)     —  sin  {zx  —  /?)  Jl  , 

wobei  die  Grossen  A  und  B  bezüglich  von  der  zweiten  und  von 
der  ersten  Ordnung  null  werden  fttr  z  =  co.  Hieraus  folgt : 

»  -  —  sm  [zx  -  /J)  (4  +  C)  +  ^    cos  l»x-ß)  D, 

wobei  C  UD(1  D  von  (l(>r  /weiten  und  ersten  Ordnung  null  werden 
fttr  z  SB  00.    Demnach  wird 

w(3)=^H-A£;=-i-cos(J5A  —  (i)  {h  -i-hA  ■+•  zD) 

OX  yTC 

1 

—  sin  [zX  —     [hB  —  ^  —  »C)  . 

m 

Betrachtet  man  nun  das  Integral  auf  den  zur  Abscissenaxe  pa- 
rallelen Seiten,  fttr  welche  z  ss  §  ^  ik^  so  ist  der  Modul  von 
ctf(js)  gleich  dem  Werthe 

•  e     mou  js  •  o  , 

wobei  g  eine  endliche  Grösse  bezeichnet,  die  auch  bei  beliebig 
grossen  Werlhen  \nn  z  weder  mill  noch  unendlich  wird.  Da- 
gegen ist  im  Zahler  des  integrales  der  Modul  von 

,  ,      ...    ,^  dU{zx)  .  dU{zx') 


V  Von  einem  Integrale. dieser  Form  geht  auch  Herr  Dim  bei  seinen 

UntcrMicliunficn  aus  [».a.  0.  pnp.  250  ,  nur  dnss  dort  dio  Function  P^lXx) 
ZU  Grunde  gelegt  ist,  weiche  mit  U  Uurcli  die  Gleichung  zujwmmenbfingt 
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gleich  —  -  gk^x-t-x')  jjjqjI  ^-j  .        wobei      durchaus  endlich 

bleibt.  Ferner  ist  der  Modul  von  ipiz)  proportional  dem  Modul 
voD  2*.  Hieraus  folgt,  dass  der  Modul  des  unter  dem  Integrale 
stehenden  Quotienten  proportional  e^^t*'"^*^))  ist.  Lasst 
man  also  k  unendlich  werden,  während  /  endlich  bleibt,  so 
wird  dieser  Ausdruck  null. 

Für  die  Sur  On Hunt rn. ixe  parallele  Seite  z  =  l+ii]  (und 
analog  für  ;s  »  i  —  ti^)  wähle  man  den  Werth  /  so,  dass  IX  ^  ß 

7t 

Stets  gleich  ciiieui  ungeraden  Vielfachen  von     wird,  also 

SS 

sin  {zX  ^  (i)  =  -h  cos  itjX  ,      cos(;;A'  —  ß)  ^      sin  ti^A'  . 

Alsdann  wird  der  Modul  von  (a{z)  bei  allen  positiven  Werthen 
von  ij  gleich 

—  e    mod  (»).g, 

wobei  die  Grösse  g  endlich  bleibt  und  nicht  null  wird,  auch 
für  ]^  SS  00.  Die  Grösse  g  bleibt  endlich,  auch  wenn  /  unend- 
lich wird,  sie  convergirt  nach  dem  Werthe  -1.  Da  nun  wieder- 
um der  Modul  von  qi[z)  gleich 

^   g  ^(x -4-0^0 mod  (5).  o, 

und  der  Modul  von  ^  [%)  proportional  dem  Modul  von  js*  ist,  so 
ist  der  Modul  des  Integrales  zwischen  den  Grenzen  17  as  0  und 
37  CS  -h  f  00  eine  durchaus  endliche  Grösse;  dasselbe  gilt 
auch  von  dem  Integrale  zwischen  den  Grenzen  17  s  0  und 
1^  s  —  too,  und  bleibt  in  beiden  Fällen  bestehen,  auch  wenn  / 
unendlich  wird. 

Damit  ist  die  Reihcndarstciluug  in  vollem  Umfange  be- 
wiesen. 

Bezeichnet  f(x)  eine  Function^  die  bis  auf  einzelne  Sprung^ 
stellen  im  Intervall  wm  0  bis  X  durchaus  stetig  tst^  die^  wenn  sie 
an  der  Grenze  null  unendlich  wird,  doch  absolut  integrirbar  bleibt, 
und  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  ist 
fürn^O 
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also  auch 


yx  'Y 


f(i'-{U)r  dx 

fyxf(x)/J^){lx)d 


X 


J  {J»{iLx))*xdx 

0 

Setzt  man  f{x)  =  Vx  F{x)j  so  ist  auch 

fxP[x)J'^(lx)dx 

F{xj  ^JJJ'  ^^X)^  

*  j{r{Xx]Yxdx 

0 

ÄD  Stelle  der  DwicBUiT^scheD  Bedingung  für  die  Function 
f[x)  können  auch  andere  treten,  so  z.  B.  dass  die  Function  f(x] 
einen  überall  endlichen  integrirbarcr)  DifTerentialquotienten  be- 
sitzt. Auch  kann  man  in  analoger  Weise  die  Entwickelung  nach 
Functionen  mit  n^ativen  Index  n  in  Betracht  ziehen. 


Draek  vra  Bnllkopf  *  Birt«!  in  Leipiif . 
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Protector  der  Königlich  Sttchsischen  Gesellschaft 

der  Wissenschaften 

.     SEINE  MAJESTAI  DER  kOiNlG. 


Seine  Excelleni  der  SteatsmiDister  des  CuUiis  und  OffenUichen 
UnterrichU  Carl  Friedridi  von  Gerher» 


Ordeatliche  einheioiische  Mitglieder  der  philologisch- 
historischen  Classe. 

Geheimer  Hofrath  Friedrich  Zarncke  in  Lcipzic,  Secretiir  der 
philol.-hislor.  (-Inssf  bis  Knde  dos  Jahres  1890. 

Professor  Adolf  Eberl  in  l.cipziu,  stellvertretender  Secretär  der 
philo!. -histor.  Ciasso  bis  Knde  des  Jahres  I8ÜÜ. 

(leheirner  Hatii  Oüo  Bohtluujk  in  I^eipzlij. 

I*rofessor  Friedrieh  Carl  Iiru(/mann  in  Leipzl}^. 

 ■  Bert  hold  Delhriirh  in  Jena. 

  Geory  Kinns  in  Leipzig. 

  Alfred  FlecLfiscn  in  Dresden. 

Professor  Hans  (ieurg  Conon  von  der  Gabelentz  in  Leipzig. 

  (ieory  Götz  in  Jena. 

Geheimer  Uofralh  Gustav  Hartenstein  in  Jena. 


Ehrenmitglied. 
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Geheiiuor  Hofrüth  M(tx  Heinze  in  Leipzig. 

Prüfessür  Friedrich  Otto  HuUsch  in  Dresden. 

Oherhihliothokar  Heinhold  Köhler  in  Weimar. 

Geheimer  ilofrath  Christoph  Ludolf  Ehrenfried  Krehi  iü  Leipii^ 

Professor  August  Leskien  in  Leipzig. 

—  Hermann  Lipsius  in  Leipzig. 

  Wilhelm  Mcmrenbrecher  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Johannes  Adolph  Overbeck  ip  Leiptig. 

 Wilhelm  Pertsch  in  Gotha. 

Professor  Friedrich  Hofzrf  in  Leipzig. 
Gebeimer  Hofrath  Otto  Hibbeck  in  Leipzig. 
Geheimer  Rath  Wilhelm  Hoscher  in  Leipzig. 
Gebeimer  Hofratb  Anton  Springer  in  Leipzig. 

 Georg  Voigt  in  Leipzig. 

Professor  Moritz  Voigt  in  Leipzig. 
Geheimer  Hofralb  Curt  Wachsmuth  in  Leipzig. 
Professor  Emst  Winduch  in  Leipzig. 
  Richard  Paul  Wiäker  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 

Mitglieder  der  philologisch-historischeu  Classe. 

Professor  Theodor  Mommsen  in  Berlin. 
Gebeimer  Hofratb  Erum  Bohde  in  Heideibeif  • 
Geheimer  Regierungsrath  Hermann  Sauppe  in  G(ttlingen. 
Kirohenrath  Eberhard  Schräder  in  Berlin. 


Ordeotlicfae  einheimische  Mitglieder  der  mathematisch- 
physischen  Classe. 

Gebeimer  Ilofrath  Carl  Ludwig  in  Leipzig,  Secretttr  der  malfaem.« 

phys.  Glesse  bis  Ende  des  Jahres  4889. 
Professor  Adolph  Mayer  in  Leipzig,  stellvertretender  Secreltr 

der  matbem.-phys.  Classe  bis  Ende  des  Jahres  4889. 
Professor  Rudolf  Böhm  in  Leipzig. 

Gebeimer  Medicinalratb  (^ristüm  WUhdm  Braune  in  Leipzig. 
Professor  Heinrkh  Bruns  in  Leipzig. 
0))erbergrath  Hermann  Credner  in  Leipzig. 
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Geheimer  Kalb  Moritz  Wilhelm  Drobisch  in  Leipzig. 
Goheimer  Hofrath  Uuns  Bruno  GcinUz  io  Dresden. 
Professor  Pnul  Flechsig  in  Leipziiz. 
Geheimer  Rath  Wilhelm  Gottlieb  llankel  in  Leipzig. 
Geheimer  Mcdicinnlrath  Wilhelm  Iiis  in  Leipzig. 
Professor  Johitnn  Au(/usl  Liidwiy  Wilhelm  h'nop  in  Leipzij^. 
Geheimer  Hofralh  liiuhlph  Leuckart  in  Leipzig. 
Professor  Sophus  Lie  in  Leipzig. 

  Cm'l  Neumann  in  Leipzig. 

— —  Wilhelm  Ostwald  in  Leipzig. 

  WtVkdm  Pfeifer  in  Leipzig. 

  WühtUm  ScAeibner  in  Leipzig. 

Geheimer  Hofrath  Augwt  Schenk  in  Leipzig. 
Geheimer  Rath  Oskar  Schltfmilch  In  Drrädeii. 
Hofrath  Budülf  Withelm  SchniiU  in  Draiden. 
Professor  Joharnnes  Thomae  in  Jena. 
Geheimer  Hofrath  Augu$t  Tnpler  in  Dresden. 

 Gustav  Wisdemann  in  Leipiig. 

Professor  Johannes  Wislieenus  in  Leipsig. 
Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Wundt  in  Leipsig. 
Geheimer  Rath  Gustav  AnUm  Zeuner  in  Dresden. 
Geheimer  Rergrath  Ferdinand  Urkd  in  Leipiig. 


Auäserordeutliche  Mitglieder  der  mathematisch-physischen 

Classe. 

Professor  Edmund  Drechsel  In  Leipzig. 

Frühere  urdent liehe  cinheimisehe,  gegen vvUrtig  auswärtige 
Mitglieder  der  mathematisch-physischen  Classe. 

Geheimer  Hofralh  C<nl  (iegetilxiur  in  Heidelberg. 
Professor  Felix  Klein  in  liüHiugen. 

  Adalbert  Krüger  in  Kiel. 

  Ferdinand  Freiherr  von  liichthufen  in  Berlin. 

Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Weber  in  Göitiogen. 
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Archivar: 

Oberbibliothekar  Joseph  Heinrich  Gustav  Emst  Fürstemann  in 
Leipzig. 


Vei-storbene  Mitglieder. 

Ehren  mtlglieder. 

Johann  Paul  ron  Falfienstein  1882. 

Karl  August  Wilhelm  Eduard  von  Wietersheim  1865. 

Philologisch-historische  Classe. 


Eduard  Albredtt 
Christoph  Friedrich  von  Ammon 
4850. 

Wilhelm  Adolf  Bedcer  4846. 
Hermam  Brockhaus  4877. 
Conrad  Bursian  4883. 
Georg  Curtius  4885. 
Johann  Gustav  Drogstn  4884. 
Heinrich   Lebereeht  Fleischer 

4888. 
Gustav  nOget  4870. 
Friedrich  Franke  4874. 
Hans  Conan  von  der  GabeUntst 

1874. 

Ernst  Gotthelf  Grrsdorf  4874. 
Carl  GiSUliny  1869. 
Hermann  Alfred  von  Guischmid 

1887. 
Gustav  Hüncl  1H78. 
Ferdinand  fland  1854. 
Friedrich    Christian  August 

Hasse  1848. 
Moritz  Haupt  4874. 


Gottfried  Hermann  4848. 
Friedridi  Jacobs  4847. 
Otto  Jahn  4869. 
Ludwig  Lange  1885. 
CoW  /oocfttfii  Marquardt  4882. 
windrm«  Ludwig  Jacob  Michelsen 
4884. 

Cor/  Nipperdey  4875. 
CaW  von  jVboriieti  4883. 
Oscar  Ferdinand  Besehet  4875. 
Ludwig  Preller  4864. 
Friedrich  Wilhelm  Ritsihl  4876. 
/4ti^t  Schleicher  1868. 
/iu^t  Se/V//t'r  1851. 
(;M^/ai'  Sey/fart/i  1885. 
CaW  Bernhard  Stark  1879. 
yo/m;?n  /^r/jiV  0«o  67o66c  4887. 
Friedrich  Tuch  1867. 
Friedrich  Auyuat  l'kcrt  1854. 
Wilhelm  Waclismuth  1866. 
Cor/  r;eor^  ro«  Wächter  1880, 
ilittofi  Westermanii  4869. 


Mathematisch-physische  Classe. 

Heinrich  d* Arrest  t875.  Ludwig  AWert  Wilhelm  von 

Heinrich  Richard  Baltzer  4887.        Bejso/df  4868. 
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Carl  Ii  ruh  HS  IS81. 
Carl  Gustuc  Carus  1869. 
Julius  Cohnheim  i884. 
Johann    Woifyany  Döbereiner 
1849. 

Otto  Linne  Enlmann  1869. 
Gustav  Theodor  Fechner  1887. 
Otto  Funke  1879. 
Peter  Andreaa  Hansen  1874. 
Axel  Ilamack  1888. 
Wilhelm  Hofmeister  4877. 

HusMe  4858. 
Hermann  Kolbe  1884. 
Gustav  Kunze  4851. 
CaW  Got^  Lehmann  4863. 
Bernhard  August  von  Lindenau 
4854. 

AfcAard  Fe/io;  Marxhmd  4850. 


(/'t'ü/'^  Metlenins  1866. 

Auf/ust  Ferdinand  Möbius  1 868. 

(V//-/  Friedrich  Xauntann  1873. 

Eduard  Pappig  1868. 

Ferdtnand  Reich  1882. 

Theodor  Scheerer  1875. 

Matthias  Jacob  Schleiden  1881. 

Christian  Friedrich  Schwügri^ 
chen  1853. 

Ludwig  Friedrich  Wilhelm  Au- 
gust Seebeck  4849. 

Samuel  Frwdrich  Naihanael  von 
Stein  4885. 

i4^red  TTtlAe^m  VoUcmann  4877. 

f'dtiard  Friedrich  Weber  4874. 

£h»l  Heinridi  Weber  4878. 

/oAann  OaW  Friedrich  Zöllner 
4882. 


Leipxig,  am  84.  December  18S8. 


Yerzeichiiiss 


der  bei  der  Königl.  Sttchsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  4888  eingegangenen  Schriften. 


I.  Von  gelehrten  Gesellscliaflen,  Universitäten  und  ünenllicheD 
Behörden  herausgegebene  und  periodische  Schriften. 

Deutschland. 

Abhaadlttogen  der  Kgl.  Akademie  d.WiflaeDaeh.  lu  Berlin.  AQSd.J.4887. 
Berlin  1888. 

Siteungsberichte  der  Königl.  Prcuss.  Akad.  d.  WisseDSCli.  XU  Berlin.  1887, 

No.  40—54.  1888,  No.  1—37.  Berlin  1888. 

I*<tlilische  Correspondenz  Friedrichs  d.  Gr.  Bd.  15.  16.  Berlin  IbST.  88. 

Die  Venus-Durchgänge  1874  und  I88i.  Berich!  über  die  deutschen  Beob- 
achtungen. Im  Auftrage  der  Commission  für  die  Beobachtung  des 
Venns-Durchgangs  hsg.  v.  A.  Auwers.  Bd.  3.  Bertin  4888. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahi^  XX, 
No.  18.  19.  Jaiirg.  XXI,  No.  1  —  17.  Berlin  1887.  88. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1882  (Jahrg.  88],  Abth.  1—3.  Dargestellt 
von  d.  Physikalischen  Gesellschaft  xu  Berlin.  Berlin  4887.  88. 

Verhandlungen  der  Physikalischen  Geseilsehaft  XU  Berlin  im  Jahre  1887 

Jahrj:.  6  .  Berlin  1888. 

Centralblatt  für  Physiologie.  Unter  .Mitwirkung  der  Physiologischen  Gesell- 
schaft zu  Berlin  herausgegeben.  Bd.  i  (1887),  No.  4— S5.  S8b.  Jahrg. 
1888,  No.  1.  4—48.  Berlin  d.  J. 

Verhandlungen  der  Physiologischen  Gesellschaft  XU  Berlin.  Jahrg.  4887/88, 

No.  4.  8  —  20.  Berlin  1SS7.  8S. 

Jahrbuch  der  kgl.  Prcuss.  geologischen  Laudesanstalt  und  Bergakademie  zu 
Berlin  f.  d.  J.  4888.  Berlin  4887. 

Abhandlungen  zur  ^eolog.  Specialkarte  von  Preussen  und  den  Thüringischen 
Staaten.  Bd.  VI.  H.  4.  VIII,  H.  3.  Nebst  Atlas  zu  VI,  4.  Berlin  1888. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rbeinlande.  H.  84 — 88. 
Bonn  1887.  88. 

Fttnftindsechzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vateriin- 

dische  Cultur.   Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbelten  und 

Vt'randpfUDL'f n  der  ncsoll^cliaft  im  J.  1887.  Breslau  1888. 

Jahrbuch  des  kouigl.  Sachs,  inelooroiogischen  Institutes.  Jahrg.  4  (1886), 
Lief,  a  (Abth.  3).  Jahrg.  5  (1887),  Abth.  1.  2  (Ergebnisse  der  me- 
teorologischen Beobachtungen  i.  J.  1887,  4.  Hälfte).  Ghemnitx  1888. 
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Schriften  der  nalurforschenden  Gesellschati  in  Danzig.  N.F.  Bd.  7,  H.  4. 
Daniig  1888. 

Li9satter,  J.,  Die  praliistorischen  Deakmlller  der  Proviux  Westpreossen  o. 

d.  angrenzenden  Gebiete.  Mit  Unterstütz.  desJWestpreuss.  Provinzini- 
Landtages  hrsg.  von  d.  Natiirforschenden  Gesellschaft  in  Danzig. 
Leipzig  4  887. 

Zeitschrift  des  k.  säohsiielieii  statistiseliea  Baratiit.  Kedig.  v.  Y.  Btfbmert. 
Jahrg.  32  (1886),  Supplementheft  Ii.  Jahrg.  83  (1887),  H.  4^4. 

Dresden  1887.  88. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u.Heilliaode  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 1887—88.  Dresden  1888. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  nalurNvissenschafll.  Gesellschaft 
Isis  in  Dresden.  Jahrg.  1887,  Joli^Dee.  Jahrg.  1888,  Jan. — Joni. 

Dresden  1888. 

ligl.Sttchsisches Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 
Studienjahr  4  887/88,  enthalt,  d.  Vcrzeichniss  d.  Vorlesungen  f.  d. 
Sommersem.  4888«  —  Programm  f.  d.  Studienjahr,  bes.  Winlersem. 
1888/89. 

48-^46.  Jahresbericht  der  PoHichiü.  eines  naturwissenscliani.  Vereines  der 

Rheinpfalz   Dürkheim  1888. 

Siliung.sberichto  der  physikal.-riH'dicinischi'n  Societiit  in  Erlanfieii.  11.  19 
(Oct.  1886— Mai  1SS7j.  Erlangen  1887.  Jahij^.  1887.  München  1888. 

Jahrbuch  für  d.  Berg-  und  Hüttenwesen  im  Königreich  Sachsen  auf  d.  Jalir 
1888.  Freiberg  1888. 

Verseichniss  d.  Vorlesungen  auf  der  Grossherz.  Hessischen  Ludwiirs-Uni- 
versitHt  zu  Giessen,  Sommer  1886,  Winter  1886  87,  S.  1887,  W. 
1887/88,  S.  1888,  W.  1888/89.  Personalbestands.  1886,  W.  1886/87, 
S.  1887,  W.  1887/88,  S.  1888.  Eckhard,  C,  Ein  Beitrag  z.  Lehre  von 
dem  Vorkommen  gehörnler  weiblicher  Rehe  (Proi^r.].  Giessen  1886. 
Hess,  R.,  Ueber  Waldschutz  und  Schutzwald (Akad.  FestredeJ.  Giessen 
4888.  Hoffmann,  H.,  PhSnologische  Untersuchungen  (Progr.).  Glessen 
4  887.  Kottenbtuch,  F. ,  Heber  religiösen  Glauben  im  ginne  des  Chri- 
Slenlbttms  [Akad.  Festrede).  Giessen  1887.  Ropp,  G.  Frhr,  v.  der, 
Deutsche  Kolonien  irn  \  i.  u.  13.  Jhd.  Aknd.  Festrede).  Glessen  1886. 
3»')  Disserteitioneii  vuni  J.  1886/87,  85  vom  J.  ISsT  88. 

Neues  Lausilzischus  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausilz.  Gesellsch.  d. 
Wissenseb.  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  SchUnwMlder.  Bd.  68,  H.  8. 
Bd.  64,  II.  1.  Görlitz  1888. 

.\bbandliingon  der  König!.  Gesellscliaft  der  Wissenschaften  zu  Güttingen. 

Bd.  34.  Göttingen  1887. 

Nachrichten  von  der  Köoigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-tJniversitMt  aus  d.  J.  1887.  GOUingen  1887. 

Beriehi  über  die  im  Jahr  1887  den  Hersogl.  Saoimlungen  zugegangenen 

Geschenke.  Gotha  4888. 
iaiiresbericht  der  Fürsten-  und  L.andesschttle  zu  Grimma  über  d.  Schul- 
jahr 1887  88.  (Irinima  1888. 

Leopoldina.  Amtl.  Organ  d.  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch  deutschen  Akad. 
der  Naturforscher.  H.  XXill,  No.  i1— 84.  H.  XXiV,  No.  1— S8. 
Halle  1888. 

Abhsnd innren  der  Naturforscbenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  17,  H.  1.  8. 
Ualle  4888. 


  vin   

Bericht  üher  die  Sitzungen  der  Natttrfbriolieiideo  Gflsellscbaft  tu  Halle  fm 

.1.  1SH7.  Halle  4888. 

Zeiischrifl  für  Naturwisseaschafteo.  Originalabbandluugen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Natnrwisa.  Verein  f.  SacliaeD  und  Tbttringen  in  Halle. 
4.  Folge  Bd.  «,  I8B7  (d.  ganaen  Beibe  60.  Bd.),  H.B.  Halle  1887. 

84—87.  Jabresbericlit  (Ir  r  Nüdirhistorischcn  (iesellscbafi  SU  Hannover 

f.  d.'Geschöflsjiihre  1883—87.  Hannover  <888. 

.  Chronik  der  Iniversitat  zu  Kiel  f.  d.  J.  1887/88;  Verzeicbuiss  d.  Vörie:». 
Winter  1887/88,  Soaimer  4888.  BroekhoM,  FrMr.,  Deber  das  cano- 
nische Recht.  Kcde  beim  Aull  itt  des  Reklornics.  Förster,  Rirh.,  Rede  zur 
Feier  des  Gediit  htnisses  NNcUand  Sr.  Maj.  tles  Deutschen  Kaisers  Wil- 
helm I.  gehalten  am  ii.  Marz  1888.  Blass,  F.,  Rede  zur  Keier  des  Ge- 
dftchluisseB  weiland  Sr.  Maj.  des  Deutschon  Kaisers  Friedrich  Iii. 
gehalten  am  30.  Juni  1888.  Fürster,  Hirh.,  De  Aristotelis  quae  feruntur 
Secretis  sccretorum  (Progr.j.  Kiel  1888.  —  71  Dissertationeo  vom 
J.  1887/88. 

Ergebnisse  der  Beobachlungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostaee  u.  Nordsee  Q.  die  Fiscberei. 

Jahrg.  1887,  H.  1— 9.  Herün  1HH8. 

Lamp,  E.,  Das  AequiDoclium  tur  1860. o  abgeleitet  aus  den  v.  C.  F.  Pape  am 
Meridiankreise  der  Altonaer  Sternwarte  4859^88  angestellten  Son- 
nen beubachtungen  {Publicalion  d.  Sternwarte  in  Kiel,  brsg.  v.  A. 

Kriiffer.  Kiel  1882. 

Kreuts,  Hnr.,  Intersucbungen  über  das  Cumetensystem  184a  1,  1880  1  u. 
4888  II.  Tb.  4:  Oer  grosse  Septembercomet  4888  II  (Publicalion  d. 

Sternwarte  in  Kiel,  hrsg.  v.  A.  Krüger).  Kiel  1888. 

Schriften  der  pbysikal. -ökonomischen  Gesellscbaft  zu  Königsberg.  Jabrg. 

i8  (1887).  Königsberg  1888. 

Vierteljabrsschrifl  der  astronom.  Gesellscbatt.  Jahrg.  tt,  11.  4.  Jahrg.  is, 
H.  4.  8.  Leipsig  4887.  88. 

Zeitschrift  des  ^  i  l  eins  für  Lübeckiscbe  Geschichte  u.  Altertbumskunde. 

Bd.  S,  H.  A.   Lübeck  1888. 

Jahresbericht  u.  Abhandlungen  des  Naturwissenscbaftl.  Vereins  in  Magde- 
burg 1887.  Magdeburg  1 888.  Nebst  Beilage:  UiniMmarntj  B.,  Das 
Innere  der  Erde.  Voring.  Hagdeburg  4888. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  Q.  Landesscbttle  Meissen  vom  Juli  4887 — Juli 

1888.  Meissen  1888. 

Abhandlungen  der  histor.  Ciassc  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  18 
(in  d.  Beibe  d.  Denkscbr.  d.  60.  Bd.),  Abtb.  4.  Mttneben  4888. 

Abbandlungen  der  nMthen.-pbyslkal.  Gl.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wisseosch. 

Bd.  16  fin  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  se.  Bd.),  Ablh.  2.  München  1887. 
Abhandlungen  d.  philos.-i)hilolot:.  Gl.  d.  k.  ba>er.  Aka<l.  d.  Wissenscb. 
Bd.  18  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d  61.  Bd.],  Abth.  1.  München  1888. 

Sitzungsberiebte  der  matheoi.-pbysikal.  C1.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 

zu  München.  Jahrg.  1887,  H.  3.  Jabrg.  1888,  H.  '\.  i.  MünchenlSSS. 
SIfxnngsbencbte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Gl.  der  k   ha^pr.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  1887,  Bd.      H.  3.  Jahrg.  1888,  H.  4.  i. 
MOnehen  4888. 

Meter,  Knri,  Leber  historische  Dramen  der  Rumer.  Festrede  gehalten  in  d. 
ofTeiitL  Sit/iini:  der  k.  bayer.  Acad.  d.  Wiss.  am  48.  Nov.  4887. 

München  ibül. 
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W.  Scheibner,  Mathematische  Hemerkunym.  (Auszüge  aus 
Briefen  au  Prof.  Baltzbk,  f  7.  Novbr.  \  887.) 

Leipzig,  9.  Februar  1887. 


( I )  Bei  Benutzunj^  Ihrer  »  Determinanten«  für  die  Theorie  des 
grüssten  gemeinschnfliichen  Thcilers  zweier  ganzer  Functionen 

/*«  =  «^t  +  «iV  Pn  =  *t  +  ^y  1- 

erschien  mir  auf  S.  1 1  7  zw  ischen  Art.  S  und  *)  die  Einschaltung 
eines  Artikels  wünschensw  ertii.  der  eine  melir  heuristische  Dar- 
stellunf^  liefert.  Ich  meine  etwa  in  folgender  Weise  mit  Hülfe 
der  Multiplicatoren  [CrelleM^  S.  ^81) 

l^m-p-,  =  «•  +  a.  y  h  «m-p-i  f^'^"^  , 

An-p-i       ^^a  +  A  1/    •  •  -1-  ^n-p-if'^"'  • 

Sei 

WO 

=        -i-  6«-4«,  H  ^p+9_«^.,  «m-p-i 

(mit  dem  Vorbehalte,  dass  nur  diejenigen  Coeilicienlen  o,  und  hf. 
beibehalten  werden,  fdr  welche  i  zwischen  0  und  //*,  h  zwischen 
0  und  n  liegt),  so  koimcii  die  (//<  -\-  n  —  tp)  Coefficienteu  in  M 
und  A'  mittelst  des  linearen  Systems 

bestimmt  werden,  w  enn  die  Determinante  des  Systems  be- 
deutet. Dann  folgt 

lUtIi.*pkra.  01mm  188H.  4 


Digilized  by  ^üogle 


2  W.  SCHEIBNER, 

also  vom  Grade  p,  falls  Ap  nidit  versdiwindet,  und  es  Ist  offeo- 
bar  jeder  gemeinsehaftliohe  Theiier  vod  f  und  glnMg  Nf  P 
enthalten.  Soll  nun  P  selbst  Theiier  von  f  und  g  sein,  so  mttssen 
die  Heterminanten 

H^T=s  B^  •  •  •  =  Äp  _  4  —  0 
verschwinden^  weil  wenn     nicht  verschwllode, 

einer  Function  i"**"  Grades  gleich  f^emacht  werden  käonie,  also 
für  i  <i  p  nicht  durch  P  theUbar  wäre. 

Es  sind  aber  jene  Bedingung<'n  nicht  allein  notliweniiig, 
sondern  auch  ausreichend,  damit  /'  und  y  einen  genieinsehaft- 
liehen  Theiier  vom  Grade  p  besitseu.  In  der  Thal  k&ün  man, 
weoD     =  0, 

einer  Function  (/  —  1)*'°  Grades  gleich  machen,  uhneduss  M  und 
JV  verschwinden.  Für  i  =  0  oder     —  Q  folgt 

Wenn  nun  Jf  und  iV keinen. gemeinsehafUiohen  Factor. haben,  so 
muss  /J^  durdi  lfm.«  theilbar  sein  und  man  erhvlt  den  linearen 
Theiier 

f     _  9 

Anderenfidis  sei 
folglich 

d.  h.  der  Theiier  P  ist  mindest«  vom  4.  Grade. 
Ist  aber  aucli  A,     0,  so  iMsst  sich  nicht  allein 

^m-i  ff  /    -  Qu  ~  '  o 

fiiachen,  sondern  es  muss  aurli  r'  0  sein,  weil  sonst  tlber- 
haujH  kein  gemeinschaftlicher  Theiier  exisliren  könnte:  mithin 
nmss  P  mindestens  vom  2.  Grade  sein.  Ist  nun  ferner  =  0 
und 

9  -      /  =  C'.  =  <'  -I-  <  y  I 
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80  venehwinden  «ach  cj[  imd  c^,  also  isl  P  mindestens  Tom 
3,  Grade,  n.  s.  w. 

Schreibt  man 

Cff  =  «•  ßf  +     «I  H  «i-p-t  «m-p-« 

Sü  ergibt  die  Auflüsuug  des  linearcu  Systems 
wegen 

^  «Mi  +  flf   H  <-p-t^£»-p-4 

mithin 

F(tlullch  izf'lil  /*  aus  li^  hervor.  Nvcnn  uian  in  der  orstcn  Hori- 
xoDtaireihe  der  DelermiuaDte  die  Elemeote     und  b'j^  durch 

«J  +  oj  y  •  •  •  +         und  6>  +  ft^y  •  •  •  H-  t^ffi 

ersetzt  —  m  UchcTuinstimmung  mit  Art.  9  des  §  H. 

Dit  Fonu  (Irr  HcMÜngungsgleichungen /?„  =  •••  =/?p_,  =  0 
habe  ich  aus  der  Nuchscbrift  einer  Vuriesung  von  Wbierstkass 
kennen  lernen. 


(2)  Die  üarslilhmjj;  in  §  7,  Art.  i  Ihrvr  ») Determinanten« 
scheint  mir  nicht  recht  S}  lumetriscb  und  etwa  fuigendergestalt 
zu  prgHnzen. 

Die  vollständige  Auflösung  der  Gleichunue^n 

V,  =  ^      X.  .      Rx  =       A^'  I/, 

fdr  iff.  =  0  liefert, 
4)  wenn 

Ä  =  I  a*  I  =  .1^-  =  J7  (r/*  a^:  -  G*-'  ut  A^K  ^  0  : 

1* 
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2)  wenn  die  SubdeCerminaiiten  Tenohwinden: 

3)  wenn       ^  0: 

u.  s.  w.  Hier  bezeichnen  f  g  h  willkürliche  Factoren,  während 
die  Indicee  k  Im  beliebig  gewählt  werden  dUrfen. 

(3)  Ich  weiss  nicht,  ob  die  Fmge  nach  den  wesentlichen  Bc- 
dingungsgb'iclningrn  zwischen  den  Elementen  af  für  das  Ver- 
schwind«'!!  dvr  SiihdfU'rniinanten  [ti  p  4-  Grades  schon 
beanlwürlel  ist.  Die  Anzahl  dics<'r  Bedingungen  betrügt  />*,  so 
dass  lieini  Fortyang  zu  den  DetermiDaDteu  (n  —  Grades 
tp  -\-  \  GleichuDgen  biazulreten. 

(4)  Inlliren  »Fleuienten«  AkM'hra  §  1  O.Art.  15  scheinen  Nr.  II 
und  III  nut  Ar(.  H,  III  zusauimenzugehüren.  Ich  würde  folgende 
Fassung  des  CAUcavscUeo  Beweises  vorziehen: 

Sei  für 

A  =  «e*«'  and  flx-^h)  =  r'^* 
r  ein  Minimalwerth,  dann  hat  man  für  kleine  Werlhe  von  e 

r  ^  r.  Aber  nach  dem  TAVLOR  Schen  Satze  ist 

/'(a;-f-A)Ä/'x-|- A"»(a-f  6Ä),   wo   o     ^ <  =  ^ a? 

den  ersten  nicht  versehwind<'nden  DitVerenlialquotienten  der 
TAYi.oH'schen  Heilie  bedeutet,  und  fi  für  abnehmende  Werlhe  vonÄ 
nicht  über  alle  (irenzen  wachsen  darf.  Zerlegt  man  in  den  reellen 
und  imaginiiren  Theil,  so  wird 

r'  OOS  ^'  =  r  cos  9  -|-  «*"     cos  (m  ü»  H-  ^)  + 

sin  9  =  r  sin  y  -f-  t"'     sin  [mo)  -\-  ip)  -\-  ßt]  , 

mithin 

r'r'  =  rr  -f-  f"'  [^'  Q  ^^s  {mw      ip  —  fp)      y^}  ? 
wo  ctfiy  für  abnehmende  Wcrthe  von  f  nicht  über  alle  Grenzen 
wachsen  können.     Da  nun  für  verschiedene  Werthe  von  lo 
cos  [m  (ij     »/'  —  (p)  sein  Zeichen  wechselt  und  ^  nicht  verschwin- 
det, so  kann  ein  Minimum  von  r  nur  f ür  r  =  0  eintreten. 
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»Ist  folglich  die  Function  f  x  so  beschaffen,  dass  r  einen 
Minimalwcrth  besitzt,  für  welchen  dicTAYLOR'schcEatwickelung 
gültig  bleibt,  so  ist  die  Gleichung  fx^O  durch  p  qi 
Itfsbar.c 

Die  geforderte  Bedingung  ist  fttr  eine  gense  Function  fx  er- 
Alllt  *).  Denn  da  eine  solche  für  alle  endliehen  Werthe  von  x 

eindeutig,  endlich  und  stelig  verlauft,  können  p  q  r  als  recht- 
winklige Coordiualen  einer  zusamincnbangcnden,  einschaali^en 
Flache  auf  der  positiven  Seite  der  /i^- Ebene  angesehen  werden. 
Wahrend  dieselbe  mit  zunehmender  Entfernung  vom  Ursprung 
sich  von  der/;  7-Ebene  unbegrenzt  entfernt,  muss  sie  an  gewissen 
Stellen  dic^scr  h^bene  am  nächsten  kommen ,  d.  h.  /•  wird  ein 
Mininuim  für  gewisse  Werthe  von  r  =  p  -f-  91,  und  dort  muss 
dem  bewiesenen  Satze  zufolge  die  Fläche  die  complexe  Ebene 
berühren. 

(5)  VicUeiclit  darf  ich  mir  bei  ilicstM'  Gelegenheit  die  einer  Noliz  aus 
dem  Jahre  4849  entlehnte  Bemerkung  gestatten,  dass  die  von  Gauss  im 
Jahre  181S  angewandte  Bewelsmelhode,  bei  welcher  für 

das  Doppelintegral  ^ydrd 9  bei  der  Umkehniog  der  Integrationsordnung 
seinen  Werth  Hndert,  auch  auf  das  Integral /Ts  anwendbar  Ist, 

wenn  für 

X  =  |>  4- gi  =  «V+v« ,   /"x  =  i»  H- gi  =  e»'-^* 
^      ^  _  d  P 

gesellt  wird« 

In  der  That  sei  fx  eine  eindeutige  stetige  Pnnotion  {fitncHo  amtinua  ac 
momotmpa)  der  coroplexen  Variablen  »,  so  sind  P  and  0  reelle  Fonetionen 
der  reellen  Variabein  q  and  ^,  för  welche  die  partielle  Differentlalformel 

^  *  ^  ~  J 9  * 

gilt.  Die  Warthe  der  Anomalieen  O  und  9  kttnnen  laoremente  von  der  Form 

imn  erhalten,  deren  DifTerential  verschwindet,  im  Uebrigen  Sind  die  ein« 
geführten  Variabeln  mit  der  Function  fx  stetig  und  monotrop.  Sei  nun 

fi  dQ  dtf         dtp  ^  — /P  dq 

\)  Dass  in  der  Gleichung 

f  r  -f  h]  ^  fs  i  h'^  [n  -\  hhi 
fttr  kleine  Werthe  von  h,  a  und  b  nicht  gleichzeitig  verschwinden  könneo, 
ist  evident,  wenn  fx  nicht  constant  sein  soll,  in  welchem  Falle  fx  'm  der 
Tbat  nicht  zu  verschwinden  braucht. 
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und  die  Integralion  über  die  Elemente  rdr  dtp  =  dq  dtp  eines  concen- 
Iriscben  Ringes  zwischen  Hi  vorgeschrieben,  während  <p  die  ganze 

Peripherie  durcbltluft ;  seieo  femer  und  PJ"****  die  stetigen,  d.  b. 
einer  steligen  Aenderung  der  Argumente  ^  und  9  zwischen  den  angeseigten 
Grenzen  entsprechenden  Incremente  von  0  und  P«  so  wird 

t/Co 

wenn  die  Umliehr  der  Integrstionsurdoung  erlaubt  ist. 

^Vtif^cn  der  Monotropie  von  fx  verschwindet  die  Differenz  PJ***'" 
^    für  jeden  Werth  des  Logarithmus  q  =  log  r,  so  dass  das  Integral 

f      P  dQ  =  0 

bei  der  beteroiiopen  Fonctton  i  ~i-  yx  z,  B.  würde 

P  =  log  (4 +ia^Gos49  +  6^  und  für  9  + tat 

1 

P  =  log  (i  —  ie^^  cos  ^9  4-  eP|  werdenl. 
Dagegen  Itisst  sich  zeigen,  dass  bei  geeigneter  Wahl  von     und     der  Werth 
des  Integrals 

Vüu  (p  abtiungl.  Es  braucht  nur  bewiesen  zu  werden,  dass  der  Differeii- 
tlalquottent 

nicht  verschwindet,  d.  b.  dass  Air  ^  und  ^,  verschiedene  Werihe 

annimmt. 

Hierzu  lassen  wir  q  nach  der  negativen  und  positiven  Seile  unbestimmt 
wachsen.  Im  Allgeincinen  werden  für  unendliche  Worthc  von  q  die  (irenx- 
werthü  einer  coiitinuirlichen  Function  nicht  von  9  abhängen  [die  Fuoctioo 
e'z.  B.  hurt  im  Lnendlichen  auf  stetig  zu  sein],  allein  es  ist  nicht  nothwendig, 
dass  dabei  dt  P  über  alle  Grenxen  wachse.  Wir  unterscheiden  also  die 
Fülle,  in  denen  fllr^^sBOO  P  einen  endlichen,  vom  9  wMMängige» 
Grenswerth  besllit,  und  in  denen  ^  P  über  alle  Grenzen  wichst. 

Im  mlsren  Falle  i8t/*+  (^s«^  von  Null  und  Unendlich  verschieden 
und  wir  können  :kq  so  gross  annehmen,  dass  bei  variablem  9  die  VariS' 

0  P 

bilitllt  von  O  —  arc  tg  ^  =  arc  cot  -  in  beliebig  enge  Grenzen  eioge- 

0  P 

schlössen  bleibt,  da  der  Quotient  ^  (resp.  ^)  um  den  Grenswerth  oadUirt, 

dem  er  sich  für  wachsende  ^  unbegrenzt  nähert.  Daraus  folgt,  dass  wenn  <f 
die  Peripherie  durohlttuft,  der  Bogen  ^  nt  seinem  Ausgangswerlb  surttck- 
kehren  muss. 
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Im  letzlereit  Kiillc  Wullen  wir  die  Vorausäetzuog  machen,  dass  wenn 
Q  hinlänglich  gross  genommen  wird,  drP  mit  dem  Logarithmiu  q  eonUtm- 

dp 

irlich  wacbsCf  so  da&s  der  DifferoDtialquolient  ^  sein  Zeichen  nicht  mehr 

wechseln  könne,  und  zwar  soll  diess  für  beliebige  variable  Wertbe  der 

Anomalie  ip  der  Kall  sein.  Die  Cil«>i(  liun<: 

dl»  dO) 

seigt  dann,  dass  während  (p  um  Sit  wächst,  das  DilTorcntial  d<t>  beständig 
•lasselbc  Zeichen  bohölt.  Hieraus  schliesst  man,  dass  bei  gepit-'noler  Be- 
stimmung von  Q  die  Anomalie  (p  beständig  wachsen  mler  abnelitiH'n,  uiul 
folglich  ein  nichtvprschwindendeslncrement«!),^**''—  i  ui  n  «M  halten  iiuiss. 

Bei  einer  ganzen  Function  fx  —  weiche  nicht  durch  x  theilbar  sein 
Boll  —  ergibt  sieb  für  ^  =  —  oo  der  von  9  unabhängige,  endliche  und 
nicbt  versobwindende  Werlb      Andererseits  wacbsen  q  nnd  P  gleicbaeitig 

positiv  über  alle  Grenzen,  und  zwar  dergestalt,  dass  von  einem  gewissen 
Punkte  an,  bei  wachsendem  r»,  für  keinen  Werth  des  Bogens  rp  der  Loga- 
rithmus V  ahnelimen  kann.  Daraus  folgt  aber,  dass  sich  die  Integrations- 
grenzen Q\      bestimmen  lassen,  dass  zugleich 

21Q 

«►$**"(«^)  ^'  0     und  =  «mw  - 

werden,  wo  die  ZabI  m  nicbl  verMsbwindet. 

Die  Integrale  ßl^äcp  und  ~  fPdq,  welche  durch  Umkehr  der  Inte- 
grationsordnung aus  0  folgen,  sind  mithhi  nicbt  gleich  und  wir  dürfen 
scbliessen,  dass  der  Nenner  der  Function 

  ö  (p 

innerhalb  des  Doppelinlegrais  \ erscliwindet,  <ia  avisserdetn  keine  unend- 
liclien  oder  unbestimmten  Elemente  vorkommen  können.  Mit  anderen 
WoTten:  die  Gleicbiing  fx  =  9  ist  durch  eadllebe  Wertbe  von  ^  und  9 
losbar. 


Leipiig,  12.  Februar  1887. 

(6)  Heute  sende  ich  Ihnen  eine  anderweite  Bemerkung  %n 
§  30,  Art.  2,6  Ihrer  » Allgemcini'n  .Arithmetik w. ') 

u 

Um  lu  eoladieiden,  ob  der  Werth  des  Kettenbruchs  — 

iwiaeben  den  beiden  Näberungawertken      und        liege,  be- 

merke  man,  dass 


4)  Vergl.  diese  BericMe,  Jahrgang  ISi4,  S.  44  üg. 


W.  SCHEIBKEB, 

Hi      9<-i  /i<-|— P<-4  n-t  A*t-i 


sich  in  enl^ci^cngesetzleni  Sinne  ilndert,  wenn  wächst  oder 
abnimmt,  und  zwar  entspricht  eine  grossere  Aenderung  von  f 

auch  einer  grösseren  Aenderung  von     ,  so  lange  der  Neoner  /i, 


nicht  durcli  Null  hindurchgeht.  Vergleicht  man  die  Ketten- 
brUche  for 

Ja    =  ?!  _L-   1-  ''•-*2:«=:l 

7i        9i  7<-i  * 

i^«!t«  =  2i  ^  Hlh  -1.  /^-t  ^'i-i  _:_  Pi  '  i-i 

so  erhciil,  duss>  ^' in  '  üijcrKuht,  wenn  sULt (ii.,  — 
geschrieben  wird,  dagegen  in        ,  wenn  man  durch 
—  UlLl^a  orsetst.  Daraus  folgt,  dass  ^  zwischen  —  und 
enthaiteo  sein  musa,  weun       ■*  =s       iwiscken  0  imd 

^'        Hegt.   Dafür  kann  man  auch  o.-ti.-  iwischen  0  und 

l^i^U-i  ~  7i  ~  ''i  ''f  +  i  '*^'o^^'<  "f^^'*  "^^'"^  (iassclhe  ist,  9jU,  UDd 
'  i  entgegengesetzten  Vorzeichen  nehmen. 

Folglich  ist 

die  Bedingung  der  6emiconveryensi,  mit  anderen  Worten :  wenn 

?i  =  P«      5         .  .  ^ 

w      9i        9t  (Ii  -  ' 

so  uiuss  das  Ergüuzungsgiicd      entgegengesetztes  Vorzeichen 
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mit  dem  leisten  Partialnenncr  g  ^  in      haben,  damit  der  Werth 

U  )  X' 

des  Kettenbruchs  —  zwischen  ~*  und        enlhaiUn  sei. '} 


(7)  Ich  will  Iiier  luirli  cinifio  bei  der  wiedorliüllen  linearen  Transforma- 
tion staUlindende  koUciibruchstinlwickelungen  beifügen,  welche  zuweilen 
von  VortheU  Min  kimoen.  Wenn 

^     Pi-'i^^i  oder  t»,^.,  «  ^' ~ 

{Berichte  4864,  S.  67),  und  man  selzt 

80  ergibt  sieh  leicht 

1 )  Der  vorstehende  Sali  bedarf  einer  Ergtfnsnng.  In  der  That  seigt 

die  Gleichung 

1h  =  ^JlZLJh}  h^PjSi=l}i^  =  ii±J_~ 

u       [gi  —  Äj)  /I,  —  Pi r,_,  fti^^^Rifii' 

dass  die  Grenzwerthe  il|  »  0  und  Jl^  =  :i:  00  den  Ntthenuigiiwerthen 

^±1  uod  ^  entsprechen.  Für  Werthe  von  Aj  mit  entgegengesetzten  Vor- 

*   *  „  X- 

selchen  muss  folglich  der  Kettenbmcli  '  das  eine  Mal  sinifdbsn und 

itegeo,  das  andere  Mal  auuerhoib  dieses  Inlervsils.  Das  gMuobte  Vor- 

zeichen  ist  demnach  bestimmt,  wenn  man  die  Lage  von  —  für  irgend  einen 
Werth  von  Hi  angeben  kann. 

Da  fui  /<,  ^  qi,  —  =  -  wird,  80  muss  das  Erpänzungsglied  /<,  das 
gleiche  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  mit  91  haben,  je  nachdem  der 
NMhemngswertb         zwischen    '  und         mitt,  oder  nicht.  Da  femer 

^  =  co  für  Ri  =  '-'^  jedenfalls  ausserhalb  dieses  Inlervalles  liegt,  so  gilt 


als  Bedingung  der  äemiconvergeoz  auch  die  Ungleichung  Ä,        <  0, 

fH+t 


wo 
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i  —  1*  J-  1^1  _s_  P'  ^'«f*  ^  E 


Pj 


^' -»-1  P'i't-i  ,   ^n  —  iPm  .  -  „ 



t-»  t  ^^  •♦■  a  .   Ph  —  t  *'it'  .  Pn 

.       _  I      —    ■■  •  *   »  ^     I  — 


Pm 


I  4-  I 


_p«- 


<  _*n- 
Vn'  Pü- 


1  P'm  —  t  •  ^n^tP'n—t  »         iPw— »  ^     .  *"«.nP/  .  -  „ 
r„„,        »1»— t  »II— •  •! 


.  Pi^.!«*/  .  Pi 

9i  »I 


Schliesslich  mag  noch  bemerki  werden,  dass  die  Glcichttog  (a.a.O.S.&B} 
n  =^  ri4.«  MmH^  erflUU  wird  für 


G  =  .  sec'  — 
4  m 


wo     0      M  <!  -r^ 


Es  folgt  daraos,  dass  in  diesem  Falle  i^jfiir  wachsende  i  Iceine  GreniebesiUI, 
weil  die  Gleichung  G       ^  yy  keine  reelle  Wunel  haben  wUrde. 


Leipsig,  19.  Män  1887. 

(8)  Dit'  in  meinem  neulichen  Briefe  vom  9.  Februar  aufge- 
worfene Frage  finde  ich  bereits  von  Herrn  Kronecker  [Crelle  75. 
S.  \  53)  dahin  beantwortet,  dass  alle  Subdetcrminanten  m^^  Grades 
von  der  Form 


=  0 


verschwinden,  wenn  die  (n  —  m  +  1)*  Determinanten 
Wt  -m—h  i 


H2  ./«-I Ä 

Null  sind  nnd  vorausgesetst  wird,  dass 


für     ^  =  nt  •  •  •  n 


\  "  m  —  \ 
1  2  ■•  m  1 


nicht  ver- 


schwinde. Herr  Prof.  Matbr  machte  mich  darauf  aufmerlLsam, 
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(lass  diess  einr  unmittelbare  Folj^c  aiLS  dem  KRoNKnKFR'scheu 
Salze  (Determ.  §  H,  ist.  wonach  unter  der  heloiilcn  Voraus- 
setzung von  den  n  linearen  homogenen  Functionen  y^^  ^  ^^i^ 

die  m  —  I  ersten  von  einander  unabhängig  sind,  während 
zwischen  diesen  und  den  übrigen  n  —  m  +  1  die  Relationen 
besteben: 


< 

«1  ■• 

i 

<-* 

»1 

•  •  •  ■ 

• 

a«  . 

ym 

Ich  weiss  nicht,  aus  welehem  Grunde  Sie  durch  Ihre  Dar- 
stellung in  §  6, 8  den  Sati,  der  doch  einen  fundamentalen  €!harakter 
hat,  so  SU  sagen  verdunkelt  haben ich  würde  nach  §  6, 1  den  Zu- 
satz verweisen:  »Hiemach  ist  für  m  <[  n  jede  Subdeterminante 
I  cf  I  des  componirten  Systems  vom  (m  +  ^  )^  und  höherem  Grade 
Null«  und  fttr  §  6, 8  eine  Fassung  wie  die  folgende  vorschlagen: 

Wenn  die  Elemente  a  einer  Determinante  n^*  Grades  so 
beschaffen  sind,  dass  sSmmtliche  »„^  Subdeterminanten  m*** 
Grades  verschwinden,  so  werden  auch  sttmmtliche  Subdeter- 

.      M  8  •  •  n 

minanien  höherer  Grade  nebstder  Determinante  1      =  L  a 

Null.  Es  fragt  sich,  welche  nothwendigen  und  ausreichenden 
Bedingungsgleichungen  zwlischen  den  Elementen  alsdann  erfallt 
sein  müssen. 

Unter  den  Subdetormluanlen  m^*°  Grades  befinden  sich  die 
Determinanten 

1  2  •  •  w  —  1  / 


12     m—  4  ^ 


fttr  1,  *  SS  m 


während  für  t,  &  <;  m  diese  Ausdrucke  offenbar  identisch  ver- 
schwinden. Bringt  man  nun     auf  die  Form 


so  sind 


Ist 


1  i 


m  —  1 
m  —  { 


und  bj' 


12 


Subdetermüianten  (m     4]**°  Grades;  fttr  p/^     0  folgt 
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wird  hiernadi  gleich  Oetemiiiiaiite  Grades  eines  oom- 
ponirten  Systems,  bei  welohem  der  Summeniiidex  l  nur  m  —  4 
Werthe  dorohläuft.  MitbiD  versehwindet  /»,  wenn  die  Subdeter- 
minante  A  nieht  Null  Ist,  was  sich  immer  erreichen  lasst,  foUs 
nicht  sflmmtliche  Subdeterminanten  (m  —  1)^  Grades  Noll 
Sehl  sollen. 

Folglich  reichen  die  [n  —  m  -\-  ^)*  Gleichungen  =  0 
au8,  damit  samnilliche  Subdeterminanten  m**"'  Grades  ver- 
schwinden. Auch  kann  die  Anzahl  dieser  Bedingungen  im  AU- 
(jt'inetnen  nicht  weiter  reducirt  werden,  weil  jedes  das  Cle- 
ment a/^  enlh.il l.  welches  in  den  tlhrigen  nicht  vorkommt. 

Anders  verhalt  es  sich  natürlich,  wenn  die  Elemente  a  nicht 
unabhängig  von  einander  sind.  Bei  symmelrischen  (a/'  —  «/t'j 
Determinanten  z,  B.  bleiben  \{n  —  m  -\-  \){n  —  m  2}  Be- 
dingungen —  0  zu  hefricdigen,  -  bei  den  orthosymmetrischen 
(a,*  =  fi,-^./;-)  nur  iin  -  im  I),  —  wJ^hrend  bei  den  unU- 
pseudoj  symmetrisvhen  a/'  -j-  «jt*  =  pcriidc  und  ungerade 
Werthe  von  m  zu  unterscheiden  sind.  Für  gerade  m  sind  wie- 
denini  \  {n  -  m  \)  n  -  ;//  -f  2).  für  ungerade  dagegen 
bloss  ^  n  —  m)[n  —  m  -\-  \]  Gleichungen  erforderlich. 

Ein  weiteres  Beispiel  mag  die  Determinante  A  liefern,  deren 
Verschwinden  das  Vorhandensein  eines  gemeinschaftlichen 
Xheilers  P  der  beiden  gansen  Functionen  f^^  und    anseigU  Sei 

f^^PM,g=PN,   so  ist  Mg—fff=0,wo 

^  =    +      •4-«»-4r-S  A  =  Ä-i-Ay  ^/^«-^i/"" 

gesetst  werden  darf.  Ffir  die  m  +  n  Goefficienten  o  und  ß  ent- 
springt hieraus  ehi  System  von  m  +  n  linearen  homogenen 
Gleiohungen,  deren  Determinante  A  0  sein  mnss.  Wenn  auch 
die  Subdeterminanten  bis  tum  Grade  m  +  n  ~  p  +  I  herab 
verschwinden  sollen  —  wosu  im  Allgemeinen  p*  Bedingpngen 
erforderlich  sein  wtirden  —  so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  M  und  N 
durch  einen  wiUkOrlioben  Faeter 


-■>. 
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vom  Grade  p  —  1  theilbar  sind,    nach  dessen  Weglassung 
r»  =  vr  vom  Grade  p  wird. 

Bestimmt  man  dagegen  den  gemeinschaftlichen  Theiler  durch 
die  Gleichung 

mit  Hülfe  der  m  -f  m  —  2/)  linearen  Gleichungen 

Cp  =     »  Cp+«  =  Ö  ,   . .   Cw+«-p-i      0  , 

so  erkennt  man,  dass  die  Determinanten  •  *  A..,  ver- 
sehwinden mflssen.  Die  ebigen  pp  Bedingungen  sind  dadareh 
auf  p  redncirt  worden,  wobei  IL  eine  Sabdeterminante  von  R 
vom  Grade  m-^n-^iq  wird.  Damit  also  die  Subdeterminanten 
vom  Grade  m  -j-  n  ~  p  -h  1  verschwinden,  reicht  hier  das  Ver- 
schwinden je  einerSubdeterminantevom  Grade  *»+ n,  m-\-  n  —  2, 
m  +  n—  4,  ••m-f-n  —  8pH-?  aus. 
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Soplws  Lity  BeürUge  nur  allgememm  TransformaOom- 

theorie. 

Die  naihstehnulo  Note  heschäftibil  sich  mit  dvv  nll«ieiiiein<*n 
Theorie  der  rndlichen  continiiirlichen  Tninsformalionsgruppen 
und  soll  einerseits  neue  SäUe  aufsteHeu,  andererseits  allere 
Resultate  prUcisiren. 

4. 

Sind  /*!  •  ■  *  fr  unabhängige  Functionen  von  a*^  •  •  •  x^^ 
Vi  "'  Pn }  welche  Relationen  von  der  Foim 

(*)  =  tont/; .../;) 

erfüllen,  so  hefriedijien  die  «'j^.,  w  ie  aus  der  JACUBi  ächeu  Ideu- 
lität  hervorgeht,  die  bedlDgungsgleichungen 

«  2-       +  j  w,,  +  ^  wj = 0 . 

l     ^  ö/,  ö/,  d/,  / 

Sind  andererseits  r*  Functionen  w^ig  {f^  fr)  geg^ien, 
welche  paarweise  die  soeben  aufgestellten  Gleichungen  (2)  und 
tlberdies  noch  die  Relationen  w^^^  +  ir}.^  =  0  erfüllen,  so  giebl 
es  immer  eine  r-gliedrige  Functionengruppe,  deren  Functionen 
f^  "  '  f^in  den  Besiehungün  (1)  stehen. 

Sind  insbesondere  die  w^jg  Aomo^ene  Functionen  erster  Ord- 
nung von  /*f  "•  fri  so  giebt  es  immer  eine  homogene  r-gliedn'ge 
Fünctionengni]>pe  von  der  betreffenden  Zusammensetzung, 

Ausgehend  von  diesen  Sülzen,  die  ohne  Schwierigkeil 
aus  meiner  allgemeinen  Theorie  der  Funclionengruppea  her- 
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vorgehen,  erkennt  man  leicht,  dass  es,  wenn  r*  gegebene  Gon- 
stuDtß  c^i^g  die  Gleichungen 

1 

erfttUen,  Immer  r-gliedrige  Transformationsgruppen  giebt, 
welche  die  Znaammeiksettung  c,  ^.^  besitaen.  girthalmn  die  be- 
treffenden Transfonnationsgruppen  keine  aasgeteiebaiBte  infini* 
tesimale  Transformation,  so  ist  ihre  gemeinsame  adjungirte 
Gmppe  bekanntlicli  eine  gleiobsiisammcngeBetste  —  d.  h. 
hi^oiiriick  isomorphe  —  imaiire  liomogene  Gruppe.  Bnthalten 
dagegen  die  sn  der  ZosammenaetEtmg  cn-g  gehörigen  Gruppen 
ansgeseiehnele  infinitesimale  Transformationen,  so  ist  es  mir 
fitcAl  gehmgen  allgemein  an  beweisen,  dass  es  eine  holoedrisoh 
isomorphe  lineare  Gruppe  gjebt.  Ich  behalte  mir  vor,  auf  diese 
interessante  Frage  und  die  damit  susammenhUngenden  Theorien 
zurOeksulLommen.  —  In  der  Integrationstheorie  eines  vollstän- 
digen Systems  mit  einer  bekannten  Gmppe  kann  man  sich 
Hbrigens  so  einrichten,  dass  neben  den  eingliedrigen  Gruppen 
nur  Gruppen  ohne  ausgesdchnete  infinitesimaleTransformationen 
in  Betvadit  kommen.  Daher  hat  meine  obenstehande  Be- 
merkung keine  ttefergelieBde  Bedeutung  filr  die  besprochene 
Integrationstheorie. 

In  der  Theorie  der  endlichen  continuirUchen  Transfor- 
mationsgnippen  sind  die  folgenden  /nleji^ralUMisprobleme*)  von 
hervorragender  WiditiglLeit: 

A,  .  Alle  f-gUedrigen  Gruppen  einer  n-bchen  Mannigfaltig- 

keit iu  bestimmen. 

B,  Alle  endlichen  continuirlicheD  Gruppen  einer  n-fschen 
Mannigfaltigkeit  su  bestimmen. 

C,  Alle  r-gMedrigen  Gruppen  su  bestimmen. 

Neben  diese  drei  Probleme,  die  sich  auf  Gruppen  von 
AinMransformationen  besiehen,  stellen  sich  drei  analoge  Pro- 
bleme A\  B\  C%  die  sich  auf  Gruppen  von  Berühnrngsinns- 
formationen  besidien. 


1)  Math.  Ado.  Bd.  Vlll,  $.  303;  GöUinger  Nachr.  4874  ;  Math.  Ann. 
Bd.  XVI,  S.  4S7  und  S.  StS;  Aroliiv  for  Math.,  Bd.  4,  ChriitlMiia  487S. 
Die  BMUmmaDg  aller  IVpm  von  ZmtDimeiiBelioDgfin  iat  ein  rein  til§9- 
braii^M  Problem. 


^         i.y  Google 


16 


SoFHus  La, 


ÜDler  diesen  sechs  Problemen  sind  die  Probleme  B  und  B' 
unbedingt  die  schwierigsten.  Ihre  vollständige  Erledigung  ist 
mir  auch  nur  für  kleine  Worthe  von  n  gelungen;  doch  kann  ich 
sie  für  jedes  n  in  eine  Reihe  einfacherer  Probleme  zerlegen; 
unter  denen  sehr  viele  keine  Schwierigkeiten  darbieten. 

Die  Probleme  C  und  C  lassen  sich')  auf  die  Piobleme  A 
bez.  A'  zuriickf  ühren  und  zwar  in  der  Weise,  dass  es  für  jedes  r 
genügt,  eine  begrenzte  leicht  angebbare  Anxahl  Werthe  voo  n  fttr 
sich  zu  betrachten. 

Wünscht  man  alle  r-gliedrigen  BerUhnmsstransforniations- 
gruppen  liei^ebener  Zusanmiensetzung  r-^.^  zu  Ix  stirnmeD,  84» 
bildet  man  in  //,  •  •  •  i/,.  die  lineare  homogene  Gruppe  *j 

oder  anders  geschrieben : 

■ 

und  snoht  darnach,  wie  ich  fim  ArchHr  for  Maib.,  Christiania  4  876, 
naher  ans^fUirt  habe,  alle  bei  ihr  fnvarianten  homogenen 
Gleichungssysteme,  wobei  jedoch  alle  auszusehKessen  sind,  ans 
denen  sieh  UMOire  homogene  Relationen  zwischen  den  ff^  ab> 
leiten  lassen.  Diese  Bestimmung  verhngt  offenbar  keine  Inte- 
grationen^ sondern  nur  sogenannte  atisfiihrhare  Operationen ,  da 
die  endlichen  Gleichungen  der  linearen  homogenen  Gruppe  [4') 
sich  oline  Integration  bestinmien  lassen.  Wiihll  man  unter  den 
gefundenen  invarianten  (ileichungsysteraen  ein  bestimmtes'), 
so  gehören  zu  ihm  unbegrenzt  viele  Berührungstransformations- 
gruppen,  welche  jedenfalls  durch  Integration  liewöhnlicber 
Diflerentiaigleichungen  gefundeu  werden.    Alle  diese  Gruppen 

1)  Archiv  for  M9II1.,  Dd.  \,  Christiania  467«  uad  Bd.  1«,  4835. 

2)  Math.  Ann.  Bd.  XVI,  .s.  495. 

3}  Es  macht  hier  natürlich  einen  wesentlichen  Unterschied,  ob  die 
Gruppe  (4')  Invarianten  besitit  oder  nicht.  Snoht  man  1.  B.  alle  mit  der 
Groppe  B^ssp,  B^^mp  gleiofasaMmmeniiesetslen Gruppen,  eo  bleibt  bei 

der  lugebürigen  Gruppe  (4')  gar  kein  Gleichungssystem  invariant  mit  Aoe- 
nahme  //,  =  0  und  der  identischen  Gleichung  0  m  deren  telstere  somlt 
eile  gleichzusammengesetzten  Gruppen  liefert. 


Digiiized  by  Google 


Beiträge  zir  allgemeinen  Transformationstheurie.  17 


sind  mit  einander  durch  BerOhningstransformalion  ähnlich. 
Nimmt  man  swei  verschiedene  Invariante  Gleichongssyteme,  so 
lüflst  sich  leicht  entscheiden,  ob  die  beiden  lugehtfrigen  Trans- 
forroationsgruppen  miteinander  durch  Bertthrungstraasförmation 
ahnlich  sind. 

Eine  BerUhrangstransformationsgruppe  der  n-fiMsh  ausge- 
dehnten MannlgCalt^eil  x^  •  *  *  heisst  reducibel^  wenn  sie 
durch  Berahrungatransformallon  mit  einer  Gruppe  von  PuniLt- 
transibnnationen  derselben  Mannig€sltiglLeit  ähnlich  ist.  Sonst 
heisst  sie  irredueibeL  Die  firledigong  der  Frage,  ob  eine  vorgelegte 
BertthningstraDsformationsgruppe  reducibel  oder  irredueibel  ist, 
erledigt  sieh  durch  die  allgemeine  Theorie  der  DilTerential* 
invarianten  einer  Bertlbrungstransformationsgruppe.  Derartige 
Probleme  verlangen  nach  der  Natur  der  Sache  keine  Inte- 
grationsoperationen,  sondern  nur  sogenannte  ausftthrbare  Ope- 
rationen. 

Die  Bestimmung  aller  }--gliedrigen  Gruppen  von  PuniLt- 
transformationen  kann  jedenfalls  durch  Integralion  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen')  geleistet  werden.  Schliesst 
man  alle  Gruppen  mit  auageseichneten  infinitesimulen  Ti-iins- 
formationen  aus,  so  lassen  sich  die  betred'enden  Differential- 
gleichungen leicht  integriren.  LUsst  man  dagegen  die  soel)en 
eingeführte  Beschrankung  fallen,  so  wird  die  Inlciiriilion  jener 
Differentinlgleichungen  wesentlich  schwieriijer.  Ich  bin  indess 
auch  für  diesen  Fall  zu  dem  Resultate  gekouimen.  duss  sich  die 
helrefl'ende  Integration  durchführen  Ulsst.  Diese  Frage  ist  indess 
so  verwickelt,  dass  ich  mir  eine  definitive  Entscheidung  der- 
selben für  eine  spatere  Gelegenheit  vorbehalten  muss.  — 

Die  allgemeine  Theorie  der  continuirlichen  endliohfn 
Gruppen,  deren  Transformationen  durch  nicht  anal\ tische 
Gleichungen  xj^  =  ff.{xi  "  -  x„.  a^  •  •  •  bestimmt  sintl.  lasst 
sich  im  Wesentlichen  auf  die  Theorie  der  analytischen  Gruppen 
zurückführen.  Es  besteht  u.  A.  der  Satz,  dass  jede  transitive 
continuirliche  Gnippc  .t-J.  -  /i- ur,  •••  u^),  deren  Functionen/,- 
eine  gewisse,  von  /  und  ti  unabhängige  Anzahl  Differentiationen 
gestjitten.  mit  einer  anah  tischen  Gruppe  ahnlich  ist.  Hier- 
mit erledigt  sich  die  in  meiner  Note  über  die  Grundlagen  der 
(ieomelrie  offen  gelassene  Frage.    ^Diese  Berichte  1886  S.  34i.) 


1)  Math.  Ann.  Bd.  S.  5id;  Archiv  for  .Math.  Bd.  10,  48S5. 
Math  -pbjrs.  Clasae  l!»)*».  % 
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2. 

Eine  iransiUve  Grappe  ist  primitiv  dann  und  nur  dünn, 
wenn  die  grössle  Untergruppe,  welche  einen  Punkt  Xfi  invariant 
IflMt,  in  keiner  grtfeeeren  Untergmppe  enthalten  ist.  Hierbei 
wird  vorausgesetzt ,  dass  der  Punkt  jl-^  auf  keiner  bei  (r^  inva- 
rianten Mannichfaltigkeit  gelefen  ist.  In  dieser  Weise  findet  man 
jede  bei  G,,  invariante  Zerlegung  des  Ranmes  • 

Ut  die  Gruppe  einfach  transitiv,  so  kOnnen  alle  zage- 
hiJrigen  invarianten  Zerlegimgendesitwimes  in  einer  bemerkens- 
wertlien  Weise  gefunden  werden.  Man  bildet  die  lOgehOrige 
reciproke,  einfach  transitive  Gruppe  1^,  nimmt  irgend  eine 
m-giiedrige  Untergruppe  F^f^  derselben  und  l3estinimt  die  zu- 
gehörigen Invarianien  •  •  •  ttr-m  •  Alsdann  liefern  die 
Gleicbungen 

=  a,    •  •  Ur__^  =  Qr^tn    («*  =  Consl.) 
die  allgemeinste   bei  G^.  invariante  Zerlegung  des  Raumes. 
Hierauf  gründet  sieh  eine  durchsichtige  Bestimmung  aller  mit 
(i^  holoedrisch  (oder  meroedriscb)   isomorphen  transiUven 
Grup|)en. 

Kine  transitive  Gruppe  G,.  ist  s\ statisch  oder  asN statisch, 
jenachdeni  dir  frflher  besprochene,  zu  einem  allgemein  ge- 
legenen Punkte  ./ J!  gehörige  Untergruppe  in  einer  grösseren 
Untergruppe  invariant  ist  oder  nicht. 

Aus  meinen  alten  Untersuchungen  iiiesst  ohne  weiteres  die 
Bestimmung  aller  einfachen,  aller  primitiven,  aller  asjstatischen 
(Jrnpfu'n  eines  Baumes  von  zwei  oder  drei  Dimensionen.  Herr 
Pacjk  hat  neulich  in  einer  noch  nicht  gedruckten  Dissertation  die 
von  mir  gestellte,  aber  nur  iheilweise  erledigte  Frage  nach  allen 
primitiven  Gruppen  eines  r/c/ fachen  Raumes  voUslaiuiii:  er- 
ledigt, und  später  hat  Herr  Engel  die  hierbei  benutzten  liech- 
nnngen  wesentlich  vereinfacht.  Anknü|)fen(l  an  dieses  HesultaL 
des  Herrn  Page  ist  es  mir  u.  a.  gelungen  alle  einfachen  Gnif)peu 
eines  vierfachen  Raumes  und  gleichzeitig  alle  einfachen  Gruppen 
G,.,  deren  grösste  Untergruppen  ;  —  i  wesentliche  Parameter 
enthalten,  zu  bestimmen.  Meine  früheren  Untersuchungen 
zeigen,  dass  sich  hieraus  für  die  iuiegrulrechnung  wichtige 
Schlüsse  ziehen  lassen. 

3. 

Unter  den  r-gUedrigen  Transfonnationsgruppen  sind  die- 
jenigen sunUchst  die  wichtigsten,  deren  infinitesimale  Trans- 
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foroiationen  )\       >j  •  •  }^  sieh  derart  wühlen  lassen,  dass 

•  •  •  }',•  für  jedes  /  eine  /-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche 
in  der  (i  +  'l)-gliedrii;t'U  invariant  ist.     Eine  derartit^e 

Gruppe  soll  aus  naheliegeudeu  Gründen  eine  itUeifrubit  Gruppß 
heissen. 

Schon  1874  (Gesellschufl  der  Wisseuscbuflen  zu  Christiunia! 
wurde  anj^egeben,  dass  sich  immer  entscheiden  lösst,  ob  eine 
vorgelegte  /  -gliedrige  Gruppe  integrahel  ist  oder  nicht.  Um 
die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen  auf  ihre  einfachste  Form 
zu  reduciren,  ist  es  z\n  cikmässig,  den  Bej^rili  der  derivirien 
(ubgelei toten)  Gruppen  /u  benutzen. 

Sind  X^  •  •  •  A r  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen einer  i-gliedrigen  Gruppe,  so  erzeugen  alle  (A,-  Ajt) 
eine  invariante  Untergruppe  mit  etwa  r,  Parametern*),  welche 
die  erste  derh  irte  Gruppe  heisaeu  soU.  —  Die  Gruppe  G^^  hat 
nun  ihre  erste  derivirte  Gnippe  ,  welche  die  sweite  derivirte 
Gruppe  der  Gruppe     heissen  aoU,  u.  s.  w« 

In  dieser  Weise  gebort  tu  Jeder  Gruppe  eine  Reihe  Inva- 
rianter derivirter  Untergruppen,  deren  Zusammensetsung  nur 
von  der  ZusemnensetsuBg  der  Gnippe  abbangt. 

Eine  Gnippe  G^  ist  integrabel  dann  und. nur  dann,  wenn 
die  r-te  derivirte  Gruppe  nur  aus  der  Identität  besteht« 

Gestattet  ein  ^-gliedriges  vollständiges  System : 

in  n  unabhängigen  Veränderlichen  •  •  •  .r^y^.,.  eine  bekannte 
r-gliedrige  integrable  Gruppe  A,  /' •  •  •  JIC^/,  und  besteht  dabei 
iteüie  lineare  Relation  von  der  form 

^«^(jc)  Ai,  f  +         \^x)  Ajk  /•  =  0  , 

80  verlangt  die  Integration*)  des  vollständigen  Systems: 

1)  r  —     unter  einander  unabhUngigc  Quadraturen, 
2j  r^  —  r^  unter  einander  unabhängige  Quadraturen,  wclclie 
indoss  erst  dann  ausgeführt  werden  können,  wenn  die 
soeben  besprochenen  /  —  /  ,  Qu^idrAtureD  ausgeführt 
sind, 


I  i  Archiv  for  Math.  Bd.  S,  f8<t3. 

i  Der  Satz  des  Textes  iüt  enthalten  in  meiner  1874  veröffentlichten 
Inlegrationstbeorie. 
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3J  7',  —  r,  unter  einander,  nidit  aber  Ton  den  frflher  be- 

spruehenen  nnablittogige  Quadrttoren,  u.  s.  w. 
SelbslyersUtndlioh  gelten  analoge  Sitie,  wenn  einige 
unter  den  Differenzen  r  —  r, ,  r,  —  r,  •  •  •  von  Null  verschieden 

sind,  wahrend     immer  grösser  als  Null  ist. 

Da  man  alle  in  einer  Grnppe  (/^  enthaltenen  invarianten 
('r-i  dadureh  liiidet,  dass  man  zu  den  i\  infinitesimalen  Tran^- 
formationen  der  ersten  derivirten  (iruppe  r  —  t\  —  <  von 
ihnen  und  unter  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen der  hin7nfugt,  so  übersieht  man  ohne  weiteres,  wie 
man  eine  integral)lc  Gruppe  in  allsemeinster  Weise  auf  ihre  von 
mir  angegebene  canonische  Form  bringen  kann.  —  Jeder  Salz 
über  die  Zusammensetzung  aller(/' —  7)-gliedrigen  Gnippen  liefert 
einen  Satz  über  die  Zusammensetzung  r-giiedriger  Gruppen  mit 
invarianter  g-giiedriger  Untergruppe. 

• 

4. 

Kennt  man  drei  gewöhnliche  Diäercntialgleichungea  o^'', 

^ter^  yler  Ofduung 

yi  —      y  yt  •  •  •      =  0 ,  (i    «,   f)  t 

welche  eine  gegebene  Transformation  in  xy  gestatten,  so  kann 
maUi  wenn 

<  <«</»<y 

ist,  eine  zu  der  Transformation  gehörige  Diilerentialin Variante 
von  der  Form 

au&tellen.   Dabei  hängen  die  Zahlen  l,  ft  nur  von    ß,  y  ab: 

X  -h  II  +  i  =  0  , 
Äa  -f-  fifi  4-  y  =  0  . 
Ist  dagegen  4  •<  er       ,  so  ist  schon 

y«  — y« 

yß  -  'pß 

eine  DiflTerentialinvariante. 

Ist  andererseits  ^  eine  Difl'erentialinvariaate,  so  ist 


eine  invariante  Differentialgleichung. 
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Durch  Verknüpfung  von  diesen  Bemerkungen  vereinfacht 
man  leicht,  jedenfalls  praktisch  gesehen,  meine  4883  veröffent- 
lichte Berechnung  aller  Difl'erentialinvarianten,  welche  zu  allen 
Gruppen  von  Punkttransformationen  einer  Ebene  gdiOren. 

Gans  analoge  Satie  gelten  ffir  die  bei  einer  gegebenen 
BerUbrungsUansfonnation  invtriuiten  Diiferentialgleichungen 
iwiseben  x  y.  Nor  mum  man  dabei  anndiineii,  dass  a,  / 
sämmülcb  grösaer  als  2  sind. 


SITZUNG  VOM  ö.  MÄRZ  1888. 


C.  Neumann,  (irundziige  der  andli/tischen  McchiDuk,  insbe- 
sondere der  Mechanik  starrer  Körper.    Zweiter  Artikel^). 

Sind  die  einen  starren  Klirper  Jtf,  sollicitirenden  Krflfte  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  derselbe  mit  einem  absolut  fest- 
liegenden Kdrper  fortdauernd  in  Bertthning  bleibt,  und 
denkt  man  sich  überdies  die  Oberflächen  der  beiden  KOrper  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  dieselben  (wie  s.  B.  zwei  Ellipsoide) 
einander  stets  nur  in  einem  einzigen  Punkte  berOhren,  so  wird 
die  augenblickliche  Position  des  Körpers  jtf,  abhangig  sein  von 
fünf  Argumenten.  Und  diese  fünf  Argumente  werden,  falls  die 
Oberflachen  der  beiden  Kdrper  voUkmmen  glatt  sind,  ab  von 
einander  unabhängig,  mithin  als  independente  Variable  tu  be- 
zeichnen sein. 

Sind  hingegen  die  Oberflachen  der  beiden  KOrper  voll- 
kommen rauh,  so  finden  swischen  jenen  fünf  Argumenten,  wie 
sich  leicht  ergiebt,  swei  lineare  Differentialgleichungen  statt,  so 
dass  also  in  diesem  Fall  von  independenten  Variablen  iüferhaupt 
nicht  weüer  die  Rede  sein  kann. 

Mit  Rttcksicht  hierauf  aber  bedarf  der  §  H  des  in  diesen 
Berichten  (4887,  pag.  453 — 490)  puhlicirten  ersten  Artikels,  in 
welchem  die  Existenz  independentcr  Variablen  schicciitweg 
vorausgesetzt  wurde  (vgl.  daselbst  die  ersten  neun  Zeilen  auf 
pag.  487)  einer  \vottoren  Ausftlhrung.  Dabei  soll  ühri<^ens.  der 
grösseren  Allgemeinheit  willen,  angenommen  werden,  dass  die 
einander  berührenden  Körj)er  M^  und  3/,  beide  l)eweglich  sind, 
dass  mithin  die  augenblickliche  Position  des  Systems  M^^  M^im 
Ganzen  von  eilf  Argumenten  abhänul.  Diese  eilf  Argumente 
werden  alsdann,  je  nachdem  die  Oberflächen  vollkommen  glatt 


i}  Das  Manuscript  wurde  eingereicht  am  5.  März  läS8. 
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oder  voUkommeD  raub  sind,  entweder  von  einander  unabhnngig^ 
oder  aber  durcb  swei  lineare  Dilferenlialgleichungen  an  einander 
gefeflselt  sein. 

Bevor  ich  indeaaen  auf  diese  lienilieh  couplioirten  Dinge 
nflber  eingehe,  mag  es  mir  gestattet  sein,  den  efgentliehen  Inhalt 
jenes  §  1 1  lUvOrderst  (in  den  §§  43,  H  und  45)  dnreh  einige 
einfaehe  Beispiele  su  erlllQtem. 

§43. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punkte»  auf  eiter 
al)8olut  festen  Oberfläche. 

Ein  Tnaterieller  hinkt  m  sei  in  Bewegung  begriffeo  unter 
dem  Einfluss  gegebener  KrMflo.  Und  zwar  raOgen  diese  Kräfte 
von  solcher  Besehaffenheit  sein,  dass  der  Funkt  m  mit  der  Ober* 
flJIche  eines  absolut  festlief/enden  h'nrpers  M  eine  Zeit  lang  oder 
vielleicht  anch  dauernd  in  Bortlhrung  bleibt.  Wir  stellen  uns 
die  Au%abe,  die  Bewegung  des  Punktes  m  virShrend  dieser  Be- 
rtthrunsszeit  naher  tu  untersuchen,  unter  der  Voraussetsung, 
dass  die  Oberflächen  von  m  und  M  vollkommen  glatt  sind. 

Da  der  Kunkt  m  mit  dem  absolut  festliegenden  KOrper  Jf  in 
Berührung  zu  denken  ist,  so  wird  offenbar  seine  augenblicUiche 
Position  im  absoluten  Räume  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  absolute 
Axensystem  Xy  y,  j  vfillig  bestimmt  sein  dnroih  Angabe  zweier 
Argumente 

die  etwa  bezeichnet  werden  können  als  die  Flächencoordinaten 
von  m  auf  der  Oberflache  des  Kürpers  M.  Denken  wir  uns  nun 
diese  augenblickliche  Position  q^^  q^)  irgend  welcher  Aenderung 
{dq^ ,  dq^  unterworfen,  und  die  Zuwachse,  welche  die  Qpordi- 
naten  op,  sr  des  Punktes  m  während  dieser  Positionsver- 
ünderung  erleiden,  mit  i/o;,  dy,  dx  bezeichnet,  und  denken  wir 
uns  tlberdies  die  Gesammtheit  aller  auf  den  Punkt  m  ttberhaupt 
einwirkender  Krftfte  mit  X,  F,  Z  bezei<toet,  so  wird  die  von 
all'  diesen  KtUften  während  der  genannten  Positionsverfinderung 
verriehtete  Arbeit  den  Werth  haben : 

(^.)  Xdx  4-  Ydy  +  Zdz  . 

Zu  den  in  Rede  stehenden  Krllflten  A',  F,  Z  gehört  offenbar  unter 
Anderm  auch  die  von  dem  absolut  festliegenden  Ktfrper  ü  auf 
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den  Punkt  m  ausgeübte  Widerstandskraft.  Dabei  aber  isi  zu 
bemerken,  doit  der  ven  diuer  Widentandskraft  herrührende 

Theil  der  Arbeü  (a.)  gleich  Null  ist  [vgl.  Art  I,  pag.  180];  so 
dass  also  diese  WidersUmdskraft  bei  BUduny  des  Ausdruckes  {^.} 
gans  fortgelassen  werden  darf. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  Uber  zu  unserer  eigenl- 
lichrn  Aufgabe,  indem  wir  dabei  (iebrauch  machen  von  tiem 
allgemeinen  UAMiLTo^'schen  Salze  ;_Art.  I,  pag.  177]; 

Bei  Benuttung  dieses  Satzes  haben  wir  eine  von  der  wirklichen 
Bewegung  nor  nnendlich  wenig  abweichende  finyirie  Bewegung 
uns  vorzustellen,  die  von  solcher  Beschaffenheit  sein  muss,  dass 
die  Position  des  betrachteten  Punktes  m  bei  der  fingirten  und 
bei  der  wirklichen  Bewegung  im  Augenblicke  t^  genau  dieselbe 
ist,  und  dass  Analoges  auch  stattfindet  mit  Besug  auf  den  Auges- 
blick  1} .  Demgemass  wird  s.  B.  die  Anwendbarkeit  der  Fonnel 
{(&,)  keinerlei  Bedenken  unterliegen,  wenn  wir,  ebenso  wie  die 
wirkliche  Bewegung  durch  zwei  noch  unbekannte  Functionen: 

=  f{i]  ,   und   9,  =  Glt) 

dargestellt  ist,  ebenso  jene  fingirte  Bewegung  durch  xwel  analoge 
Gleichungen  uns  ausgedruckt  denken : 

^.  +  d^,  =      -h       und   ?t  +  <^9t  =  öM » 

und  dabei  festsetzen,  dass/*/)  und  g{t]  unendlich  kleine  will- 
körliche  Functionen  sein  sollen,  die  in  den  Augenblicken 
und  verschwinden. 

Solches  festgesetzt,  entspricht  offenbar  der  in  enthaltene 
Ausdruck 

Xdx  -f  y^y  -\-  ^ös 

der  Positionsanderung  (df, ,  dq^)  in  genau  derselben  Art,  in 
welcher  der  vorhin  betrachtete  Ausdruck  (19.]  der  Position»- 
Änderung  {dq^^  d  q^)  entsprach.  Und  es  wird  daher  beiBUdong 
des  einen  wie  des  andern  Ausdruckes  jene  vom  Ktfrper  If  aas- 
geübte  Widerstandskraft  ganz  fortgelassen  werden  dürfen. 

Demgemüss  werden  wir  also  in  der  Hamilton^ sehen  Formel 
((S.)  nur  di^enigen  Kräfte  zu  berüdisiehligen  brauchen,  welche 
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nach  Ähionderung  Jener  WiderttamUkroft  nocA  ^rig  hMm, 
Und  Gleiches  giU  somit  auch  von  dmi  aus  der  Formd  ((S.; ,  dunh 
die  bekannten  Methoden  der  Variationsredimingf  sich  ergebenden 
Lagrang^sdien  Gleichungen: 

*    '  dt  iqj     iqj       iqj       iqj  iqj 

dq 

wo  qi  für  — -  steht, 
'  dt 

Hiermit  sind  die  Beh8iii)tiingen  des  §  II,  soweit  sie  das 
gegenwartij^e  Beispiel  betreffen,  als  richtig  erwiesen. 


§44. 

UeWr  üt  Bewegiig  «iiM  stamm  KSrpen. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Bewegung  eines  starren 
Körpers  M  von  beliebiger  GrOsae  und  Gestalt  unter  dem  Einfluss 
gegebener  Kräfte  naher  zu  nntersucben. 

Die  augenblickUehe  Position  des  Ktfrpers  M  im  absoluten 
Baume,  d.  i.  mit  Besng  auf  das  absolute  Axensystem  m  ist 
offenbar  vtfllig  bestimmt  durch  Angabe  von  sechs  Argumenten : 

W  9it  9ii  ?»i  94»      9%  • 

Denkt  man  sich  die  Position  (f« ,  9«  *  -  -  irgend  welcher 
Aenderung  (dq^J  dq^^^^  dq^]  unterworfen,  so  wird  die  während 
dieser  Positlonsünderung  von  den  einwirkenden  Kräften  ge- 
leistete Arbeit  dargestellt  sein  durch  die  Uber  alle  Massen- 
theiichen  m  des  Körpers  M  sich  ausdehnende  Summe 

iß,)  ^(Xc/.T+  Ydy-}-Zds)  . 

Dabei  bezeichnet  da\  dy,  dz)  die  jener  Positionsünderung  ent- 
sprechende Verschiebung  eines  einzelnen  Massenthcilchens 
m{.r,  y.  z'  :  wahrend  unter  (A,  1',  Z]  die  Gesanimtheit  aller  auf 
dieses  Theiichen  mir,  y,  z)  tlberhaupt  einwirkender  Krüfte  zu 
verstehen  ist ;  so  dass  also  zu  diesen  Krilflen  A',  )',  Z)  z.  B.  auch 
die  auf  m  von  Seiten  der  umgebenden  Theiichen  ausgeübten 
CohäsionskrHfte  gehören.  Dabei  aber  ist  zu  bemerken,  dass  der 
von  den  Cuhüsionskräften  herrührende  Theil  der  Arbeit  Iß.)  fflcirh 
Mutt  ist  [Satz  Art.  I,  pag.  178];  so  dass  also  bei  ßUdung  des 


^  hjui^u^  L.y  Google 


26 


Ausdruckes  {ß,]  die  Cohäsionskri^e  ^nis  fortgelassen  werden 
dürfen. 

Dies  vorausgeBehiekt,  geben  wir  Uber  zu  unserer  eigentiiclien 
Aufgabe,  indem  wir  auf  das  System  der  den  Körper  M  oonsU- 
tuirenden  BlassentbeUeben  m  den  allgemeinen  HAniLTosi'schen 
Satz  [Art.  I ,  pag.  177,  478]: 

(/•)       J  1^^  +  2^(Xdx  H-  Ydy  +  Zds)\ di  =  0 

in  Anwendung  bringen.  Dabei  können  wir  uns  die  hier  in  Be- 
tracht kominenck*  fingirtc  ßt'wegung  eingeriohtet  denken  nach 
Maassgabe  irgend  welcher  wtUkttrücb  von  der  Zeit  abbttngender 
unendlich  kleiner  Functionen 

d^4,  d^  •  *•  » 
die  in  den  Augenblicken  (|  und     NuU  sind    Alsdann  ent- 
spricht der  in  [y.]  enthaltene  Ausdruck 

der  Positionsänderung  (d^^,  df«  •  •  •  d^J  ^  genau  derselben 
Weise,  wie  der  firtther  betrachtete  Ausdruck  (ff.)  der  Positions- 
andemng  {dq^ ,  dg^  '**  dq^  entsprach.  Und  es  werden  daher 
bei  Bildung  des  einen  wie  des  anderen  Ausdruckes  die  CohSsions- 
krllfte  gant  fortgelassen  werden  dürfen. 

Demgemäss  werden  wir  also  in  der  Hamilton^ sehen  Formel 
(y.)  nur  diejenigen  Kräfte  su  berücksichtigen  brauchen ,  trelche 
nach  Absonrlerung  der  Cohüsianskriifte  noch  übrüj  bleiben. 
Gleiches  (jilt  daher  auch  von  den  aus  der  Formel  (y.)  sich  erge- 
gebenden  Lagran^'schen  Gleichungen : 

t^-)  di^-WJ^^\^^J ' ^^'^) ' 

,/  =  1.  3.  3.  4.  5.  6. 

Hiermit  sind  die  Behniiptungen  des  §  1  I.  so  weit  sie  das  gegeo- 
würtige  Beispiel  betretfen,  ab  richtig  constatirt. 

§  i'i 

Ucter  die  Beweis: «iiis:  zweier  starrer  Körper,  die  durch  eine 
l)rebvn«:8axe  mit  einander  verbnoden  «tind. 

Es  seien  zwei  starre  K«>rper  M,  nnd  M,  .i:egeheii  \on  [>e- 

iiebiger  Gestalt.    Lud  i\M\r  sei  in  den  Körj)er  J/^  eine  cjiin- 
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drisoiie  Axe  eingefügt,  um  welche  der  Körper  1/^  (nach  Art  eines 
Rades)  dr^bar  isl;  derart,  dass  jedwede  relative  Bewegung  des 
einen  Ritrpers  in  Bezug  auf  den  andern  immer  nur  in  einer 
Drehung  um  diese  Axe  besidien  kann.  Wir  betrachten  jene 
eylindiiache  Axe  als  einen  Theil  des  Körpers  M^j  und  denken 
uns  die  beiden  Körper  und  Jf,  frei  beweglich  im  absoluten 
Baume.  Sodann  aber  stellen  wir  uns  die  Aufgabe «  die  Be- 
wegung dieses  Systems  ,  Jf«  unter  dem  Einfluss  gegebener 
Kräfte  naher  zu  untersuchen,  unter  der  Voraussetiung,  dass 
die  einander  berOhrenden  Oberflachenthelle  der  KOrper  Jf, 
und  if,  vollkommen  glatt  sM. 

Die  augenblickliche  Position  des  Systems  Jtf«,  im  abso- 
luten Baume,  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  abstaute  Axensystem  x,  Sf 
ist  offenbar  völlig  bestinunt  durch  Angabe  von  sieben  Argu- 
menten: 

(ö-)  7i:  9i»  9s»  9»»  751  <U^  7:  ' 

.von  denen  die  sechs  ersten  zur  Posilionsbestiiumuu^  des  Körpers 
^/^  dienen  sollen,  wahrend  die  siebente  den  Drehungsw inkel 
der  beiden  Köq)er  3/,  und  gegen  einander  repräsentiren 
mag')-  Denkt  man  sich  die  Position  (7,,  •••7:)  irgend 
welcher  Aenderuug  (f/7, ,  <lq^  •  •  •  dq^)  unterworfen,  so  w  ird  die 
dabei  von  den  einwirktmden  KrUften  geleistete  Arbeit  dargestellt 
sein  durch  die  Uber  alle  Mnssenlheiichea  m  (jl-,  z]  des  Systems 
M^,      ausgedehnte  Suniuie: 

[b.]  2^(Xdx  4-  ^  dg  +  Ids)  . 

Dabei  bexeiohnet  (dx,  dy,  dz)  die  jener  Positionsttuderung  ent- 
sprechende Verschiebung  des  einseinen  Theilchens  m{Xf  s), 
und  (Xy  y,  /,  die  Gesammthelt  aller  auf  dieses  Theilchen 
m  (x,  y,  z]  tdMrhaupt  einwirkender  Krttfle. 

Zu  den  in  (d.)  enthaltenen  Kittften  Y,  Z  gehören  daher 
unter  Andenn  auch  die  innerhalb  if|  vorhandenen  Cohasions- 
krafte,  ebenso  die  Gohasionskrafte  innerhalb  if«,  und  ebenso 
aucb  die  Widerstandskrtlfte,  mit  denen  die  beiden  Körper  JV« 
und  gegenseitig  auf  einander  einwirken.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  der  von  diesen  Cohäsiom^  und  Widerstanäikräften 


i)  Dieser  Ditlningswlokel  Ist  von  zwei  Elienen  gebildet  zu  denken, 
von  denen  die  eine  mit  dem  einen,  die  andere  mit  dem  andern  KOrper 

fest  verbunden  ist. 
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herrührende  Theil  des  Auedruekes  (d.)  gUich  Null  ist  [vgl.  das 
Theorem  An.  I,  pag.  184];  so  dass  aUo  diese  Cohäsiens-  und 
Widerstandskräfte  bei  Bildung  des  Ausdruckes  (6.)  gani^  fortge- 
Uissen  werden  dürfen. 

Bringen  wir  nuii  auf  das  Systen  Jl, ,  den  aUgemetnen 
HAHiLioii'schen  SaU  [Art.  1,  pag.  177,  178]: 

(c.)       /  Td  r  -h  ^'(A'do:  -h  Ydy  +  Zda)]  d/  =  a 

tf  ^ 
in  Anwendung,  und  denken  v\  ir  uns  dabei  die  fingirte  Bewegung 
eingerichtet  nach  Maassgabe  irgend  welcher  wülkOrlich  von 
der  Zeil  abhängender  unendiich  kleiner  Functionen: 

die  in  den  Augenblicken  und  %  Null  sind»  so  wird  offenbar  der 
in  ,c.}  enthaltene  Ausdruck 

^(.V(5.r  +  Ythj  -f-  Zdz) 

von  ii;inz  analoger  BeschafTcnlicit  sein  wie  der  Ausdruck  {h.\ 
Und  es  werden  daher  hei  Bildung  des  einen  wie  des  andern 
Ausdruckes  die  Cohiisioas-  und  WiderstandsiiLrafte  gans  forlge- 
lassen werden  dürfen. 

lipiiKjemilHS  icenien  wir  also  in  der  Hamilton  sehen  Formel 
(r.)  nnr  diejeniff^'n  hrilfte  zu  beriichsichtigen  brauclien,  irelche  nach 
Absonderunff  der  (Johüstnns-  und  Widerstandskräfte  noch  librtg 
bleiben.  Gleiches  ydt  daher  auch  von  den  aus  dieser  Formel  \c.] 
sich  ergebenden  Lugrange' sehen  Gleichungen: 

dt  bqj      bqj  \         '     bqj  ^  hqjl 

y  =  I T  St,  3,  •  •  •  7  . 

Hiermit  sind  die  Behauptungen  des  §11,  soweit  sie  das  gegen- 
wärtige Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

Bemtrkung.  —  Denkt  man  sich  die  gegebenes  Kfift«  X,  Y,  Z 
der  Art  eingericlilet»  dass  der  KOrper  Jl,  fortdaaenid  in  absololer 

Ruhe  bleibt,  so  reduciren  sich  die  sieben  Argumente  a.^  auf  ein 
einzip<^<,  nämlich  auf  den  Drehungswinkel  von  .Vj  gegen  .V,.  Und 
demgemass  erhalt  man  alsdann,  an  Stelle  der  sieben  Dillerential- 
gleichangen  (d.)i  onr  eine  einzige. 

Genauer  ausgedrückt,  wird  m  sagen  sein»  dass  in  diesem  Fall 
die  siebente  der  DifTerentialgleichungen  'd.;  die  Bewegung  des  Küpers 
M,  be>timnit,  wahrend  die  sechs  ersten  die  zum  Festiialten  des  i^ör- 
yen  i/|  erforderlichen  KrSfle  bestimmen. 


■»1 
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leber  die  Bewegung  zweier  slarrer  Körper,  die  einander  berühren, 
und  deren  OberflHchen  vollkommen  ^latt  sind. 

Es  seien  zwei  stiirre  K>>rper  3/^  und  .V,  2egel)en.  dio  ein- 
ander immer  nur  in  einem  einzigen  Punkte  heröhren  ktiiinen. 
wie  z.  B.  zwei  Ellipsoide,-  oder  wie  z.  B.  eine  Kugelschaale  und 
eine  im  Innern  derseil)en  hetindliche  Kugel.  Diese  beiden  Körper 
seien  in  Bewesiiniz  unter  dem  Einfluss  £;e2el>eii('r  Kräfte.  Und 
zwar  inöL'en  diese  KrUfte  von  solcher  Beschafl'enheit  sein,  dass 
die  beiden  Körper  eine  Zeit  lang  oder  vielleicht  auch  dauernd 
mit  einander  in  Bertlhrung  bleil)en.  Es  soll  die  Bewegung  der 
beiden  Körper  wahrend  der  Berührungszeit  nUher  untersucht 
werden,  —  unter  der  Voraussetzung,  dass  ihre  Oberflüchen  voll- 
kommen glatt  sind. 

Da  es  sieh  nur  u?n  die  Berührungszeit  handelt,  so  wird  die 
augenblickliche  Position  des  Systemes  ,  mit  Bezug  auf  das 
absolute  Axens\stem  x,  s  vollkommen  bestimmt  sein  durch 
Angabe  von  eilf  Argumenten: 

die  wir  übrigens  auch  mit 

bezeichnen  werden ,  indem  wir  dabei  folgende  .Vorstellungen 
accepUren. 

Auf  der  Oberfläche  des  Körpers  M^  sei  ein  bestimmtes 
System  von  Flttchencoordinaten  v, ,  festgesetzt,  mitsammt  den  ■ 
ihm  zugehörigen  Grundcurven  =  Gonst.  und  =  Gonst. 
Analoges  sei  ausgeftlhrt  auf  der  Oberflüche  von  Jf, ,  unter  An- 
wendung der  Buchstaben  v^.  w^.  Was  nun  die  eilf  Argumente 
{A\)  betrifft,  80  sollen  9i?  9«,  *  ■  9«  Positionsbestimmung 
des  Körpers  if,  dienen.  Sodann  aber  sollen  ,  und  , 
die  Flfichencoordinaten  des  augenbliokliehen  Bertthrung^punktes 
der  beiden  Ktfrper  M^  und  vorstellen.  Endlich  soll  1^  der- 
ji.'Qige  Winkel  sein,  unter  welchem  die  dnreh  den  augenblicklichen 
BerCdirungspunkt  gehenden  Grundcurven  w,  =  Gonst.  und 
s=  Gonst.  gegen  einander  geneigt  sind.  Letzteres,  nämlich 
die  Definition  von  ip .  bedarf  noch  einer  etwas  j^enaueren  Dar- 
legung, die  in  wenig  Augenblicken  gegeben  werden  soll. 

Um  die  Vorstellungen  zu  fixiren,  und  zugleich  zu  verein- 
fachen, Wullen  wir  die  aui  der  Oberilüche  von  J/^  verlaufenden 
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Ciirvonsystenie  V,  — Const.  und  w,  -=Consl.zu  vimmdcr orlhü(junal 
uns  denken,  li'berdies  wollen  wir  jede  Curve  w,  =  Const., 
L'ercehnet  in  der  Kichlung  des  vachscndm  ,  kurzweg  als  eine 
Curve  V, .  und  unigekehrt  jede  Curve  =-  Const.,  gerechnet  in 
der  Hichtunu  des  n  achsenden  w,,  als  eine  Cune  w,  bezeichnen. 
Markiren  wir  nun  auf  der  betrachteten  Oberfläche  irgend  zwei 
einander  benachbarte  Punkte  (v, ,  w,  i  und  (v,  +  (/v, ,  w,  4-  d^\]i 
so  w  ird  das  von  diesen  beiden  Punkten  begrenzte  Linienelemenl 
ils^  durstellbar  sein  durch  eine  l  urmel  von  der  Gestalt: 

WO  /\  und  ^1  bestimmte  Functionen  von  v^,  sind,  welche  man 
die  Differentialparameter  lu  nennen  pflegt. 

Die  Bedeutung  dieser  Parameter  f^t  9t9  welche  stets  als 
positiv  betrachtet  werden  sollen,  ist  leicht  angebbar.  Geht  man 
ntoilich  vom  Punkte  (v„  w^]  in  der  Richtung  der  CUrve  v,  (also 
in  der  Richtung  des  umchsenden  V|)  fort  bis  zum  nSjchstfolgenden 
Punkte  (/v, ,  wj,  so  ergiebt  sich  fOr  das  in  solcher  Weise 
durchlaufene  Wegelement  ds^  aus  der  vorstehenden  Formel  der 
Ausdruck:  ds^  =  -^f^  d^i^ .  Hier  aber  ist,  weil  und  d^^  beide 
positiv  sind,  und  d$^  (als  absolute  Ltnge  des  Unienelementes) 
ebenfalls  positiv  ist,  das  o6ere  Zeichen  su  nehmen;  so  dass  man 
also  erhält 

{«'.)  ds^  =  /;dv, ,  d.  i.  f,  =  . 

Demgemüss  ist  su  beseiehnen  aU  ti»  Eißtne$U  der  Curve  V|, 
dauelbe  dividürt  durck  den  zugehifrigen  Zwacke  vonv^.  Des- 
gleichen  ergiebt  sich  fflr  ein  Element  ds^  der  Curve  w,  die  Formel: 

(*".)  ds,  =  (f^  d^H^ ,     i-  ^1  =  ^  ; 

so  dass  also  dieses  beseicfanei  werden  kann  als  ein  Element  der 
C^rvewi,  dasselbe  dividirt  durch  den  zugehörigen  Zuwachs  von  w^. 

Analoge  Festsetiungen  mtf  gen  andererseits  getroffen  weiden 
auf  der  OberiSohe  des  KQrpers  ;  so  dass  i.  B.  für  das  iwei 
Punkte  (v,,  w,)  und  (v^  +  rfv,,  w,  -f-  f/w,)  dieser  Oberiüche  ver- 
bindende Linienelement  ds^  die  Formel  gilt: 

wo  f,  und  die  sogenannten  Di/ferenMparameterf  bestimmte 
positive  Functionen  der  Argumente  v,,  vorsteilen. 


^  i;jKi.  „^  i.y  Google 


GrDNDZCGI  DBB  ANALTnaCBKI  MbCHANIK.   AlT.  II.  31 


Solches  leatgesetil,  sM  nun  unUr  ^  derjenifjc  Wink»l  ver- 
standen sein,  unter  welehtm  (He  Richtungen  der  durch  den  augen^ 
biickUcken  MerührungtpmM  gehenden  Cmven  und  gegen 
einander  geneigt  sind. 

Bemerkung.  —  Aus  der  Detinition  der  ArfiuincMlc  {A.'^  oder  .4'.) 
folgt  sofort,  U»ss  zur  Positionsbestimmung  des  Korpers  nur  die 
sechs  eraten  Argamente  9t i  fit  • . .  9«  erforderlick  sind.  Dies  ttber^ 
trlgt  sich  Bof  die  «iraeloeii  Elemsate  des  Ktfrpsrs.  Sind  mithin 
^i,  Vi,  'i  die  Coordinaten  fttr  irgend  ein  solches  Elemenl ,  so 
werden  r, ,  y,,  x,  nur  voo  9|,  9t* 9«)  *i>er  voD  V|,  w,,  v,,  w„ 
abhaugeo. 

Anders  verhill  es  sieb  offenbar  mit  den  Nassenelementen  m,  des 
Körpers  Jt^»  Denn  die  GoordioatMi y«.  s«  eines  solchen  Elementes 
werden  sowohl  von  9i,  9|, . . .  9«,  wie  auch  von  v«,  w, ,  v, ,  v„  ^  ab- 
hangig sein. 

Denkt ')  man  sich  die  yugenblickliche  Position  (f^^  ^tj  "'  7n) 
des  Systems  J/,,  M,  irgend  weleher  Aenderung  ((/r/,,  dq^,  •  •  •  dq^^) 
unterworfen,  und  die  von  allen  auf  J/,,  3/,  einwirkenden  KrUften 
währead  dieser  Posilionsverilnderung  verrichtete  Arbeit  mit 

(Ä.)  2J  (Xdx  -4-  Ydy  4-  Zds) 

bezeichnet)  so  wird  der  von  den  (hhäsions^  und  Widerstands-» 
krüflen  herrührende  TheÜ  dieser  Arbeit  gleich  Null  sein  [Theorem, 
Art.  I,  pag.  464];  so  dass  man  also  bei  Bildung  dkeee  Ausdruckes 
(B.)  die  CohüsionS'  und  Widerstandskräfte  gan%  fortlassen  darf. 

Dies  vorangeschickt,  geheo  wir  über  m  unserer  eigentlichen 
Aufgabe,  indem  wir  auf  die  zu  untersuchende  Bewegung  des 
Systems  Jf, ,  den  allgemeinen  HAniLToii*schen  Satz  [Art.  1, 
pag.  177,  178]  in  Anwendung  bringen: 

((^')    f^^Y-^JJ {^^^'  +  y^y 4- ^^«) j dt^o  . 

Dabei  können  wir  die  fingirle  Bewegung  uns  eingerichtet  denken 
nach  Maassgabe  irgend  welcher  willkürlich  von  der  Zeil  ab* 
hüngeoder  unendlich  kleiner  Functionen 

welche  in  den  Augenblicken  /,  und  verschwinden.  Alsdann 
ist  der  in  fi.)  enthaltene  Ausdruck 

1  Zur  RezoichnuHij  der  f<osprochenen  eilf  Argumente  werden  wir,  je 
nach  unserem  Belieben,  bald  die  in  [A.],  bald  die  in  [Ä'.)  angegebenen  Buch- 
staben benutzen. 
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voD  analoger  Beschaffenheit  wie  der  Ausdraek  (B,),   Und  es 
werden  daher  bei  Bildung  des  einen  wie  des  andern  Anadraeto 
dieCohllsions- und  Widerstandskräfte  fortgelassen  werden  dllilen. 
Demgmä9S  brauchen  wir  aUo  in  der  HamilUm*sehen  F^rmä 

(C.)  nur  diejenigen  Kröfte  %u  heritcksi^tigen,  tpddte  noA  Ab- 
sonderung der  CohäsionS'  und  Widerstandskräfte  noch  übrifi 
bleiben.  Gleiches  gilt  somit  audi  von  den  aus  (C.)  sich  ergebenden 
Lagrange^schen  Differentialgleiehungen : 

j  =  4,2,  ...  44  . 

Hiermit  sind  die  Behauptungen  des  §44,  soweit  sie  das 

gegenwärtige  Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

Bmtrkimg,  —  Denkt  maii  sieb  die  elBwirkenden  Krtfte  m 
solcher  BeschaireBben,  dam  der  Körper  J#,  fortdauernd  in  Kihe 

bleibt,  SU  rediiclren  sich  die  eilf  Argumente  [A.]  oder  (.^'0  »uf  onr 
fünf,  iKiriilich  auf  v,,  w,,  Vj,  Wj.  tf- ;  Wöhrend  die  Aozahl  der  DifleraH 
lialgleichungen  eine  nnolo}»e  Reduction  erfahrt. 

Genauer  ausgedrückt,  wird  zu  sagen  sein,  dass  in  diesem  Faii 
die  fünf  letzten  der  Differeolialgleichungen  {D.)  dte  Bewegung  des 
Körpers  If,  bestimmen,  während  die  ersten  diesen  kfiotn 
zur  niiheren  DestiinnMing  der  tum  Pesthalten  des  Ktfrpeit  Mx  er- 
fordet  Ucben  ikrtlfle. 

§  17. 

Betraehtaag  des  FalleH,  dass  die  Oberflächen  der  heiden  KSrfcr 

vollkonimeB  rauh  sind. 

Es  soll  die  Aufgabe  des  vorhergehenden  Paragraphs  von 
Neuem  in  Betracht  gezogen  werden,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  die  Oberfläohen  der  beiden  Körper  3/,  und  nicht  als 
voUkommen  glatt,  sondern  im  Gegenibeil  als  voWsommen  rauk 
vorausgesetit  sein  mtigen.  Bedienen  wir  uns  nun  zur  PosilioDS- 
bestimnrang  des  Systems  Jl, ,  if,  wiederum  der  eilf  Argvmeate 

SO  tritt,  im  Vcri;UMch  mit  dem  vorhergehenden  Paragraph,  der 
Unterscliied  ein,  dass  die  Zuwtlchse  dieser  Argumente  wahrend 
der  Zeit  dt  nicht  mehr  von  einander  unabhUngig)  sondern  viel- 
mehr durch  zv\  ei  bestimmte  Heiationen 
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an  einander  gefesselt  sind.  Dabei  beieiclinen  FfG^H^J  be- 
sUmmte  Fundionffli  von  ,  W| ,  ,  ,  tff»  Diese  Relationen, 
auf  deren  Ableitnng  am  Sehhtts  dieses  Paragrapbs  nflber  ein- 
gegangen werden  soll,  ergeben  sich  direct  aus  der  gemaditen 
Voraussetcung ,  dass  die  Oberflächen  der  beiden  Körper  voll- 
kommen rauh  sind,  und  dass  also  ein  Gletlen  der  einen  Ober- 
fläche längs  der  andern  schlechterdings  onmOgUcb  ist. 

Betrachtet  man  irgend  eine  dem  gegen^Vci^tigen  Charakter 
des  Systems  3/, ,  J/,,  d.  i.  den  Diflerentialgleicbungen  {%.)  ent- 
sprechende PositionsMndemng: 

(3.)        dq^,  dq^, •       rfv,,irfw,,  rfv„  dw„  rf^  , 

und  beseicbnet  man  die  wahrend  dieser  Positionsanderimg  von 
allen  Oberhaupt  einwiricenden  Kräften  geleistete  Arbeit  mit 

(4.)  27  (A '^/i'  +  Vdy  +  Zdz]  , 

so  wird  derjenige  Theil  dieser  Arbeit,  welcher  von  den  Cohüsions- 
und  Widerstafidshrüften  herrührt,  r/leich  Xidl  sein  ^Theorem, 
Art.  Ij  pag.  184  :  so  flass  also  fliese  Cohäsions-  und  Widerstands- 
kräfte bei  Bildung  des  Amdruckes  (4.)  gmz  fortgelassen  werden 
dürfen . 

Zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  bringen  wir  nun  den 
allgemeinen  UAMiLTOM'schen  Satz  [Art.  1,  pag.  177,  i78]  in  An- 
wendung : 

indem  wir  dabei  die  fingirte  Bewegung  nns  eingerichtet  denken 
nach  Maassgabe  irgend  welcher  willkürlich  von  der  Zeit  ab- 
hängender Functionen : 

(6.)  dq^,  dq^,  -  •  •  dq^,,  Jv^,  dw^,  Jv^.  ()w,,  d  ip  , 

die  durchweg  unendlich  klein  sind  und  in  den  Zeitaugenblicken 
/,  und  verschwinden.  Abgesehen  von  diesen  beiden  für  die 
Gtlltigkcit  der  IlAMiLroN  Schen  Formel  (5.)  nothwendigen  Be- 
dingungen, wollen  wir  die  Functionen  (6.)  noch  einer  gewissen 
dritten  Bedingung  unterwerfen,  die  für  die  Gültigkeit  jener 
Formel  nicht  nolhwendig  ist.  die  aber  für  unsere  Zwecke  von 
Vorlbeil  ist,  und  die  darin  bestehen  soll,  dass  dieselben  den  Re- 
lationen 

Xath.-phys.  CU^se  Ibb^.  8 


^  hjui^u^  L.y  Google 


84 


C  Nmuifif, 


«iitspre<ihen;  so  dam  also  diese  FnDctionen  (<».),  Alles  sosemmeB- 
gefust^  folgenden  dm  Bedingiangen  unterwerfen  sein  soUen: 

{«.  Sie  sollen  durobweg  naendUoh  kkiA  sein; 
Sie  sollen  In  den  Augenbliefcen  f  ,  und   versehwindeB : 
Sie  aollen  den  Beletionea  (7.)  Genüge  leisten. 

B$IUtußff0  Bmmrkmgen,     Mm  Immi  im  Gaiwea  dreieiM  Aitti 

voD  Bewegungen  uateracJtoiideQ :  die  noch  onbclcanale  wirkliche  Be- 
wegung, ferner  die  von  dio«;or  nur  iinon(n!rh  wenig  verschiedene 
'/tngh'te  Bewegung,  und  ciidlicJi  eine  dritte  Art  von  Bewegang,  welche 
die  Uebtrgangsbewegung  hcissen  mag. 

DeniLen  wir  ans  nVinllch  die  gestellte  Aufgabe  gelöst,  mittün  die 

W  'U  .  72 .  •  •  •  76 .  *i ,  *i  »  ^  .  ^1 . 

als  Functionen  der  Zeit  bestimmt,  !>o  entspricht  diesen  Functiooeo 
die  wirklich»  Bewegung,  in  genaa  derselben  Weise  eotsprIcbC  4ie 
fingirt»  Bewegong  gewissen  anderen  FoBctienen 

die  von  jenen  nur  uaendtiob  wenig  abweiclien.  Betrachten  wir  cad- 

licb  diejenigen  beiden  Positionen,  welche  das  System  ^f^ ,  .K  ia  ein 
und  drmsrUjon  Augenblick  t  hei  der  wirklichen  und  bei  der  tiDgirten 
Be\ve;;ung  besitzt,  und  las>en  wir  «las  System  direct  aus  der  einea 
dieser  beiden  ('ubiliouen  in  die  andere  ubergehen,  so  tna^  die  iit 
definirte  Bewegung  eine  V^rgangsbewegutuj  heissen. 

Die  wirkUehe  Bewegung  wird  seibstverslindlich  dem  Chanktar 
des  gegebenen  materiellen  Systems,  also  z.  B.  auch  den  Relatioaea 
{%.]  entsprechen  Genau  dasselbe  gUt  aber  auch  van  der  Utbergnt^ 
bewegung]  denn  die 

sind  von  uns  den  Uelationon  ^7.  unterworlen  worden.  —  Hingegen 
w  ird  die  fingirte  Bewegung  dem  Charakter  dos  Systems  im  Allge- 
meinan  entsprechen.  Denn  dasn  wttrda  erfordorllch  ssis, 
dasa»  ebenso  wie  die  Fooctionan  {A,)  den  Relationen  (S.)  entspreolieii, 
ebenso  die  Functionen  [B.)  folgenden  analogen  Relationen 
tD\  +        -  (F  +  cTf)  d (v,  +  ,rv,)  +  (G  +  äG)  d(w,  +  (fw^l . 

d  K  H-  cfw.)  -  (if  H-  cfff)  d  (»,  +  if^)  ^-  (/  +  rf/)  ddr,  + 

Gentlgo  leisteten ;  was  im  Allgemeinen  hfilumegt  dar  Fall  ist,  —  e!^ 
sei  denn,  dass  wir  die  Functionen  ff.',  ausser  den  ßedinguogeo 
{8.u,^■i,  y),  noch  irgend  \n eichen  anderen  Beschränkungen  unter- 
werfen wollten. 

Das  unterlassen  wir.  Und  wir  bedienen  uns  also  bei  An- 
wendung das  HMiiLToir'sehen  Satses  (6.)  einer  flaglrlen  Beweguog, 
die  dem  Charakter  des  gegebenen  materieilao  Systems  keinesnegi 
entspricht.  Das  aber  ist  für  die  Anwendung  jenes  Satzes  auch  oiclit 
erlorderlich.  In  der  That  haben  \Mr  sclion  vorhin  bemerkt  \gl. 
den  Uebergang  von  (6.;  zu  (7.^],  dass  für  die  Gültigkeit  jenes 
Satzes  lediglich'die  Erflillong  der  beiden  Bedingungen  (s.  a,  er- 
forderlich ist. 
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Ebenso  wieder  in  (4.)  betreolilete  Aoedraofc 

^[Xdx  4-  Ydy  +  Zdz) 
bich  bezog  auf  irgend  eine  den  Uelntlonen 

enUprechcude  PositionsUnderung 

rfg, ,  rf^,, . . .       dv,,  rfw, ,  4^,  (/w„  di^  ; 

In  genau  derseHten  Weise  bezieht  sich,  der  im  ÜAaiLTON^schea 
SaUe  ^5.)  enthalteDe  Ausdnicl^ 

lufelge  unserer  Festselzangen,  auf  eine  den  Relationen 

« 

entsprechende  Pesitbnstfnderung : 

<^9ii^3t»     •  ^^ti  ^^^«1  • 

Dengeinass  wM  'von  diesem  Iststeien  Ansdhmok  genan  dasselbe 
leiten,  was  M  (4.)  vom  ersteren  gesagt  wonle.  Es  werden 
also  M  lUdmg  des  «inen  wie  des  anderen  Ausdraeks  die 
CofaMms-  und  WIderstandskMifte  gaoa  fortgelassen  weiden 
dürfen. 

Wir  gelangen  somit  mt  dem  RenUfate,  dass  man  in  der 
UanäUmCKhen  Formel 


(9.) 


bei  VorausseUuny  der  lielalionen 

.^0.  dv,  =  Fdv.  +  Gdw,  , 

^  dw,  =  Wdv,  +  Jdw,  , 

w/o'  diejenigen  Klüfte  zu  beriiclisirhtif/pn  bvuudtl,  icclche  nach 
Absun(lerun(/  (Irr  Cohüsions-  mul  W'idt'rstandskriiftc  noch  übriy 
bleiben.  Gleiches  gilt  dahet'  auch  von  den  aus  jener  Formel  mit 
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Bücksicht  auf  die Bc(imgun(fen{iO.) steh  ergebenden  eilf  Differential^ 
gUichungm.  Diese  lentem  sind  dargestellt  durch  die  sechs  Formeln : 


/  =  <,a,3,  4,  6,  6, 

und  überdies  durch  folgende  fünf  Formeln : 


ho.  öo. 


(12.) 


Ö7 

dt  öv; 

Ö7 

d  t  öw; 

dw, 

d  ör 

Ö7 

^  d^  dv; 

d  0  7 

Ö7 

dl  öw; 

d  0  7 

07 

-^».v  i«;»^  »^r 

iro  die  neu  hinzugetretenen  Farforen  X,  ii  imbekannte  Functionen 
der  Zeit  vorstellen.  Die  in  den  Formeln  enthaltenen  Sumraen 
können  beschränkt  gedacht  werden  auf  die  den  Körper  solli- 
cilirenden  Krüfte,  wie  solches  angedeutet  ist  durch  den  dem 
Summenzeiehcn  beigefügten  Index  i/,.  Denn  die  Angriüspunkte 
der  den  Körper  3/,  sollicitirenden  Kräfte,  d.  i.  die  Masseneleniente 
dieses  Körpers  M^  besitzen  Coordinaten  .r,  y,  welche  von 
v„  w,j  Vj,  Wj,     unubitünyiy  sind  vgl.  die  Bemerkung  pag.  31]. 

Fögt  man  schliesslich  zu  den  eilf  Gieichungen  (IL),  (12.) 
noch  hinzu  die  beiden  Relationen  (2.}: 


(13.) 


so  hat  man  im  Ganien  dreikehn  Gleichungen,  mittelst  deren  die 
dreizehn  Unbekannten 


M*-)  9n  9tt  •••  96,  hl  ^)  V,,  w.,  ip  und  A, 
sich  als  Functionen  der  Zeit  bestimmen  lassen. 
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Nachträgliche  Begründung  der  Formeln  (^.)  pag.  32.  — 
Wahrend  der  zu  untersuchenden  noch  unbekannten  Bewegung 
der  beiden  Körper  3/,  und  wird  ihr  gegenseitiger  Berührungs- 
punkt von  Augenblick  zu  Augenblick  seine  Lage  ändern  sowohl 
auf  der  Oberfläche  des  eincji,  wie  auch  auf  der  des  andern  Kör- 
pers. Mithin  wird  derselbe  auf  jeder  der  beiden  Oberflächen 
eine  gewisse  Curve  beschreiben.  Diese  beiden  Gurven  seien 
bezeichnet  mit  A^  B^C^D^  •  •  •  und  .1^  D^^i^x  •  •  • ;  <ler  Art, 
dass  im  ersten  AugeDblick  die  beiden  Punkte  .1^ ,  coincidiren, 
und  siisammengenommen  den  BerOhruDgspunkt  der  beiden  Kör- 
per reprüsentiren,  während  im  zireiten  Augenblick  der  Be- 
rtthrungspunkt  in  gleicher  Weise  durch .ßg,  B^,  im  dritten  durch 
(\ ,  dargestellt  ist,  u.  8.  f.  Alsdann  werden,  weil  die  Ober- 
flachen  der  beiden  Körper  vollkommen  rauh^  somit  gleitende  Be- 
wegungen unmöglich  sind,  die  Gleichungen  stattfinden: 

ili^.i  =  (>l.^J,  {B,C,)  =  (B,C,),  (C./>i,  =  (C,X)J,  etc.  etc. 

Kurz,  es  werden  die  beiden  Gurven,  ohne  zu  gleiten,  airf einander 
fortrollen  ^  oder  (wie  man  wohl  auch  sagen  kann)  von  einander 
tich  abwiiAeln,  '  Beseichnet  man  also  dasjenige  Lmienelement, 
welches  die  beiden  Cürven  im  Augenbiiok  t  mit  einander  gemein 
haben,  mit  OP,  so  kann  man  etwa  0  als  den  BerOhrungspunkt 
der  beiden  K()rper  im  Augenblick  t,  und  P  als  ihren  Berührungs- 
punkt im  Augenblick  t-i^dt  ansehen.  Dieses  in  der  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  der  beiden  Korper  gelegene  Element 
OP  sei  dargestellt  In  der  hier  folgenden  Zeiehnun|§;  und  die 
Ebene  dieser  Zeichnung  sei  die  soeben  genannte  Tangentialebene. 

Die  beiden  durch  0  gehenden  Grundcurven  V|  und  sind 
nach  unserer  Voraussetsung  (pag.  30)  orthogonal ^  so  dass  also 
der  Winkel  v«  Ow«  ein  rechter  Ist. 
Gleiches  gilt,  was  den  anderen 
Körper  betrifft,  von  den  durch  0 
gehenden  Grundcurven  und  , 
sodass  also  der  Winkel  v^Ow^  eben- 
falls ein  rechter  ist.  Ueberdies  wird 
der  Winkel  i/; ,  nach  unserer  Deü- 
nilion  [pag.  31),  dargestellt  sein 
durch  den  Winkel  Ov^. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  vier  Punkte  F, ,  ]\\  und  V\ ,  \\\ 
auf  den  genannten  vier  Grundcurven  in  solcher  Weise  markirt, 
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dass  jedes  der  beiden  Vierecke  0V^  FW^  und  0\\P\\\  ein 
Hethteck  ist,  so  ergeben  sich  die  Formeln : 

0  V\  ^  0  F;  008  ^  —  0  VF,  siD  ^  » 
^^'^  0W^  «=  Or,  sin  xp  +  OW^  cos  ^  • 

Nun  reprilsenliren  0  und  P  den  gegenseitigen  Berührungs- 
punkt der  beiden  Ktfrper  in  den  Augenblicken  t  und  t  -j-  dt. 
Bezeichnet  man  demgemäss  den  Punkt  0 ,  was  seine  Goordinaten 
auf  der  einen  und  andern  Oberfläche  betrifiV,  mit 

(v, ,  w^j  und  ^v,,  wj  , 

andererseits  aber  den  Punkt  P  in  entsprechender  Weise  mit 

+  <^v,,  v^^  -f  ä)N^]  und  (v,  +  c/v,,     -f  ävt^}  , 

so  gelten  die  Formeln: 

iä)  '  ==/■•<'*.  . 

0 IT,  =    rfw.  ,  O»;  =  y,rfw.  , 

WO  /", .  g^  und  Z', .  r/,  die  auf  pag.  30  eingeführten  stets  posilivco 
Functionen  von  v^,  ,  resp.  v,,  Wj  vorütellea.  Substituirl  maa 
dieäti  Werthe  ((i.)  in  (a.J,  so  loi^t: 

,  .  A  ^'v,  =  /;  cos     ^/v,  —  ^,  sin  i//  f/w,  , 

^4  t/wj  =    sin  i//  f/v,  +     cos  i//  (iw,  , 

oder,  falls  man  die  ehie  Formd  durch  f^ ,  die  andere  dmh 
dividirt: 

wo  alsdann  F,  (i,  Ii.  J  folgende  von  v,,  w^,  v„  w,,  ip  abhängende 
Functionen  vorstellen: 

■ 

Die  Formeln  (d.)  reprMsentiren  aber  die  abndeitanden  GMihungen 
^2.)  pag«  St* 
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§  18. 

U^WrgMg  !■  ien  speeielleM  Falle,  dass  von  den  beiden  TtUknmflB 
mka  ObwiKekw  di«  eua  «ue  Kktmt  ist 

Bie  eiiiwirk0ncUifl  Kiifte  safon  yon  soleher  taolMfliBiilieU, 
daos  der  Kllrp«r  fbridaiiefiid  f n  «ftfoltiter  Ritke  hXeSbiy  so  dass 
also  die  sur  PMHiaiisbaitiiiiinung  dieses  Ktfipers  dienenden  Ar- 
gumente  q^y  9«,  •••  9^  foTtdauenid  eonstanl  bleiben.  AMann 
können  die  diesen  Vu  7«»  *  *  entspreolienden  Gleidivngen  1 H .) 
pag.  36,  als  unndthig  fortgelassen  werden;  so  dass  also  nnr  noch 
die Gleichnngcn  (12.)  nnd  (13.),  d.i.  folgende  «tefren Gleichungen 
llbrig  bleiben: 

'  '  <</ 4«,     Äy,         *,\  4»,       4»4  4»«/ 

(6.)  r/Vj  =  FciVj  4"  > 

(7.)  dw,  «  Ädv,  +  idw,  , 

welche  ausreichcDd  sindi  um  die  sieben  Unbekannten 

(8.)  *  V,  j     ?  ^  T  ^1  ^  »Z'  w»d  ^1  ^ 

als  Functionen  der  Zeil  zu  berechnen,  uad  in  solcher  Weise  die 
Bewegung  des  Korpers  3/j  /u  ])estimraen. 

Wir  wollen  uns  den  absolut  unl)e\veglichen  Körper  mit 
der  Erde  fest  verbunden  denken,  indem  wir  dabei  die  Voraus- 
setzung machen,  die  I-^nh-  befinde  sich  im  Weltraum  in  absoiuter 
Huhe.  Abgesehen  von  den  vorhandenen  Cohiisions-  und  Wider- 
standskräUen^und  abgesehen  von  den  zum  Fes  1  halten  des  Körpers 
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erforderlichen  Krttlten»  mag  das  System  if« ,  if«  nur  noch 
dem  Einfluss  der  Schwere  unterliegen.  Dabei  wollen  wir  die 
gewöhnliche  Yorstellnng  adopUren,  dass  die  auf  irgend  ein 
MassentheQchen  m  einwirkende  Schwerkraft  =  mg  ist,  wo  g 
eine  Contkmie  vorstellt,  und  dass  die  Eichtung  dieser  Kraft  eben- 
falls conskmt  ist.  Ueberdies  mag  das  abaohiie  Axensyatem  x,  y,  s 
so  gewtthlt  sein,  dass  seine  ot^-Axe  die  der  Richtwng  der  Schwere 
entgegengesetste  Richtung  besitst;  so  dass  also  die  Gomponenten 
jener  Kraft  mg  die  Werthe  haben: 

X  =  —  m(j  ,    }'  =  0  ,    Z==  0  . 

In  den  Formeln  (!.],  (^.^,  •  (5.)  dttrfen  nun  die  Cobäsions- 
und  Widerstandskräfte  fortgelassen  werden  [vgl.  pag.  35,  36]; 
so  dass  also  nur  noch  die  von  der  Schwere  herrtthrenden  Kräfie 

und  die  zum  Festhalten  des  Körpers  -V,  dienenden  Kräfte  Übrig 
bleiben.  Die  letzleren  fallen  aber  ebenfalls  fort,  weil  in  jenen 
in  (1.).  (2.^  •  ••  (5.)  vorhandenen  Summen,  wie  durch  den  bei- 
gefügten Index  J/,  angedeutet  ist,  nur  die  den  Körper  solli- 
citirenden  Kräfte  in  Rechnung  zu  bringen  sind. 

Demgemüss  l>leiben,  was  die  (ileichungen  M.),  (2.'.  ...  ^5.^ 
belritlL  als  wirklich  zu  berücksichtigende  Kräfte  nur  allein  noch 
übrig  die  den  Körper      sollicitirenden  Schwerkräfte : 

so  dass  also  z.  B.  die  in  (5.)  enthaltene  Summe  den  Werth  an- 
nimmt : 

ein  Werth,  welcher  offenbar  [vgl.  etwa  Art.  I,  pag.  1 67]  auch  so 
darstellbar  ist: 

Dabei  bezeichnet  die  Gesammtmasse  des  Ktfrpers  M^,  und  St 
die  x-Coordinatc  des  Massenmittelpunktes  dieses  KOrpers.  In 
solcher  Weise  reduciren  sich  die  In  (4.),  (2.),  (3.),  (4.),  (5.)  ent- 
haltenen Summen  respective  auf: 

(9.)  -ji'.S:'  -»^44;  •  -«^'«S  • 
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Wir  wollen  nun  weiter  annehmen ,  die  vom  Körper  he- 
rOhrle  obere  Seite  des  festliegenden  Köq)ers  ^^^  sei  ciiH'  horizon- 
tale Ebene^  d.  h.  senkrecht  zur  constanten  Hichtung  der  Schwere. 
Auch  wollen  wir  diese  Uorizonlalebene  geradezu  zur  ^>s- Ebene 


ODS  gewählt  denken ;  so  dass  also  St  ^ooi  Massenmittelpunkte 
des  Kdrpers  auf  diese  Horizontalebene  herabgelassene  Perpen- 
dikel reprSsentirt.  Alsdann  wird  offenbar  |,  vdUIg  bestimmt 
sein,  sobald  nnr  diejenige  Oberflächenstelle  (v,,  wj  des  Korpers 
gegeben  ist,  welche  derselbe  augenblicklieh  der  Bertlhrung 
dart>ietet.  Es  wird  mithin  §^  lediglich  von  ,  abhängen ;  so 
dass  also  die  Ausdrucke  [9.)  sich  reduciren  auf: 

(10.)    Null,    Null,  -i/J^iil;^ 

Aber  ;nich  die  Imlcn  Seiten  der  Formeln  (l.V  '2.1.  •••  Hj.' 
sind  seuenwartii^  einer  bedeutenden  Vereinfachuniz  fähig,  falls 
man  nur  festsetzt,  dass  die  in  der  Horizontalebene  yz  ange- 
nommenen Grundeurven  und  Wj  durch  zwei  zu  einander 
senkrechte  Svsteme  yeraäer  Linien  dargestellt  sein  sollen, 
nämlich  festsetzt,  dass  die  Variable  identisch  mit  und 
ebenso  identisch  mit  -  sein  soll.  Alsdann  sind  oü'enbar  die 
diesen  Grundeurven  oder  Grundlinien  entsprechenden  Func- 
tionen /*j  und  beide  =  I  [vgl.  die  für  f^  und  g^  gegebene 
Definition  pag.  30].  Hierdurch  gewinnen  die  Functionen 
F,  G,  tif  J  [(«.)  pag.  38]  die  Gestalt: 

F=  f^GOS  xfj  ,  C  =  —  ^,  sin  i/;  , 

//  =  /,  sin  1// ,  J  =     cos  xp  ; 
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80  dsfs«  tiso  die  Gleiebungen  '6.  ,  7.1  tibergehen  Id. 

c/w,  s    sin  V  ''^t  +  ^fl  cos  ^  dw,  . 

Was  nun  jene  /initefi  Seiten  der  Formeln  (4.),  (i.),  •  •  •  (ö.) 
anbelangt,  so  reprllsentirl  das  dort  auftretende  r(weil  derKOrper 

in  absoluter  Rohe  Ist)  die  lebendige  Kraft  des  ßfrpert 
allein,  Biese  lebendige  Kraft  des  Körpers      ist  offenbar  ab- 
hangig von 

«•)  «iJ  ^1  w„  «//  und  v,',  w,',  vj,  w,,  I/;  , 

wo  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  vorstellen.  Die 
Differentialquotienten     w|  sind  aber,  au/Gmndder  Relationen 
(M.),  ohne  Weiteres  ausdrtlckbar  durch    ,    ,  ^  und  Vt? 
dass  also  jene  Grössen  (a.)  sich  rednciren  auf: 

^ff-)  V|>       V,,  Wj,  (/;  und  v,',w.,(/''. 

Die  Steile  (v, .  vt^)  der  Horizontaleliene  ist  aber  für  die  Berech- 
nung der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  J/,,  wie  man  leicht 
tibersieht,  durchaus  gleichgtlltig.  Dcmgeuäss  kann  diese 
lebendige  Kraft  T  nur  noch  abhängen  von 

(/')  ^,w,,i/r  und  v;,w,',«^'. 

Hieraus  folgt,  dass  die  linken  Seiten  der  Formeln  [  I .  und  (i.) 
beide  =  0  sind.  Die  in  diesen  Formeln  enlhaltcfien  Summen 
sind  aber,  nach  IC),  ebenfalls  =  0;  so  dass  also  diesei)>en  die 
Geblalt  aunebmen: 

0  =  0  4-  /.  , 
0  =  0  4-  /i  . 

Mit  Rtteksieht  hierauf  gewinnen  die  Pormehi  (3.),  (4.),  (5.),  fiills 
man  gleichieitig  ftlr  die  daselbst  vorhandenen  Summen  die 
Werthe  (10.)  substituirt,  folgendes  AuBsefaen: 


dt  dv; 

d  bT 

dt  h^l 

d 

dt  btp' 

bT  _ 
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wobei  btning^fUgi  werden  nia^ : 

um  in  solcher  Weise  die  Grössen  anzudeuten,  von  denen  Tund 
abhängig  sind. 

Mittelst  der  Gleichungen  {\%^  ergehen  sich  Vj,  w^,  ip  als 
Functionen  der  Zeit.  Und  solches  ausgeführt  gedacht,  ergeben  sich 
alsdann,  auf  Grund  der  Gleichungen  (H.),  und  w,  ebenfalls  als 
Functionen  der  Zeit. 

Btmmicumg.  Die  drei  sar  Bestimmung  von  v, ,  ,  «//  dienenden 
Difl'erenlfalgleiclnmg0D(IS.)8lodt  wie  nnin  Meht  ftbeniebl,  eneUbsr 
durch  die  9ine  Formel: 

Von  dieser  Formet  (^)  habe  ich  früher  bereits  Gebrauch  gemacht, 
tak  neinem  Anteil  iber  die  roUende  Bewegung  eines  Körpers  auf 
einer  gegebenen  Horixontalebene  unter  dem  Einfluas  der  Schwere 

(diese  Dcrichle,  1885,  pag.  365). 

t'cbrigcns  kann  man  dieso  Formel  'f.''  leicht  direct  nhlcHcn, 
falls  man  nur  einerseits  beachtet,  dass  die  hier  in  Betracht 
kemmtnieo  Argumente  ,  ,  ,  ebenso  wie  ihre  Ziawttohse  völlig 
unabbttngig  von  einander  sind,  andererseits  aber  beachtet,  dass  die 
Arbeit  der  von  der  festen  Horizonlalebene  auf  den  Körper  ausge- 
übten Widerstandskräfte  »  0  ist  [vgl.  Art.  I,  pag.  484,  48ij. 

Betrachtung  i\en  allgemeinen  Fallet«^  dass  Uber  die  beiden  einander 
berührenden  Oberflächen,  hinsichtlich  ihrer  Glätte  oder  lUahheit, 
keinerlei  Voraussetzung  gemacht  wird. 

Die  Widerstandsiwrafte  H^  und  ü,,  welche  die  beiden 
einander  berührenden  Körper  ^^^  und  i/^  in  irgend  einem  Augen- 
l)lick  ihrer  Bewegung  auf  einander  ausOl)eu,  sind  von  uns  früher 
(Art.  I,  pag.  1 79)  in  die  Goniponenten  \^,,  P^ ,  Q^  und  A',,  P,,  zer- 
legt worden,  der  Arl,  dass  A  ,,  A'^  die  Uichlung  der  im  berllhrungs- 
punkl  errichteten  Normale  besitzen,  wahrend  P^,  und  Q^, 
nach  zwei  auf  einander  seniirechten  Tangenten  gerechnet  sind ' j. 

4)  Um  einen  besseren  Anschluss  an  die  letzten  Paragraphe  zu  ge- 
winnen, haben  wir  hier  die  in  jenem  Art.  I,  png.  479  beniitzlc  Bczcuinmnps- 
weise  ein  wenig  geändert,  in<iem  wir  die  Körper  und  Kriiftc  niclit  mehr 
mit  M,       R,  Ü|,  etc.,  sondern  mit  Jl,,  J/,,  H^,  H^,  etc.  benennen. 
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Dabei  können  offenbar  die  beiden  tangentialen  Kiifte  P^,  Q., 
nach  dem  Gesetz  des  Parallelogramms,  vereinigt  werden  zu 
einer  einzigen  tangentialen  Kraft  S,.  Desgleichen  sind  auch 
P, ,     ersetzbar  dureh  eine  einzige  Kraft  S,. 

Naoh  dem  Grundgesetze  der  Aetion  und  Reaction  (Art.  I, 
pag.  463)  sind  nun  die  Kriifke  il,  und  von  gleicher  Stärke 
und  entgegengesetzter  Bichtung.  Analoges  gilt  daher  auch  von 
A,  und  ,  el)cnso  von  P^  und  P, ,  ebenso  von  Q^  und  ,  und 
e])enso  endlich  auch  von  und  S^,  Bezeichnet  man  also  s.  B. 
die  den  Coordinatenaxen  x.     z  entsprechenden  Componenten 

der  Kmfte     und  8^  mit  X,,  f,,     und      f«,  ^: 

(1.)  iA\,  ),.Z,   .  (Aj,  ),,Zt;  , 

so  finden  die  Gleichungen  statt: 

(8.)    x,  =  -x,-,  r,  =  -f,,  z,  =  -^. 

Der  hier  zu  betrachtende  allijemeine  Fall,  in  welchem  Uber 
die  beiden  Oberflächen,  hinsichtlich  ihrer  Glatte  oder  Bauhheiu 
keinerlei  Voraussetzung  gemacht  werden  soll,  unterscheidet  sich 
offenbar  von  dem  früher  untersucht«!  Speciirifall  der  vollkommen 
glaUen  Oberflächen  nur  durch  das  Hinzutreten  der  tangentialen 
Kräfte  8,  Die  fttr  diesen  Specialfall  erhaltenen  Differential- 
gleichungen [[D.]  pag.  32]: 

werii^Mi  (lahiT  in  die  DitVerfnlialj^loichungen  des  geuenwärligen 
alhjemeinen  FalU's  illxTiichen,  sobald  wir,  ohne  in  der  dainaliijtn 
Bedeuhmf)  der  hiirhstdben  A',  )',  Z  [vgl.  (/i.)  pag,  32^  u  ffend  ettrui 
SU  andern,  zu  diesen  Krnften  A",  )',  Z  noch  jene  unbekannten 
tangentialen  Kriifte  S  hinzutreten  lassen. 

Bezeichnet  ninn  die  im  Aus;enl)liek  /  an  der  Berührunas- 
stelle  tielej^enen  Theilchen  der  beiden  Körper  .1/,  und  respec- 
tive  mit  m^  (.r, ,  i/, .  und  '.r^ .  ij^ .  z^] ,  so  finden  in  diesem 
Augenblick  die  Gleichungen  statt:  ./•,  =  //,  =  v^.  r,  =  z^. 
Im  nJichstfoluenden  Zeilausenblick  t dt  hiniiegen  werden  die 
Ciiordinaten  jener  beiden  Theilchen  Werthe  annehmen,  die 
oirenbar  im  Allgemeinen  nicht  mehr  einander  izleich  sind.  Die 
Kraft  S.  wirkt.  \va^  den  Auijeid)lick  /  anbelrilU.  lediizlich 
ein  auf  das  Theilchen  ///,  |.r,,  //,.  r,  :  desuK  ichen  wirkt  ledi- 
glich «^in  auf  lu^  (.i  j,  y,,      .  Fügt  man  also  diese  Kräfte  uud 


^  lyui^L,^  1  y  Google 


GRCJIDZCGB  DSl  AlfALTTWCliB?!  MbCBAÜIK.   ArT.  II.  45 


in  den  (ileichungen  3.)  hinzu,  indem  man  dabei  für  die  Conipo- 
nenieu  derselben  die  Bezeioimungea  (\ .)  benaiU,  so  erhält  mau ; 

J  =        •  •  II  , 
wo  die  Glieder  Lly)  die  Weitbe  heben: 

Werthe,  die  mit  Bttcktielrt  «tif  (2.)  «ach  w  dusteUbar  lind: 

w = (Ii  - 1') + Ci  - 1)    -  :a 

i>/ese  Gleichungen  (4,),  tn  cfenen  A",  y,  Z  ^enau  dieselbe  Be- 
fleutung  haben,  wie  früher  in  [D.]  pag.  32,  reprüsenliren  also  die 
Differential (jleichungen  für  den  hier  betrachteten  allgemeinen 
Fall,  Und  es  handelt  sich  also  jetKt  nur  noch  um  die  nähere 
Besiimmung  der  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  Grössen /.(^y). 

Beieichnel  man  die  eill  Aiguoiente  9i ,  •  •  *  9h  i  ebenso 
wie  früher  [vgl.  {A,),  [Äi]  pag.  29],  mit 

so  ergeben  sich,  wie  sogleich  bewiesen  werden  soll,  für  die 
in  (5.)  enthaltenen  partiellen  DifierentialipioUenten  folgende 
Formeln: 

7a.)  ^=^'^S  fttr>=1,2,...6, 
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wobei  tu  bemerken  ist,  dass  diese  Fermeln  in  GtlUigkeit  bleiben. 

wenn  man  in  ihnen  den  Buchstaben  x  darohweg  roity,  oder 

durchweg  mit  z  vertauscht.  Dabei  reprHsentiren  f^  ,  7^ .  / ^ .  7, 
die  frtlher  (pag.  30)  eingeführten,  stets  [>osiliven  Functionen. 
Ferner  bezeichnen  (v,,  .r),  v,,  /y),  (v,,  3'  und  w,, ./),  fw,,  //  ,  w,. : 
diejenicen  Winkel,  unter  denen  die  durch  den  Bertlhrungspunki 
gehenden  (irundeurven  und  w,  gegen  die  absoluten  Axen 
.T,  y.  z  geneigt  sind.  Analoge  Bedeutungen  haben  [v, ,  er],  etc. 
und  ,  ./ etc.  mit  Bezug  auf  die  durch  jenen  Punkt  gehenden 
Grundcurven     uiui  w,  . 

Beweis  der  i'onnel/i  Ja.  .  —  Aendern  sich  von  den  eiif Ar- 
gumenten {().)  nur  </,  ,  •  •  •  7r, .  ^viib^end  v,,  w, ,  v,,  w^,  con- 
stant  bleiben,  so  bewegen  sich  die  beiden  Körper  offenbar  dt' r 
Art,  als  bildeten  sie  zusamnioniicnomnien  einen  einzigen  starren 
Kßrper.  FolgHrfi  werden  die  j)articl]en  Ableitungen  derCoordi- 
naten  des  Bertlhrungspunktes  nach  7, ,  ■  •  •  Qf,  ein  mul  dir- 
seihe?}  Werlhe  haben,  einerlei  ob  man  diesen  Punkt  als  ein 
Theilchen  des  einen,  oder  als  ein  Tbeilchen  des  andern  Körpers 
sich  denkt.  —  Q,  e.  d. 

Beweis  der  Formeln  'Ifl.^  (5.,  e.,  Z.)  linker  Hand.  —  Be- 
trachtet man  irgend  ein  Massentheilchen  des  Körpers  J/, ,  so 
sind  die  Goordinaten  dieses  Theilohens  stets  unnhhdnrjifj  von 
^  )  '/^  [vg*«  Bemerkung  auf  pag.  31.  Gieiehes 
gilt  daher  z.  B.  auch  von  dem  augenblicklich  an  der  BerOhningS' 
steile  befindlichen  Theilchen     [x^^y^^  z^).  —  Q.  e.  <f. 

Beweis  der  Formeln  (Tfi,f  y,)  rechter  Hand. — Die  Ausdrucke 

(A)  ^'^*d^  -'^rfv 

in  denen  efVf  po^ihVgedadit  werden  mag,  reprasentirendiejenigtf 
rttamliche  Verschiebung ,  welche  das  Theilchen  (x,,  y^^  sj 
erfilhrt,  sobald  man  von  den  eilf  Argumenten  (6^  nur  allän  v, 
sich  ttndem,  und  zwar  um  dy^  anwachsen  Ittsst.  Thui  man  aber 
dies,  so  wird  der  Körper  M^  in  Ruhe  verharren  (weil  9«,  9«?  -  9r, 
ungenndert  bleiben),  hingegen  der  Körper  JT,  eine  gewisse  Be- 
wegung ausfuhren.  Und  swar  wird  diese  Bewegung  von  i/« 
der  Art  sein,  dass  die  von  ihm  derBerOhrung  dargebotene  Stafl« 
(v^,  w^)  constant  dieselbe  bleibt,  dass  aber  diese  eonstanteBe- 
rOhrangsstellc  (v^ ,  w  J  längs  der  Oberfläche  des  Körpers  i/,  voai 
Punkte  (vj,  wj  zum  Punkte  (v,  +</Vj,  wj  fortwandert.  Das 
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(»I .  *!;  •  •  >"!  4-     ,  »i; 

»«I 

an  jener  Stelle  Vj.  w,  befindliche  MassentliL'ilchen       ./  ,.  v^, 
wird  uiilhiiidieselheWauderung;  ausfuhren,  alsu  das  aul  der  Grund- 
curve     zwischen  den  beiden  Punkten  •[y^,  wj  und  (v,  4-  ^h^y  w,) 
gelegene  Linienelement  (ls^  durchlaufen.    DemgemUss  sind  die 
Ausdrücke  [A.)  nichts  Anderes  als  die  Componenten 

(B,)    ds^  cos  (v«,  x]  ,     ds^  cos  (v,,  y) ,     d«,  cob  (v,,  s) 

<ies  UmeDciemeuies  df^.   Aus  dieser  Identil^t  der  Ausdrücke 

ds 

(.4.)  und  [B.)  folgt  aber,  weil  7-*  «  A      [^  g'-  » 

In  analoger  Weise  wird  man  offenbar  erhallen : 

(^•)  ^  =^'»  COS  twjjx] ,  cos(w„y; ,       =-^,  COS  ^w^,  3) . 

Diese  Formeln  (C.^,  (I>.)  aber  sind  es,  die  hier  bewiesen  werden 
sollten. 

Beiceisder  Fonneln  (7d.,  e..  rechter  Uand.  —  Die  Ausdrücke 

w         l^"'.'  >v:"^- 

in  denen  dy^  po^tliv  gedacht  werden  niai; ,  rei)r;isenliren  die- 
jenige raumliche  Verschiebung,  welche  das  Theilchen  //^  ./.. '/,.  z^^' 
erleidet .  sobald  man  von  den  eilf  Argumenten  0.)  nur  allein  v, 
sich  ändern,  und  zwar  um  ^/v,  wachsen  lässt.  Thut  man  al)er 
dies,  so  wird  der  Körper  ^f^  in  Ruhe  bleiben  w  eil  9,.  •  •  •  v,. 
ungeändert  bleiben  .  der  Körper  J/^  hingegen  eine  gew  isse  ho- 
wegung  erfahren.  Und  zwar  w  ird  solches  der  Art  von  stalten 
gehen,  dass  die  vom  feslUegciKit'ii  Körper  J/,  der  ßerührung  dar- 
gebotene Stelle  (v,.  w,  constant  dteaelbc  bleibt,  und  dass  jener 
in  BeircjiutKj  begn/ji'nc  KcirperJ/,  diese  festliegende  Stelle  (v,.wj 
suecessive  mit  ^  erschiedenen  Punkten,  zuerst  mit  dem  Punkte 
(Vj,  wjj  zuletzt  mit  dem  Punkte      -|-  c/v,,      berührt.  Ls  w  ird 
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also  das  zwischen  diesen  beiden  Punkten  befindliche  Element  di^ 
der  Hilf  3/^  liegenden)  Gnindcurve  v,  fortwandern  in  der  Bieh- 
tung  R.  Folglich  sind  jene  Ausdrücke  (K.)  identisch  mii 

ds^  cos  {Ii,  j)  ,     <ls^  cos  [Ry  y)  ,     ds^  cos  7?,  z]  , 

also,  weil  die  Hichtung  R  zur  Bichlung  der  Grundcurvc  v^enl- 
gegengeseUt  ist,  identisch  Hiii: 

(S3.)  —  ds^  cos  (v„  x)  ,  —  cos  (v„  y)  ,  —  d*,  cos  (v,,  z) . 
Aus  dieser  Identität  der  Ausdrucke  {%,)  und  Jö»]  folgt  aber,  weil 
— J  =    ist  [vgl.  pag.  30],  sofort: 

(S.)    ^  =  -  A  cos  (v„  X]  ,      '  =  -  /t  cos  (v„  y)  , 

=  —  /t  COS  ^V„  ij)  . 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  offenbar  die  Formeln : 
(X>.J    ^  —  -  ^1  cos  (w„ac)  ,  1^  ==  -  ^,  cos  (w„  y)  , 

— J  =  -  y,  cos  (w„  %)  . 

Diese  Formeln  [(S.},  i^»]  sind  es  aber,  um  deren  Beweis  es  sich 
hier  handelte. 

Beweis  der  tormel  (7  J.)  redller  Uand.  —  Die  Ausdrücke 

reprüseDtiren  diejenige  räumliche  VerBchiebung,  weldie  dtf 
Theiichen  mjj^«,  j/i?  ^i)  erfiihrt,  sobald  man  von  den  eilf  Ar- 
gumenten (6.)  nur  allein  ^  üiAk  lindem,  und  swamm  d^ß  waofasea 
laset.  Thut  man  aber  dies,  so  wird  der  Rtf rper  JV,  in  Bulie  ver- 
barren,  nnd  der  Körper  Jf,  eine  gewisse  Drehung  erieiden  um 
die  im  BerOhrungspunkte  errichtete  Normale.  Bei  einer  selohca 
Drehung  erleidet  aber  das  am  Bertthrungspunkte  befindliehe 
Thetlehen  m^(x^j  y,,  3^)  gar  keine  Verschiebung.  Folglich  siad 
jene  Ausdrücke  (a.)  gleich  Null.  —  Q.  e,  d. 
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Wir  gehen  jetzt  weiter  in  unserer  eigenllichen  Untersuchung. 
Aus  (5.)  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (7  a.): 

(8.)  L{q^)  =r  0  ,     ftlr>     4,  8,  3,  4,  ö,  6. 

Was  ferner  das  dem  Arguroent  entsprechende  L  betrifll,  so 
isl  naeh  (5.) : 

also  mit  Bttckstclit  auf  [Iß.) : 

£K)  =  —  /;  cos  (v«,  a?)  H-  cos  {¥„  y)  +  7,  cos  (v„  3)j  , 
also  mit  Rttoksieht  auf  (4.): 

In  analoger  Weise  lässt  sich  das  dem  entspreoheDde  L  be- 
rechDon,  so  dass  man  also  die  Formeln  erhUH: 

(9.)  MvJ  =  -Ar.  , 

L  (wj  =  —  ^,  , 

wo  und  ^1  die  Goroponenten  der  tangentialeD  Kraft  8^  nach 
den  GruBdeurven    und  vorsteHen. 

In  timlidier  Art  erhalt  man  aus  (5.)  und  [Id^e.]  die 
Formeln : 

wo  und  IVfdieGomponenten  der  Kraft  (nicht  S^]  nach  den 
Grundeixrved  v,  und     vorstellen.  Diese  ieUteren  Formeln  aber 

kann  man,  weil  F|,  W^  und  K,,  die  Gomponenten  0^-  und 
derselbm  tangentialen  Kralt  reprWntiren ,  mithin  [vgl.  die 
Figur  pag.  37]  die  Relationen  stattlinden: 

=  +  ^\  cos  ip  4-  \{\  sin  , 
Ä  —     sin    +  W|  cos  , 

auch  so  schreiben: 

.^Q.  L (vj  =  U  (+     OOS  V  +  H «  sin  (/')  , 

^  l.|wJ«=f,(-F,sinV-f-H^i«isV). 

lbfh.-phya.  CbaM  1888.  4 
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Endlioh  erhalt  mh  für  das  dem  etttspreohende  L  aus 
(5.]  und  mit  Rttoksieht  auf  (7p  den  Werth : 

Fuhrt  man  cur  Abfcttrtungi  an  Sielte  von  V^,  iP,,  neue  Un- 
bekannie  iL,  fi  ein,  indem  man  seUt: 

(42.)  ^fJ^  =  X,  und  ^g,W,^fi, 

so  kann  man  die  Formeln  (9.J,  (10),  (44.),  wie  sich  leicht  ergiebt, 
folgendenoassen  schreiben: 

(18.)         /.(wj     ^  ,       t(wj  =  -  , 

In  der  That  ergeben  sich  die  Formeln  redUer  Hand  sofort,  falls 
man  nur  in  (40.)  die  aus  (4  2.  für  V^,  y\\  entspringenden  Werlhe 
aubstiluirt,  und  dabei  Gel  »rauch  macht  von  den  frOher  [in  (c.) 
pag.  38]  eingeführten  Bezeichnungen  F,  G,  fT,  J. 

Sul)8lituirt  mau  jetzt  dir  Werlhe  (8.)  und  (43.)  in  den  zu 
Anfang  aufgealeliteii  eilf  Differentiaigieichungen  (4.),  ao  erhflit 
man: 

1,  2,  3,  4,  3,  6, 

und  ferner: 

didw;    dw^         Jif,V  ^w,      dw^  '    hwj  '^^ 

dr  dv;     dv^     ^        öv,       öv,  '    ÄvJ  * 


(15.) 


d  ö  r 
di  d~w; 

Utbii>'    (>(/'~^.w,V  ö«//"^  dV'/* 

wo  in  den  Formeln  (15.)  die  Sunmiation  beschrynkt  gedacht 
werden  darf  ouf  den  KOrper  if,,  weil  die  Coordinaten  der  zu  if« 
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VOD  V|,      Vj,  Wj,  ^  mibhüDgig  sind, 
[vgl.  die  Bemerkmig  pag.  34]. 

Für  den  hier  betrackteien  oUgemeiMn  Fotf ,  da$t  tfftar  dk 
beidmiOberfläehenjkmekhtikhihrerGUm^  hemerM 
Voraustelzuny  gemacht  isty  gelten  aUo  die  eilf  D^erenHal» 
glei^ungen  {\  4.),  (1 5.),  diem  Ganwen  mit  dreizehn  ürMumnten 

9n     •  •  •  9«     ^>     ^«     w«^  ^ 
behaftet  «md.  Xto^*        A,  ^  folgende  Sedeutmgen  [vgl.  (IS.)]: 

(47.)  A  =  —  Z',  8,  cos  (8,,  vj  ,    a  =  —         cos  (S„  wj  , 

IVO  S^  die  den  Köiyer  M^  an  seiner  BerührungstUlle  erfassende 
unbekannte  Reibungskraft  repräsentirt ^  eine  Kraft ^  wetcke 
herrührt  von  der  dortigen  Einwirkung  des  Kürpers  if, . 

Was  die  sonst  noch  in  den  Gleichungen  (44.),  (4&.)  enthaltenen 
Kräfte  Xt  Yf  Z  anöe^rifft^  §o  brauchen  dabei  nur  diejenigen  Krüfte 
in  Hechnun§  gebracht  zu  werden,  welche  nach  Abstyndenrng  der 
CohAmnS'Und  WiderUmdekrüfte  noch  übrig  bleiben;  wietolches 
deutlich  hervorgeht  ems  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphi  ange- 
ttellten  Überlegungen  [vgl.  pag.  44,  45],  und  aut  dem  Sätne  (D.) 
pag.  32,  an  den  jene  Ueberlegungen  sich  anlehnten, 

Eilf  GUiehungeD  sind  selbst versUlndl  ich  immreichend  zur 
BestuDinuiig  von  drevsehst  Unkekesmieü,  Demgemass  ist  also 
ibs  allgemaloe  Problem,  welelies  hier  vorliegt,  nicht  weiter  be- 
handelbar, —  68  sei  denn,  dass  man  sich  entschlösse,  Uber  den 
Werth,  der  Reibungskraft  .S\  und  ihrer  beideo  Oompoiienteii 
tfgend  welche  bestimmten  Annahmen  zu  machen. 

Hingegen  können  wir  von  den  Gleichungen  (44.),  (15/  mit 
Leichtigkeit  Ubergehen  zu  den  früher  behandelten  SpccialfttUen, 
und  in  solcher  Weise  eine  Gontrole  erhalten  fttr  die  damaligen 
Resultate.  Sind  die  beiden  Oberflächen  vollkommen  glatt,  mit- 
hin die  Reibungskraft  S\  gleich  XnlL  so  sind  A,  ju,  zufolge  fl7.\ 
ebenfalls  gleich  Null;  so  doss  also  in  diesem  Falle  din  DinVn'ntial- 
gleichun{4(Mi  1  i.),  unmittelbar  (Ibergehen  in  die  früher  ge- 
luQdenen  Formeln  I):  pag.  32. 

Sind  andererseits  die  beiden  OberflJlchen  vollkommen  rauh^ 
so  treiea  noch  hinzu  die  bekannten  DiflereDiialgieichungen 

(48.)  =        +  ' 

dnt^  =  Ud}/^-^  Jd^e^  , 
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Und  diese  Gleichungen  (48.),  in  Verbindung  mit  den  eilf 
Gleichungen  (14.),  (15.),  reprttsentiren  in  der  Thai  diejenigen 
dreiiebn  Gleichungen,  welche  wir  Irlllier  [in  {{{.),  (12.1,  (13.) 
pag.  36]  fttr  den  Fall  vMammm  ranker  OberflVoken  gefunden 
ballen. 

Der  aialytitelie  Aiainiek  für  <ie  leWadige  Krtfl  iweler  mit  etnaaifr 
In  BerlliniBg  Uelbeiler  Kirf  er,  later  ier  Teraiatettaig,  law  ein» 
TtB  ikmm  heidw  Kitpeni  alülit  Ml^gt 

Will  man  die  in  den  vier  letaten  Paragraphen  aufgestelllen 
DilTerentialgleiehungen  auf  irgend  einen  sp^iellen  Fall  in  An- 
wendung bringen,  so  bal  man  rot  Allen  das  in  jenen  Gleielmngen 
enthaltene  T  (die  lebendige  Kraft  der  beiden  Kmpei),  seinen 
analytischen  Ausdrucke  nach,  nKher  tu  bestimmen.  Babel  mag 
der  fiinlaehbait  willen  mansgesetit  sem.  dass  ein^r  der  iieideB 
KOqMr  iA§oktt  fetUte^L  Avxik  mOgen  die  froheren  Beseidi» 
nungett  tf„  /*„  nnd  Jf„  f„  ^,  snr  ErMohterung 
der  Schreibweise,  durch  die  etwas  bequemeren  BeseidhnungeB 
Jf,  f,  g  mod  Jf*,  v*,  «^  ^  ersetat  werden.  Und  twar 
sei  Jf  der  festliegende,  und  JV*  der  in  Bewegung  begrülfene 
Kttrper. 

Wir  betrachten  amrtlehst  den  Kttrper  Jf  ftlr  sich  altein.  Ei 
sei  TT  ein  beliebiger  ObaiiiehenpuniLt  dieses  Klirpers;  feiner 
seien  a,  /tf,  /  diei  vnn  n  ausgehende,  gegen  eimmder  sadirechte 
Strahlen;  und  zwar  sei  a  die  Richtung  der  m««ieni  Normale  der 
Kttrpcioberfliiohe,  wihrend  (i  und  y  die  Riehinngen  der  durch 
TT  gehenden  Gnnren  «  und  w  [vgl.  pag.  30]  reprssentiren  aollea. 
Auch  mag  vorausgsaalit  sein,  dase  das  Strahlensyslem  a,  y 
po$itw  ist,  dass  also  or  ku  ^  in  7^  ebenso  Hegen,  wie  bei  der  linken 
Hand  der  kleine  Finger  tum  Zeigefinger  zum  Danmcn.  eine 
YorauasetcuBg,  der  man  durch  geeignete  Kinnchiung  der  Argu- 
mente V,  w  stets  sn  entsprechen  im  Stande  sein  wird.  Ferner 
aelen  die  vom  Mauinmiltelpunkie  a  des  Körpers  M  ausgehenden 
HaupUrägheäimacen  dieaca  Körpers  benannt  niit  1 .  2,  3 ;  wobei 
die  Bezeichnung  wiederum  der  Art  eingerichtet  sein  soll,  dass 
das  Strahlensyslem  1 ,  2,  3  posüiv  ist.  Mit  Bezug  auf  diese  Trüg- 
heitsaxen  1,  2,  3  mögen  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des 
Oberflächenpunktes  /r  und  die  Richtungscosinus  der  von  tt  aus- 
gehenden Strahlen  er,  y  beteichnet  sein  durch  ^r«,  #r,,  ir, 
und  a„  a„  a„    ,      ft,  y„  y„  y, . 
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Da  wir  uns  den  Körper  A/,  seiner  Masse  und  Gestalt  nach, 
in  völlig  bestimmter  Weise  ^eben  denken,  so  sind  offenbar 
diese  dem  Oberflächenpunkte  tt  zugehörigen  Grössen  Tt^y  TT,, 
er,,  ffj,  rr,,  /t?,,  fi^,  y,,  y,,  bestimmte  Functionen  von  v,  w, 
falls  wir  nMnilich  unter  v,  w  die  Oberßüchencoordinaten  des 
i*unkles  j-r  verstehen.  Auch  tlberschen  wir  sofort,  dass  diese 
FuQclioDen  den  beiden  Formein  entsprecken  werden: 

b  TT,     hft^     ö  7f  . 

A     •      dw  •  dw  •  dw 

Fuhren  wir  also  die  sogenannten  Diff^retUialparameter  ein  [vgi. 
pag.  aO] : 

so  ergeben  sich  diu  Formeln; 

»  f       '  f  ' 

^»""^öw'    ''«^^"öw'  ^»""^^' 

und  diese  Formeln  fähren,  weil  die  Sirahlen  a^ß^yza  einander 
seükreeht  sind,  sofort  su  folgenden  sechs  Relationen : 

• 

dv  dw 

'  dv  dw 

dv  '  dw 

die  Summalionen  ausgedehnt  gedacht  Vherj  s  1,  2,  3. 
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Aus  (lirscn  srchs  Hchilionen  ergehen  sich  durch  MullipU- 
caiion  mit  (iv,  dw,  und  Additioo  die  drei  Formclu : 

\  öv  dw  / 

und  diese  drei  Formeln,  in  denen  die  Zuwüchse  dv,  ^/w  bvliehuje 
Worihe  haben,  sind  offenbar  der  einfacheren  Schreibweiae  fiüiig: 

(4.)  dTtj  =  0  ,    ^A^y  djTj-  =  /"(/v  ,  '^^j  =  ♦/^'''  • 

Bei  dieser  (ü'iegenheit  mögen  hier  noch  folgende  AbbreviaUiren 
eingcftthrt  werden: 

von  denen  weiterhin  Gebrauch  zu  machen  ist. 

Soviel  abei*  den  Körper  J/.  —  Analoge  Bezeichnungen  mögen 
nun  aber  andererseits  beim  Körper  M*  eingeführt  werden,  nur 
mit  dem  einen  Unterschiede,  dass  hier  nicht  die  in  tt*  vor- 
handene äussere  Normale,  sondern  die  daselbst  erriehtete  nuiere 
Nonnale  vorstellen  soll.  Was  die  lu  (4 (2.)  analogen  Formeln 

(3.)  ^'a/rfjf/  =  0,  2^ßfdnl=f*d^\  J^yJ  dnj  =  d^* 

und 

betrifll,  so  sind  selb>lverstandlich  die  Coordinateo  /ly  und  die 
Richtungscosinus  ,  ,  yj  bezogen  zu  denken  auf  den  Massen- 
mittelpunkt n*  des  Körpers  M*  und  auf  die  von  a*  ausgehen- 
den llauptlrägheitsHxcn  1'.  i*,  3*  dieses  Körpers.  Auch  mag 
wiederum  jedes  der  beiden  Systeme  0*9(^*9  y*  und  4*,  2*,  3* 
als  positiv  vorausgesetzt  sv\n.  • 

Die  rehUive  Lage  der  beiden  Körper  M  und  M'  zu  einander 
wird  völlig  bestimmt  sein  durch  Angabe  der  fünf  Argumente: 

falls  man  nttmlich  nnter  v,  w  und  v*,  die  Oberflttchenooordi- 
naten  des  augenblioUichen  Bertthningspuflktes,  und  unter  ^ 
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desjenigen  Winkel  versieht,  den  die  von  diesem  Punkte  ausgehen- 
den Strahlen  ß  und  ß*  mit  einander  einsohUeflSen.  Uebrigens 
■ag  der  Winkel  naoh  Art  eines  Aiinmlbes,  von  ß  mm  in  der 
Riehtung  ßf  gereehnet  werden. 

Diet  vonmguckkkt,  gdien  wirjeisU  Über  su  unserm  eigeni- 
Uchm  Thema.  Wir  denken  uns  (wie  sehen  in  Anfang  dieses 
Faragraplis  bemerkt  wurde)  den  KOrper  M  abeohU  feetUegendf 
hingegen  den  Ktfrper  Jf  *  in  irgend  weicher  Bewegung  begriffen» 
die  indessen  von  soleher  Xri  sein  soll,  dass  beide  Ktfrper  fort- 
danemd  mit  einander  in  Bertlhrang  blettten,  so  dass  also  die  fünf 
Argnmenle  (5.)  irgend  welche  Funetionen  der  Zefi  sein  werden. 

AMami  Ist  offenbar  die  lebendige  Kraft  T  des  Körpers  Jf 
9tets  n  Oy  wahrend  die  lebendige  Kraft  T*  des  Kttrpers  M* 
irgend  welehen  Werth  beiHten  wird.  Um  dfesen  Werfh  niher 
angeben  xu  kOnnen,  f (Ihren  wir  die  Ausdrttebe  ein : 

a  =  0  , 

(6.)    b«-/"*^-  -f  [-hf^-^oosifj-^g^sin  i/;J  , 

c  =  -     ^  +  ^- Z*^  sin  ^ +  ^^cos  1^1 , 
sowie  auoh  folgende  AusdrOeke: 

dt       Tt  '^'di  * 
1^.)         «     _  -  1+  _  cos  V/  +      8in  , 

=  _      |^_^^  s.n^  +  ^^  cos^), 
and  ^txen  ttberdiess: 

Ty-  00,-+  cyj, 

Alsdann  besitst  die  in  Rede  stehende  lebendige  Kraft  T*  des 
Ktfrpers  Jf*  den  Werth: 

1    hr  (r,  4-  9^,  nt  -     /ij)'  +  i/r  ^;  1 

1+  Jf*  (t,  +     -  ^;)'  +  *r  9^;) 
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wo  unter  i/*  die  Gesamtnlmasse  des  Körpers  M*,  und  unter 
iW',  M*  seine  den  Axen  i*,  2*,  3*  entsprechenden  tinupl- 
trägheitsmomente  zu  verntehrn  sind.  Uebrif^ens  kiHmeo  wir 
die  Formel  (9.)  auch  so  schreiben: 

(10.)     2  7  '  =    +  +  ^c'  -  (Sa*)*  4- i/;  9ej  L 

wo  alsdann  a*,  b*,  c*  die  Bedeutungen  haben : 

Oicae  Pomielii  (9.),  (44>.)  dOrfien  die  einfaelista  wad  ele- 
gantesien  sein,  durch  welche  die  in  Rede  atehende  lebendige 
KrafI  ttberhmifil  dantellbar  iaU  Idi  begnüge  nuoh  danil^  die- 
selben hier  oiligelheill  m  haben,  ohne  auf  ihre  Ableitung  niher 
eingehen  su  wollen.  Macht  man  flbrigens  die  Yoraossetsoog, 
dass  die  beiden  KtfrperoberflHchen  vollkommen  rauh  sind,  so 
werden  wahrend  der  betrachteten  Bewegung  fortdauemd  die 
linearen  Diflferentialgleichungen  stattfinden*) 

fd^  =  f  t/v*  cos  ip  —  g*dyN*  sin  tp  , 
gdyi  =  f*d^*  sin  ^  +  ^*dw*  cos  t/ß , 
d.  i.  die  Gleichungen : 

^  f*  ds*  =  -f-  /*(/v  cos  t//  4-  Qfi^  sin  xp  , 

j*dw*  Ä  —  ^dv  sin     H- ^«'w  cos  ^  . 

DemgemMss  sind  f  ttr  den  Fall  voükommiin  rmiher  Obetflaohen  die 
in  (6.)  angegebenen  Ausdrücke  a,  b,  c  sMmmllioh  =  0,  milhiB 
die  in  (8.)  angegebenen  r«,  r,,  r,  ebenblls  sammtlich  =  0;  wo- 
durdi  die  Gestalt  der  Formeln  (9.)  und  (\  0.)  sich  alsdann  wesent- 
lich vereinfacht. 

Btmtritung.  —  Sind  hdide  Körper  M  und  Af*  in  Beweguag  be- 
griffen, so  Irelen  to  den  in  (6.).  (7.)  angegebenen  Anedrtkta 
e,  B,  C,  9,  ^,  noch  gewisse  von  der  Bewegung  des  Körpers  Jft^ 
hängende  Glieder  hinzu.  Diese  Glieder  hinzugefügt  gedacht,  bleiben 
alsdann  die  weiteren  Formeln  (S.),  (9.)^  (10.),  (10a.}  nach  vie  vor  in 
Kraft. 

4)  In  der  That  sind  diese  Differentialgleichungen  (44.)  mit  den  fiübcr 
auf  pag.  SS  angegebenen  idenUach;  wie  man  sofort  erkennt,  liilla 
die  zu  Anfang  dieses  ParagrapilS  in  der  Beieichnoagswelai 
Äendemag  berttoktichtigi. 
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§21. 

AllgeBeUe  Sitoe  zur  Bprechnnng  der  lebenAi^ei  KnUl 

eineR  Ntarren  Körpers. 

Die  Ableitung  der  im  voriiergehenden  Paragraph  mitge- 
Ibeillen  Formeln  ist  mit  sehr  beschwerlichen  Rechnungen  ver- 
bunden. Diese  Rechnungen  aber  können  wesentlich  reducirt 
werden  durch  Anwendung  einer  schon  früher')  von  mir  oxpo- 
nirten  allgemeinen  Methode,  auf  welche  ich  hier  von  Neuem  mir 
einzugehen  erlauben  werde.  Dabei  sei  sogleich  bemerkt,  dass 
die  in  Rede  stehende  Methode  ia  dea  weiter  folgenden  Para- 
graphen von  Nutzen  sein  wird. 

Ein  starrer  Körper  i/  sei  in  Drehung  begriffen  um  eine  absolut 
fute  Axe  a,und  irgend  ein  fester  Punkt  dieser  Axe  a  sei  beMichnet 
mit  A .  Femer  seien  a^ ,  a,,  und  ^4 ^ ,  die  Aichlungscosiiuis 
voD  o  und  die  Goordinaten  von  A  in  Beiug  auf  ein  abi^kitunbeweg' 
Uches  Axensy Stern  1,2,3.  Ueberdies  mag  ^  der  Drahmigpwüikel 
sein.  Denkt  nian  sieb  also  dufok  die  Axe  a  swei  Ebenen  gelegt, 
von  denen  die  eine  mit  dem  Rürper  if  verbunden  ist,  während  die 
andere  eine  absolut  feste  Lage  besitst,  so  soll  ^  derjenige  Winkel 
sein,  den  diese  beiden  Ebenen  mit  einander  einsehUessen, 

Passt  man  nun,  während  der  Körper  Jf  um  die  feste  Axe  a 
lotirt,  irgend  ein  Theilchen  m  dieses  Körpers  ins  Auge,  und  be- 
seiehnei  man  das  von  m  während  der  Zeit  dt  besehtiebene  Weg- 
efement  mit  di,  so  steht  offenbar  di  senkrecht  gegen  St 
Linie  mA ,  und  ebenso  a«di  senkreofat  gegen  die  Axe  o,  8ind 
alao  a;,,  a;„  md  dx^,  x,  +  dx„  x^-{-  dx^  die  Goordi- 
naten des  Theflohena  m  su  Anfn^s  und  su  Ende  der  Zeit  dl, 
mithin  dx^y  dx^,  dw^  die  senkrechten  Gomponenten  des  W^- 
dementes  s,  so  ergeben  sieh  die  Gleiohungen : 

(x,  —  A,)  dx,  4-  (x,  —  A^)  dx,  -|-  (x,  —  A^)  dx,  =s  0  , 

4"  ^%       +  =  0  . 

Hieraus  folgt: 

{dx,  =  k  [a,  (x,  —  /i,)  —  a,  (x,  -  AJ\  , 
c/x,  =  A  [a,  (x^  —  A^)  —  a,  (Xj  —  A^j]  , 
dx^  =  l  [a^  (x^  —      —  a,  (x,  —  A^]] , 


1)  Vgl.  diese  Berichte  4869,  pag.  iBi,  und  die  Math.  Ann.  Bd.  3, 
pag.  dso,  insbesondere  aber  die  Math.  Ann.  Bd.  H,  pa^  379.  Ich  gehe 
aaf  dleten  SegenitaiMl  fctar  «m  Nmum  ein,  well  es  mir  iaswlscfaen  ge- 
Inagen  fil»  die  «isinslt  BOgffhene  DarsMIaog  bedeaload  s«  tirelbliMAea. 
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wo  A  noch  unbrkannt  ist.  Erhebt  man  nun  die  Gleichungen  (1.) 
zum  Quadrat,  und  addirt,  so  crhätt  man : 

(2.)  (i5^  =  A*  K^m)»-  l^C;«]." 

MMi  b«iei6laiet  [A  m]  die  Liiiige  der  von  ^  naeh  m  gebenden 
geraden  Linie,  und  (A  C)  die  senkreebte  Projeetion  dieser  Linie 
anf  die  Axe  er;  so  dass  also  i4  Cm  ein  bei  C  reishlwinklfges  Dfeieck 
ist  DemgemSss  ist  {Am)*  —  [Aq*  =  (Cm)*;  wodurch  die 
Pennel  (S.)  ttbergeht  in : 
(3.)  }^{Cm)*. 

Nun  rcprüsenlirl  aber  (Cm)  den  Kadius  derjenigen  Kreis- 
peripherie, längs  welcher  das  Theilclien  m  fortschreitet.  Be- 
zeichnet man  also  die  Zunahme  des  Dn  hunpswinkels  (p  des  Kör- 
pers wahrend  der  Zeit  dt  mit  ^  so  is^  ds  =  (Cm)  d(p.  Dies 
in  (3.)  eiogeseizt,  ergiebt  sieb : 

Sut>8tiiuiri  man  diesen  Werth  von  iL  in  den  Gleichunf^en  \  .\ 
und  dividiri  man  Überdies  dieseU>en  durch  das  lietraobteie  2eü- 
etement  dl,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Salze : 

Sats.  —  Dreht  sich  ein  skurer  Körper  M  um  eine  durch 
den  Punkt  Ä  jätende  feste  Ax$  und  ImnMmet  man  die  Coordi- 
natan  vm  A  und  die  Richtungseosinus  vom  o  mä  A^,  A^y  A^ 
und  a^y  o,,  a,,  so  sind  die  Geschwmdigkeitscomponenten  eines  jed" 
weden  KifrpertkeUchens  m{x^yX^,x^]  dartieUbar  durch  die 
Porwieln: 


(5.) 


^  =  [«t  (J^a  -       -  «»  i^t  -  '^t>]  ^  » 
=  L«.  i^i  -  ^i)  -  «i  (aP.  -  ^JJ  ^  » 


d  w 

Dabei  ist  unter  j>  der  Drehungnomkel,  mithin  unter  die 
WinknlgeKhwindi^jkeä  zu  vergehen. 
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Diese  efnfachen  Dinge  vmngetohiok^  gehen  wir  tihrr  zur 
Belrachtung  eines  Körpers,  der  um  mehrere  Axen  sieh  drelieii 
kann,  wie  das  i.  B.  der  Fall  ist  bei  der  bekannten  CUiDANf  sehen 
Aufhängung  eines  Körpers  mlltelsl  mdirerer  Binge;  *  wobei  als- 
dann diese  Axen  selber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  festliegen, 
sondern  Ton  Attgenbliek  sa  Augenblick  ihre  Lpge  iUidem« 

Um  unserer  Untenochnng  einen,  mö^cbst.  aJ%faBicsn(w 
Charakter  so  verleihen^  wollen  wir.  einea  slamniMrpeir.if  uns 
denken,  dessen  raumliche  Pkwition.  abhängig  ipt  nfpii  jSwct}A]|giir 
menten  ip  und  und  dabei  annehmen,  diese  Abhlingigkeil  sei  von 
solcher  Art,  dass  der  Körper  bei  constant  eriialtenem  &  und 
alleiniger  Aenderung  von  <p  um  eine  Aax  a  sieh  iftiesfti,  Ittr  welche 
tp  selber  den  zugehörigen  Drehungswinkel  repräsenlirt ,  und 
dass  der  Körper  andererseits  bei  constanl  erhaltenem  ff  und 
alleiniger  Aenderung  von  ^  um  irgend  eine  Axe  fi  rotiri^  für 
welche  alsdann  t>  den  Ürehungswinkel  vorsteUl.  Solches  fest- 
gesetzt, wollen  wir  die  Geschwindigk*  ttscomponenlen  irgend 
eines  küri>eriheilchens  m  (Xj,  x,,  .t,)  anüls  lisch  aus/udrUcken 
suchen  für  den  Fall,  dass  ip  und  ^  (jleichzettig  .sich  ändern,  dass 
also  (p  und     beliebig  gegel)ene  Functionen  der  Zeit  sind. 

Da  die  laumliche  Uige  des  Theilchens  m  (.T, ,  rr^,  a-^),  ebenso 
wie  (lif  des  ganzen  betrachteten  Korpers,  nur  \(>n  (f  und  ab- 
hängt, (p  und  ihrerseits  aber  Functionen  der  Zeit  sind,  so  er- 
giebt  sich  s.  B. : 

dx^   hx^  djp      hx^  d^ 


Der  erite  Term  rechter  Uand  reprflsentirt  offenbar  denjenigen 

d  X 

Werth,  welchen  die  Geschwindigkeitscomponente  an- 
nehmen würde,  falls  man  ^  constant  erhalten  wollte.  Alsdann 
aber  würde  die  Bewegung  des  Kttrpers  in  einer  blossen  Dtehung 
um  die  Axe  a  bestehen,  so  dass  also  dieser  erste  Term  nach 
Maassgabe  der  früheren  Formeln  (5.)  folgendermassen  ausdrttck- 
bar  ist: 


hx^ 


wo  u^y  a^,  er,  die  Riahtungsocvinus  der  Axe  er,  und  >1|,  A^y  A^ 
die  CSoordinalen  eines  auf  et  liegenden  Punktes  A  TorBtelleD. 
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In  analoger  Weise  erhall  man  für  den  zweiten  Term  rechter 
Uaod  in  (6.)  die  analoge  Formel : 

13?'  dt       ^-"'^ '  '^'^  -  ^« ' 

wo  (i^^  die  Richlungsrosinus  der  Axt'      und  A/,, 

die  Coordinatrn  eines  auf    liegenden  Punktes  B  vorslellen. 
Substituirt  man  diese  Ausdrtlcko  in  (6.),  so  erhält  man  die 


erste  Formel  des  folgenden  Systems: 

=  K,  +  i2.x,  - 

(7.) 

In  dlesaai  System,  desMn  beide  latataD  FwiMiD  in  iMlogtr 
WeiM  sieh  ergeben,  haben  aladMHi  die  tt%  und  Vt  folgende  Be- 
denlangen: 


(»•) 


d» 


^'  =  "' J  +  '^'  .iT' 

[Ha.)  {  V,  =  {a,A,  -  a,A,)       +  G*.  B,  -  ^  , 

f.  =  K/i,  -  a.^J  ^  +         _  /<,jBJ  ^ . 

Die  Formeln  (7.)  beziehen  sich  auf  das  Zeitelement  f//,  oder 
(was  dasselbe  ist  auf  die  beiden  Zeitaitgenblicke  t  und  l-\-dl.  Um 
die  eigentliche  Bedeutung  dieser  Formeln  (7.)  besser  übersehen 
tu  kaasuBüf  beoierkeii  wir,  öaaa  die  rachlMi  Seiten  derselben 
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für  BS  0,  j»,  s  0,  flp,  aa  0  aof  Vff  r„  flifili  rednoiren,  und  . 
dass  abo  F,,  V„  die  GesehwiiidigkeStaooBipaBeftteB  daajenlspn 
speciellen  MasaentiiendieDs  vorstellen,  welches  im  Angenblieke  t 
im  Anfangspunkte  des  Goordinateiuiystems  (4, 2, 3)  sich  befindet. 
Denken  wir  uns  also  s.  D.  dieses  absolut  feste  Axenaystem  (4 , 2, 3) 
der  Art  gewählt,  daas  sein  Anfangspunkt  im  Augenblicke  t  mit 
dem  MauenmiUelfnmkte  a  des  belraebteten  Kttrpen  coincidirt, 
so  werden  F^,  K„  F,  die  Geschwindigkeitscomponenten  dieses 
Massenmittelpunktes  a  vorstellen. 

Naehtrtiglich  ttberseh«:!  wir  nun  leicht,  wie  diese  hier  an- 
giestellten  Betraohtongen  auf  den  Fall  beMig  vtder  Ai^gumente 
^,  T,  •  •  •  ausdehnbar  sind,  und  gelangen  daher,  Indem  wir 
der  grosseren  EUi&chheit,wiUen  die  Richtungsoosinus  a«,  a«,  a, 
und/!^„j9„  A  mpeotive  mit9(,9>„^|  und  %^i,^t9^i  beieichaen, 
tu  folgendem  Besultate: 

BnH.  —  Die  amgenhUdeUche  PmAhmi  eines  starren  Eorpers  M 
im  Räume  seiabhämffigvon-belieilttg  iMen  Argmmlm^^  ^,  r,  •  •  • , 
cfer  Art^  dai$  4ie  Bewegmtg  4m  Eorpen^  fitUs  i^  einee  dieter 
Argumente  Mi  ändert  ^  in  einer  Drtkung  um  eine  heetimmte 
Axe  hettditf  für  tvekhe  dieses  allein  stcft  ändernde  Argument 
den  xugdiitrigen  Drekungswinkel  repräsentirt.  Diese  Aasen  mögen 
respeetive  die  ip~Axe^  die  ^-Aoce,  die  t-Axe^  u.  s,.w.  genaami 
werden ;  so  dass  z.  die  tp-Axe  di^enige  ist^  um  weldke  der 
Körper  sich  drehen  würde,  falls  imm  nur  allein  das  q>  sUA  ändern 
lassen,  die  iMgen  Argmnente  ^,  v,  •  •  •  aber  constant  erkalten 
wollte. 

Denkt  man  sich  nun  sämmtliche  Argumente  9,  ^,  r,  •  •  • 
m  ^andmi^  begriffen^  nändick  jedes  derselben  als  eine  beliebig 
gegebene  Function  der  Zeit,  so  werden-  für  die  in  solcher  Weise 
charakterisirte  Bewegung  des  Körpers  die  Geschwindigkeitscom- 
ponenten eines  jeden  KörpertheilckeMt  m{x^,  x^,  x^  darstellbär 
sein  durch  folgmde  Formeln  : 


(9.) 


'4  I 
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WO  \\,  \\,  r,  die  Geschwindigkeitscomponenten  des  Massenmittel" 
Punktes  a  des  Kürpera  vorstellenf  während  Si^,  Si^  die  Be- 
deutimgen  haben : 


<r<  + 

dx 
dt 

H"  *  ■  • » 

d^  ^ 

dr 
dt 

•  •  ■ » 

dt 
dt 

//tVr  bezeichnen  (f^,  (p^y  9>,  d/c  /tictofl^scoi^mitf  cter  e6eil<0 
^„  diejenigen  der  &-Axe;  u.  s.  f. 
Dabei  ist  voratageMeizt,  das  der  Betrachtung  zu  Grttnde  ge- 
legte absolut  feste  Axensyslem  (4,  3)  sei  so  gewähllj  dass  sein 
Anfangspunkt  tm  AugenbUdse  t  mit  dem  Massenmitielpunkte  a 
üomcidirt. 

Bemei'kung.  —  Der  Mas<;rnmitte)punkt  ist  hier,  wie  aus  der 
Ableitung  des  Salles  deutlich  hervorgeht,  nur  beispielsweii»e  gewühlL 
Hat  I.  B.  dflr  Ktfrper  dte  Getttll  eliMB  Pantlelepipedums,  so  wird 
der  Salt  auch  dann  noeb  gfUUg  bleiben,  weoD  man  statt  des  Massen- 
miltelpunktes  Irgend  eine  besUmoile  Ecke  dieses  Parallelepipedains 
nimmt. 

Erbebt  man  die  das  Tbeilcben  m  {x^ ,  .r, ,  x^)  betreffenden 
Gleicbungen  (9.)  fum  Quadrat,  und  multiplicirt  man  sodann 
nocb  mit  der  Masse  m  dieses  Tbeiicbens,  so  erbalt  man  s.  B. : 

Summirt  man  jtHzt  diese  Formel  Uber  sänuntlicbe  Tbeiloben  m 
des  g^nsen  Körpers,  so  ergiebt  sieb: 

(44.)  JJm  =  Vi         -f.  ßj  2^«^ä  +  ß|  2^mx}  -f- 

4-  2        ^  ma?,  —  2  \\     2^  mx^  —  2     ß,  ^  mx^  x,  . 

Dieser  Formel  (44.)  liegt,  ebenso  wie  den  Formeln  (9.),  die 
Voraussetsung  su  Grunde,  dass  der  Anfan^punkt  des  absolut 
festen  Axensystems  (4,  3)  Im  AogenbUeke  t  mit  dem  Massen- 
mittelpunkte a  des  Korpers  ooincidirt.  Fügen  wir  nun  su  dieser 
Voraussetsung  noeb  die  binsu,  dass  Im  Augenblicke  I  die  Axen 
des  Systems  (4 , 2, 8)  mit  den  von  er  ausgebenden  HaupttrUgbeits- 
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axen  des  Körpers  xusaminenfallen  sollen,  80  werdeo  oiclH  nur 
die  Relationen  gelten  [Art.  I,  pag.  1 67] : 

sondern,  >vie  aus  der  Theorie  der  Trügheitsmoiuente  ')  sich 
ergiebt,  auch  folgende  Relationen  stattfinden: 

JiJm{xl  4-  a?})  =  Jf,  ,       jS^^i^t     ^  » 

wo  Jf  die  Guammlmasie  des  Körpers,  und  i/« ,  i/«,  i/,  seine 
tfau|>ttrlf^«itfmom0fitobeieicli]ien.  DurdidieselleUitionen  (a.J,  (/^.) 
gewinnt  die  Formel  [{ i .)  die  elnlaehere  Gettalt: 

DesgleioheA  ergeben  sich  die  analogen  Formeln : 

Addirt  man  aber  diese  drei  Formeln,  so  loigt  mit  Attcksicht  auf  {(i,) : 

(42.)      «r  =  MV*  +  Jk.fi;  H-      4-  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  tjanzen  Körpers  bezeichnet,  wUhrend 
V  die  Geschwindigkeit  seines  Massenmittelpunktes  a  repräsentirt. 
Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz: 


4)  Auf  die  Theorie  der  TrHphoilsnnonienlc  hier  näher  eingehen  zu 
wollen,  würde  durchaus  überflüssig  sein.  Denn,  wenn  ich  auch  in  dum 
gegenwärtigen  AafiMtt  ftllerbaiid  «temmtiiri  DlDgt  berOliri  bebe,  so  iai  das 
docb  iraoMr  anr  Intofeni  seMheben,  als  es  nothwendig  war,  nnidie  hier 
darzulegenden  GrundzUge  der  analytischen  Mechanik  in  zus»mincnhMngen- 
der  und  geschlossener  Geslalt  zu  Tage  treten  zu  lassen.  Die  Theorie  der 
Trägheitsmomente  aber  repräsentirt  inmitten  der  Enlwickelung  der  analy- 
tiacben  Meobaoik  ftewlMermasieB  ein«  feste  laaei,  deraa  Aattotaea  itets 
9im  «Nd  iquMf  bleiben  wird,  welche  Gmodlagea  vad  welche  Rieblong 
maa  Jeaer  Batwickalaag  aacb  saerlbeilea  nag. 
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Sali.  —  Bs  sei  oder  MassmUmlMpunkt  eines  sktrrm  Mörpert 
von  der  Gesammtmasse  M.  Ferner  seien  1,2,3  sein»  von  cf  an^ 
gehenden  HaupUrügheitsaxen,  und  M^^  M^^      die  diesen  Axen 

entsprechenden  Trägheitsmomente. 

Die  augenblickliche  Position  dieses  Körpers  im  Räume  sei 
abhängig  von  beliebig  vielen  Argumenten  qp,  ^,  •  •  • ;  und  zwar 
der  Art,  dass  die  Bewegung  des  Körpers,  falls  nur  eines  dieser 
Argumente  sich  (Inder L  in  einer  Drehung  um  eine  hestivjmte  Aoce 
besteht,  für  welche  dieses  allein  sich  ändernde  Argument  den  zu- 
gehörigen  Drehiingswinhel  repräsentirt.  Diese  den  einzelnen  Ar- 
gumenten entsprechenden  Axen  mögen  respective  die  g^'-Axe^  die 
^'Axej  die  t-Anre,  u.  s.  f.  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  nun  alV  diese  Argitmenfe  gleichzeitig  in 
Aendertmg  begriffen,  nämlich  jedes  derselben  als  eine  belielng  ge- 
gebene Function  der  Zeit,  so  wird  die  lebendige  Kraft  T  des  Körpers 
in  jedem  Augenblicke  dieser  Bewegung  darsteUbar  sein  durch 
folgende  Formet: 

(43.)      2r   MV*  +  M,ai  -I-  jr,i2;  +  M^sn , 

wo  Vdie  Geschwindigkeit  des  Punktesa  vorstellt  ^  während 
die  Werthe  haben : 

_  d(f  (10-  dt 

Hier  heMeü^nen  7>,,  ^,  die  RidUungscosintts  der  ^^Axe  tfi 
Bezug  auf  die  Has^itträ^iältaxen  4 ,  2,  3.  Anahge  Bedeutungen 
haben  /br  die  ^Axe.  ü.  s.  f, 

Isl  s.  B.  der  Kttrper  nur  drehbar  um  eine  emsige^  und  zwar 
abBolm  feile  Axe  AB,  und  bringt  man  auf  dkae  Axe  AB  die 
BeiefdinoDgen  q),  ffi,  (px,  ffz  in  Anwendung,  ae redneiren  aidi 
die  AttsdrO€iLe  [4  4.)  anf  ihre  ersten  Glieder;  so  dass  die  Permel 
(43.)  dieQestalterfaXlt: 

(45.)  2r=irF«  +  (if.y;  +  ii,yj  +  ii,yj)(5)\ 
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Bezeichnet  man  den  consianton  senkrechten  Abstand  des  Massen* 
mittelpunktes  a  von  jener  Axe  AB  mil  /,  so  ist  offenbar      2  ^ ; 

so  dass  also  die  f  ormel  [15.J  auch  so  darstellbar  ist: 

:16.)    21=  {Ml*  +  J/.yJ  +  J/.yä  +  M,ip\]  C^'^j'  . 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  r('])rasen- 
lirt  aber  bekanntlich  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Axe  AB.  DemgemHss  ergiebt  sich  folgender 

Zusatz.  —  Befindet  sidi  ein  starrer  Körper  in  Drvhuntj  um 
ein»'  ibsolut  feste  Axe  AB^  so  gUl  für  seine  lebendige  Kraft  1  die 
Formel : 

,:,  »r=ir.,(g)'=M(gf,  . 

WO  fA  =s  Mab  das  TriUjheUsnwmmt  des  Korpers  in  Bexug  auf 
Jene  Axe  ABj  und  ^  die  Winkelgeschwindigkeit  tx^rsUlU, 

üebrigens  kann  man  den  Satz  (13.).  I  i.)  leicht  verallge- 
meinem,  und  gelangt  alsdann  zu  folgendem  Ucsultale: 

Allgemeines  Theorem.  —  Fs  sei  o  der  MasscnmiltelpuniU 
eines  starren  Körpers  von  der  (Mesa/nrndnasse  M.  Ferner  seien 
I.  2,  3  seine  von  o  ausgehenden  JJaupttrüyheitsaxcny  undM^^M^iM^ 
die  diesen  Axen  entspredienden  Trägheitsmoj/ienle. 

Die  augcnblicklicfie  Position  dieses  Karpers  im  Baume  sei  a/>- 
liüngig  von  beliebig  vielen  Argumenten  (D,  0,  ohne^)  dass 
dabei  über  die  Art  und  Weise  dieser  Abhängigkeit  irgend  welche 
Voraussetzung  gemacht  werden  soll.  Alsdann  wird  der  Kurper. 
falls  man  von  all'  jenen  Argumenten  nur  0  all  ein  sich  ändern, 
etwa  um  dO  wachsen  lüssty  um  eine  gewisse  Axe  sich  drehen, 
während  diese  Axe  ihrerseits f  sich  selber  parallel  bleibend,  nach 
irgend  welcher  Richtung  sich  verschiebt.  Diese  Axe  mag  die  0-Axe 
heisse»f  und  der  t/ir  zugehörige  Drehungswinkel  mit  (p  bezeichnet 
sein.  In  analogem  Sinne  mag  beim  Argument  &  von  der  B-Aooe 
und  vom  Winkel  ^  die  Rede  sein.  U,  s,  f. 

Denkt  man  sich  alsdann  atl*  diese  Argumente  (Z> ,  0 ,  •  •  • 
gleichzeitig  in  Aenderung  begriffen ^  nämlich  jedes  derselben 

11  Hierdurch  unterscheidet  sich  das  hier  aDzugebenüe  Theorem  vod 
dem  specielleren  Salze  (<3.},  (U.). 

Matb.-phys.  ClMie  1^.  5 


66 


als  eitle  beliebig  gegebene  Function  der  Zeit,  so  ivird  die  lebendige 
Kraft  T  des  Körpers  m  jedem  Augenblicke  dieser  Bewegung  dar~ 
stellbar  sein  durch  die  Formel: 

(48.)      sr  s  jf  p  H-  M^ai  +  M^sii  +  t 

wo  V  die  Gesd^fomdif^ieit  des  Jpunkies  a  vorstellt,  und  Q^,  Sl^  i2, 
die  Werths  haben: 

(.9.;  fl.„«».g  +  0.g  +  ... 

Hier  bezeichnen  O^,  O,,  (Z),  die  Cosinus  derjenigen  Winkel,  fmter 
denen  die  O-Axe  gegen  die  Axen  4,  2,  3  geneigt  ist.  Analoge  Be- 
deutungen haben  Ö,.  für  die  S-Axe,  IL  s.  f. 

Auf  den  Beweis  dieses  Theorems  werde  ich  übrigens  schon 
deswegen  hier  nicht  nither  eingehen,  weil  ich  ^  on  demselben  im 
Folgenden  keinen  Ge})rauch  machen,  vielmehr  mit  dem  spe* 
cielleren  Satse  (13.)}  (44.)  mich  beg&Hgen  werde. 

§22. 

Utbcr  üe  Bewe^n^  eines  sturren  KUrperg  unter  dem  SfaiMi 
der  Sekwer«,  iMkcMiidere  über  das  Peidel. 

Wir  wolien  in  diesem  Puragniph,  und  ebenso  aueh  in  den 
beiden  folgenden  Faragrapben,  die  Erde  im  Welträume  In  afts»- 
luier  Ruhe  uns  denken,  und  irgend  ein  mit  der  Erde  yeibundenesi 
also  ebenfalls  absolut  unbewegliches  Axensystera  mit  {x,  y,  %] 
beseicbnen.  Glelobieitig  wollen  wir  in  Betreff  der  Schwere  die 
gewttbnlicben  Vorstellungen  acceptiren,  also  annehmen,  dass 
die  von  der  Schwere  auf  irgend  ein  Massentheilohen  m  ausge- 
übte Kraft  ^  mg  sei,  wd  g  eine  Cofifftmte  yorstelH,  und  «bss 
die  Richtung  dieser  Kraft  ebenfalls  constant  sei,  indem  wir  dabei 
in  UbUeher  Weise  der  Worte  verücal  und  horixanial  uns  be- 
dienen. Die  Constanten  Winkel,  unter  denen  die  Richtung  der 
Kraft  mg  gegen  die  Axen  des  Systems  [Xy  z)  geneigt  ist 
mOgen  a,  y  heissen;  so  dass  also  die  betreffenden  Gompo- 
nenien  jener  Kraft  die  Werthe  haben: 

(4.)  mg  cos  a  ,       mg  cos  ß  y  ,    mg  oos  y  , 
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Bringen  wir  nun  die  LxPLAei'Mhen  Differentialgleichungen 
(Art.  I,  pag.  466)  auf  einen  «torrM  Ktfrper  M  in  Anwendung, 
der  unier  dem  Einflus»  dm  Sohwm  wid  unter  den  glekli- 
f eiUgen  Einflnit  irgend  weletar  «MflnreitigBr  HnsMier  Krtlfle 
Y^,  in  Bewegung  begriffm  irt,  so  eriialteii  wir  mit  Kllek- 
siehl  aiif  (4.)  ibigeade  seehs  Fonneln: 


(2.) 


^m^=^mg  cos  a-f-^X^, 
eUi.  «le. 


V  ^  |y  ^  -  _  ^  ^   CO  s  -  3  c  OS  Ä  +       Z^— j  y 


etc.  etc. 


Diese  Formeln  sind,  falls  man  die  GeMmmtmasse  des  Kttr» 
pers  mit  M,  ferner  die  Goordinaten  seines  Massenmittelpunktes  a 
mit  ^,  t^,  u  bezeichnet,  vad  die  bekennten  Relationen  (Art.  1, 
pag.  467)  beachtet: 

auch  folgendermassen  darstellbar: 

^^^tt  =  cos  «;  +  JT-V*  , 


(3.) 


dl' 

etc.  etc. 


etc.  etc. 


Diese  Formeln  (3.)  sind,  was  ihre  rechten  Seiten  betri£fl,  offen- 
bar  von  genau  derselben  Beschaffenheit,  als  bestünde  die  von 
der  Schwere  auf  den  Körper  ausgeübte  Wirkung  in  einer 
einzigen,  den  Koq^er  im  Punitte  rj,  erfassenden  Kraft  mit 
den  Componenten  cos  a.  Mg  cos  ß.  M (j  cos  ;'.  Folglich 
wird  die  durch  diese  Formeln  (3.)  sich  bestimmende  Bewegung 
des  Kör|)ers  ebenfalls  von  derselben  BeschaflVnheit  sein,  als  be- 
stünde die  Wirkung  der  Schwere  in  jener  einen  Kraft;  so  dass 
man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 
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in  tM8  vofi  gimmt  dtriitben  Ax%  «it  wüsn  die  gonat  Maue  ^ 
4ätrpers  CfmcenttiH  In  Hiam  Mi^RücksiAt 
hierauf  pflegt  dieeer  MauenmUteipmkt  hirmoeg  ai$  Schwer'^ 
punkt  dee  Sitrpen  beaeiehnel  m  uxetdm» 

Dies  Torausgesohickt,  ^tlien  wir  tdlMr  tur  Theorie  dee 
PenddSy  d.  i.  snr  Betrachtung  eines  starren  Ktfrpera  Jf,  der 
unter  dem  Einfliss.  der  Schweie  .in  DreliiMg  begriffen  ist 
um  eine  festgehaltene  horisontaIe"Axe.  Irgend  zwei  Punkte 
dieser  Axe  mtfgen  mit  4  und  %  beseiehnet  sein;  und  die  snm 
Festhalten  dieser  Axe  dienenden  K^fte  mOgen  die  Punkte  I 
und  2  zn  Angriffspunkten  haben/  und,  was  ihre  noch  unbe- 
kannten Componenten  betrifft,  mii  x«,  2^  und  X^,  K„  be- 
zeichnet sein. 

Wir  können  auf  das  Pendel  M  ohne  Weiteres  die  Laplace- 
scben  DiflTerontinlgleichungen  anwenden.  Sell)slverstHndlich 
haben  wir  alsdann  sämmtlkhe  den  Körper  M  soUiettirenden 
Süsseren  &rllfte,  also  nicht  nur  die  Schwere,  sondern  auch  die 
soeben  genannten  Kräfte  X, ,  )\ ,  Z,  und  A, ,  ,  in  diese 
Gleichungen  aufzunehmen.  In  solcher  Weise  aber  gelangen 
wir  zu  sechs  Gieichungen,  dm  von  den  Formeln  (3.)  nur  da- 
durch sich  unterscheiden,  dass  A, ,  i^,  und  A',,  )'t>^t 
Stelle  der  dortigen  Y*,  y\  eingetreten  sind,  so  dass  also 
z.  B.  die  letzte  dieser  sechs  Gleichungen  /olgendennassen 
lauten  wird :  '  *  • 


wo  a-j.  y^,  r-,  und  x^^  y„  die  Coordinateu  der  beiden  Punkte 
I  und  2  vorstellen. 

Denkt  man  sich  jetzt  das  mit  der  Erde  verbundene  alisolut 
feste  Axensystem  [x,  //,  z]  der  Art  gewählt,  dass  die  x-Axe 
vertical  nach  unten  gerichtet  ist.  und  dass  überdies  die  a-Axe 
mit  der  horizontalen  Pendelaxe  1  i  zusammenfallt,  so  sind  die 
Coordinalen  //(•  .V^  säiniiillicli  =  0;  ferner  ist  alsdann 
0  =  0,  und  p'  ==  ^  =  i^u  ';  so  dass  also  die  Formel  (4.;  sich 
reducirt  auf: 


(4.)  2^m^ 


X 


dt* 


(5.) 


Google 


Gri.vdzige  der  analyti8gii£.n  Mecuamk.  Art.  II.  6& 

IGl  Beiag  auf  dan  Mpfmmittdpunkt  oder  SohwerpnnU 
<r(|,  in,  ^)  und  lidi  Benig  anf  irgend  enn  KörpertheiUlieii  m(ar,  y,  z) 
mdgem  die  BeteiebmageR  eingefohrt  weide»:. 

(6 )  I  J  =  ^  cos  r/)  ,       I  a;  =  /  cos  (f/)  +  d)  ;  ' 

\if  =  k  sin  qf ,       l  y  =7  '  ein     +  d).,  . 
»  *  • 

Alsdann  repräsentirt  ip  den  t»m'a6/efi  Winkel;  anter  welchem  die 

durch  die  Pendelaxe  i  und  den  ftehwerpunkl?  er  gäiende^bene 

gegendieTerCicdc^ene  sx  geneigt  ist.  AndererseitaafllMr  werden 

X  und  If  d  Canstanten  aein;  und  iwar  beieichnen  X  und  /  die 

senkrechten  Ahe tsnde  der  Punkte  a  und  m  von  der  Pendelaxe. 

Subatituirt  man  die  Werthe  (6.)  in  (5.],  so. folgt  sofort: 

d.  i, 

w6  alsdann  tA  =^ml^  das  Tragheit$monient  des  Korpers  hi 

Bemg  auf  die  Pendelaxc  vorstellt. 

Bemerkung.  —  Wir  haben  hier  von  den  sechs  Gleichungen  'i.) 
nur  die  letste  benutzt.   Bringt  man  gleichzeitig  auch  die  übrigen  in 
.    .    Anwendung,  »o  ergeben  sich  die  Wertbe  jener  uobekanoten  Kräfte 
X,,  y,,  Z|  und  A's.  }\,  Z|,  welch«  smn  Festhalten  der  beiden  Paokte 
1  und  2  erforderlich  sind. 

Wir  haben  hier  vorausgesetxt,  dass  zwei  besamte  Punkte 

4  und  2  des  pendelnden  KOrpers  M  festgehalten  werden.  Fast 
in  ficnnn  dersel]>en  Weise  aber  lässt  sich  aus  den  LAPLAGs'ScheU 
Differentialgleichungen  die  Formel  (7.)  auch  dann  ableiten,  wenn 
der  Körper  M  mit  einer  in  zwei  festen  Lagern  sich  drehenden 
cvlindrischen  Axe  versehen  ist.  falls  man  nur  voraussetzt,  dass 
die  einander  berührenden  Fluchentheiie  des  Gyündecs  und  jener 
beiden  Lager  vollkommen  glatt  sind. 

In  der  That  wird  in  diesem  Fall  die  auf  irgend  einen  Punkt 
^i?  .Vr  'i  ^'on  Seiten  des  festen  Lagers  ausgeUble  Widerstands- 
kraft V,,  }\.  gegen  die  Cylinderobrrflilche  normal  sein.  Ks 
wird  daher  die  in  diesem  Fall  in  der  Gleichung  (4.)  an  Stelle. der 
Güeder  ^^  y^  _  ^  j^^  ^  (^^y^  _  y^jj 

aoftretende  Summe 
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wiedemm  vertchumdm,  firiU  am  wir  die  ji-Äze  dM  GMwdi- 
Datensystems  mit  der  geometriMlieii  Axe  das  in  Aede  steheiideii 
Gylinders  zusaminettliUeii  liwt.  Denn  «Isduin  wird  Ittr  jed- 
weden Punkt  x^,  y^y  S|  der  GyUnderoberflache  und  fOr  die  «af 
denselben  ausgetd[»te  normale  Dmckkraft  Y^^  die  Formel 
stattfindan:         „  . .  ^  _  v  •  r  •  7 

Ändert  Methode.  —  Man  kann  andererseits  zur  Ermittelung 
der  Beweging  des  Pendels  auch  den  SaU  der  lebendigen  Krall 
bentttaen: 

(8.)  dT  =  2J[^ <^ ^  +      y-^Zds^  , 

\vü  alsdann  T  die  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Körj>ers  be- 
zeichnet. Dabei  braucht  man,  zufolge  jenes  Satzes  [vgl.  Art.  I, 
(Nig.  1851,  von  den  auf  die  einzelnen  Körperlheilchen  tn{x,  z) 
einwirkenden  Krüften  A',  )',  Z  nur  diejenigen  zu  berOcksichligen, 
welche  nach  Absonderung  der  CohMsions-  und  Widerstandskräfte 
noch  übrigbleiben,  also  nur  diejenigen  Kriiftc  zu  berUcksichligen, 
welche  von  der  Schwere  herrühren.  Der  Einfluss  dieser  letzteren 
Kräfte  ist  aber  (Satz  pag.  68)  von  genau  derselben  Art,  als  wäre 
die  ganze  Masse  des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  a($,  17,  ^) 
▼efekiigt.  Derogenillas  radiMsiri  iieii  die  Formel  (8.},  mler  An- 
wendung der  Beaefchnnngen  (1.),  auf: 

(9.)  d  7  » (ir^  OOS  er)  d$  +  (ITp  eea    diy  +  (if^  eea  r)  d C . 

Lasst  man  jetat,  ebenso  ivie  Yorliin,  die  x-Axe  vertical  nach  unten 
laufen,  und  die  a-Axe  mit  der  Pendelaxe  insammenfalleii, 
mithin  a  s  0,  und    =  y  =s9(j^  werden,  so  folgt: 

oder,  ttllB  man  ftlr  S  den  Werth  (6.)  und  ftlr  T  den  Werth  (17.) 
pag.  65  aubstituirt: 

d.  i. 

was  mit  (7.]  ttbereinstimmt. 
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Dritte  Methode.  —  Man  kann  schliesslich  zur  Lösung  der 
gestellten  Aufgabe  auch  den  IlAMiLTON  Schen  Satz,  oder  vielmehr 
die  aus  diesem  sich  ergebende  la&aAAGs'sche  DifierentiaigleicbuDg 
[An.  I,]Mg.  4S7]: 

benutzen.  Dabei  ist  hinsichtlich  der  Kräfte  X,  y,  Z  genau  das- 
selbe zu  sagen,  was  vorhin  [beim  Uebergange  von  (8.)  zu  (9.)] 
beoierkt  wurde;  so  dasf  man  also  nil  Atlekaiclit  anC  (!•)  tu 
folgender  Pmoel  gelangt: 

Lttaal  man  jetzt  die  ovAxe  vertical  nach  unten  lauHen,  und  die 
ji^Axe  mit  der  Pendelase  niaammmfaHea,  nuUun  a  s«s  0,  und 
^  SS  /  SS  90^  werden,  ao  üolgt: 

oder,  falls  man  für  S  den  Werlh  (6.)  und  Xur  T  den  Werth  (17.) 
pag.  65  aubatitttirt: 

d.  i« 

was  mit  (7.)  and  (1 4 .)  ttbereinstimmt. 


§23. 

Ueher  die  Bewe^^mig  eineK  ans  zwei  gegen  einander  drehtepen  ' 
Körpern  zasammengesetzten  Pendels. 

Der  pendelnde  Körper  3/  sei  zusammengesetzt  aus  zwei 
Körpern  3Ji  und  ni,  von  denen  der  erstere  mit  einem  in  zwei 
festen*)  Lnsorn  drehbaren  Gylinder  i45  versehen  ist,  während 
beide  Körper  unter  einander  durch  einen  zweiten  C\  linder  aß 
verbunden  sind.  Dieser  Cyl Inder  aß  soll  in  M  fest  eingefüs^t 
gedacht  werden,  andererseits  soll  m  um  denselben  (nach  Art 


i)  Man  vgl.  den  Aolaog  des  vorhergeheodea  Pasagrephs« 


12 


«ines  Rades)  drehbar und  zu  Anfatiiig  um  denselben  m  irgend 
weiche  Rotationsgeschwindigkeil  vefaetzl  worden  sein.  Dabei 
sei  sogleich  bemerkt,  dass  wir  die  geometrischen  Axen  der  beiden 
Gylinder  AB  und  aß  ebenfalls  mit  AB  und  a/^  bezeichnen 
werden,  und  dass  wir  völlig  dahingestellt  sein  lassen,  ob  diese 
beiden  Linien  AB  und  aß  in  derselben  Ebene  liegen,  oder  nicht. 
Ihr  constantet*  Neigungswinkel  mag  mit  x  beseichnet,  und  AB  (die 
eigenlliehe  Pendelsxe)  Aortaontaj  gedaofai  werden. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Bewegung  des  SystesM 
SSt,  m  uBier  dem  Ehiflnss  der  Stofttvere  nnher  ro  nnleniiicbiB, 
unter  der  YoraussetsuDg,  dass  keine  ftaibung  statlfindetr,  das» 
mithin  die  in  jenen  Axen  AB  tmd  aß  einander  beynbrenden 
Flachen  tMsommen  glatt  sind;  Auch  mag,  der  Einfschheit  wiUcD. 
vorausgesetst  sein,  dass  der  Körper  tn  ein  ümdrdiungskitrper  ist 
und  dass  die  Axe  ttfi  Idenliaeb  sei  mit  der  geemelrfseben  A» 
dieses  Umdrehungskdrpers.  her  Maaeimiadfnmkt  a  des  System 
m  wird  alsdann^  wahrend  mnmaß  rotirt,  mit  Bezug  auf  ^ 
stets  ein  und  dieselbe  relative  Lage  behalten,  mithin  als  ein 
Punkt  anzusehen  sein,  der  mit  der  ^asse  des  Körpers  '^M  starr 
verbunden  ist. 

Die  augenblickliche  Position  des  Systems  9)^,  m  hUngt  offen- 
bar nur  von  zirei  Argumenten  ab.  nämlich  von  dt- ii  den  A\en 
Aß  und  aß  entsprechenden  Drehungswinkeln  (f  und  r.  Dabei 
mag  ff  eingeschlossen  gedacht  werden  von  der  mit  )Sl  verbundenen 
Ebene  ABa  und  von  der  durch  AH  gehenden  Verlicalebeoe. 
Andererseits  n)agT  gelegen  sein  zwischen  zwei  durch  a/:^  gehenden 
Ebenen,  von  denen  die  eine  mit  jSH,  die  andere  mit  m  ver- 
bunden  ist. 

Fttr  die  Bewegung  des  Systems  Tl,  nt  gelten  nun,  falls  man 
seine  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet,  die  L^flt^iCGB'scheD 
Differentialgleiehungen  [Art.  I,  pag.  487]: 


i )  Es  soll  also  m  mit  St  in  dertelben  Wels«  verimndeii  seia,  wie  friilier, 
pag.  t7,  ür,  mit  Mi  verbttodoD  war.  Tgl.  die  Ftgar  pag»  74. 
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Dabei  bnuolil  man,  was  die  auf  die  einzelnen  Elemente  m  {x,  tfy  %) 
des  Systems  einwirkenden  Kräfte  A',  \\  Z  betrifil,  nur  dicjenigca 
zu  berücksichtigen,  welche  nach  ÄbsondemngderCohUsions^imd 
Widerstandskrttlle  noeh  ttbtig  bleiben,  also  nur  diejenigen  zu 
berücksichtigen,  welche  von  der  Schwere  herrtthren.  Denkt 
Dan  sich  also  die  x-Axe  vtrticcd  nach  unten  geriehtet,  80  redncuri 
•ich  £.  B.  die  rechte  Seile  der  Formel  (4 .)  auf 

wo  M  =  +  m  die  Gesammtmasse  des  Systems,  und  i'  die 
a:-Coordinate  des  schon  vorhin  genannten  Massenmittelpunktes  a 
vorstellt.  Diese  Coordinate  ^*  ist  aber,  wie  aus  der  Definition 
des  Winkels  (p  folgt,  —  cos  <jp,  wo  X  den  senkrechten  Abstand 
des  Punktes  a  von  der  Axe  A  Ii  ])ezeichnet.  Demgemäss  ergiebt 
sich  fttr  die  rechte  Seite  der  Formel  (4.)  der  Werth: 

g  z—  (i/A  cos     =  —  gMk  sin  (p  . 


Desgleichen  ergiebt  sich  für  die  rechte  Seile  der  Formel  (i.) 
folgender  Werth: 

^  ^  (if^  CO»  ^p)  =  0  ; 
so  dass  also  jene  Gleichungen  (I.),  (i.)  die  Gestalt  gewinnen: 

Beuidtnet  man  die  l«b«adigea  Kriifte  der  beiden  Körper 
9R  und  m,  «inteln  genommen,  mit  X  und  t,  seut  man  also: 

(5.)  r—s  +  t, 

80  ist  [nach  [1 7.J  pag.  65] : 

wo  das  Trägheitsmoment  des  KOrpers  in  Bezog  auf  die 
Pendclaxe  AB  vorsteUl.  AsdererMit»  ist  [nach  (43.),  (U.) 
pag.  64.]: 
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Bier  beseiolmel  m  die  Oeiaiiimtinaiie  4eB  Klirpefs  und  Y  die 
angenblkUiehe  Geidiwiodiglteit  wia«  ManoMBillelpBiiklet  $; 
80  daas  also  dieset  F  den  Werth  baaUrt ; 

wo  l  den  S(  nkrcchten  Abstand  des  Punktes  s  von  der  Axe  A  B 
vorstellt  [vL'l.  die  folgende  Figur].  Ferner  bezeichnen  2,  3 
die  vom  Punkte  5  ausgehenden  HaupttrliirbcMtsaxen  des  Körpers  m; 
so  dass  also  die  A\e  1  als  identisch  angesehen  werden  kann 
mit  aß.   Ferner  bezeichnen  m^^  nti,      die  den  Axeii  4,  2,  3 


entspredienden  HaupUrtigheitomomeiite  des  Küqiers  m ;  so  da» 
also  m,  ist  Endlieh  sind  unter  /2|,  Q^^  folgende  Ans* 
diHoke  in  verstehen : 

dabei  repräsentiren  tp^^  rp^,  (p^  und  t,,  r,,  die  Richtungscosinos 
der  Axen  AB  und  aß  in  fieiog  auf  die  Axen  4,  2,  3;  so  dass 
also  s.  B.  ^  I  =    »  0 

ist.  Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  (7.)  durch  Substitution 
der  Werthe  (a.),  (ß.)  die  Formel : 

(8.)  U  =  m(l^r  -f- «4 (y.^P'  H-  +  m.(yi^P?  +  in,(9^f )•  t 
oder,  was  dasselbe  ist: 

(9.)  2t=  Lm/»4-m//);4-m,r;);+ni/f;]9)'*+«m»y.9?V+my*. 
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Der  Winkel  der  (f  -\\e  A  B  gegen  die  Axe  1  oder  a  fi  ist  der- 
<^lbe.  den  wir  zu  Anfang  dieses  Paragrapbs  mit  x  bezeichnet» 
haben.  Demgemäss  ist  (p^  =  cos  x.  Ueberdies  repräsentirl  der 
in  (9.)  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck,  wit;  man 
leicht  erkennt,  das  Trcigheitsmoment  TttAB  des  Körpers  m  in  Bezug 
auf  die  Axe  AB;  so  dass  man  also  diese  Formel  (9^  auob  so 
schreiben  kaoa; 

(40.)       2 1  =  m^BV'*  -h  Äw,  cos  X  •       +  W^t'*  . 

Nunmehr  folgt  aus  (5.)  durch  Substitution  der  Werthe  (6.) 
und  (!0.): 

(4^.)  2 r  =s  (ü»iÄ  +  mAM)  9  *  +       cos  K  .  9'i  -i-  , 

oder  einfacher  geschrieben : 

(42,)         21=  My'*  -f  2fi  cos  X  .       +  ^t'*  . 
Von  den  hier  auftretenden  Conetenten 

(12  a.)  M  =         -f  m.ui    und  = 

reprlisentirt  alsdann  die  erstere  das  TrägheitsmoBient  des  ganien 
Systems  if  =  3)2  +  m  in  Besag  auf  die  Pendelaxe  AB^  wihrend 
die  letxtere  das  Trttg)beitsmoment  des  Umdrehungsktfrpers  m  in 
Bezug  auf  seine  geometrucht  Axe  a  ß  beseichnet 

Durch  Substitution  des  Werthes  (42.)  erhalten  die  Differenz 
iialgleichuBgen  (3.),  (4.)  die  Gestalt: 

(43.)  tAq>"  +  u  cos  x  •     =  ■—  gMk  sin  y  , 

(44.)  iT-i-eosx  .^"=0; 

woraus,  durch  Elimination  von  t\  sich  ergiebt: 

(M  —    cos*  x)  q}  "  =  —  gMk  sin  g)  , 

d.  i. 

*    '  dt*  M  —  /*  cos'  X  ^ 

Durch  diete  Gleichung  bestimmt  sich  <p  als  Function  der  ZeiL  Und 

solches  absolvirt  gedacht^  bestimmt  sich  alsdann^  mittelst  der  aus 
(44.)  entspringenden  Formel: 

y.«  X  dt  ,  d(P  ^ 

(i6.)  -TT  4-  cös  X  -7~  =  Const.  , 

at  at 

auch  %  als  Fanelian  der  Zeit* 


Um  das  Haupiresuliat  unserer  Untersuchung  hosser  Ober- 
sehen  SU  künnen,  woUen  wir  jetzt  das  gegebene  Pendel  K  s=s  iD2 + m 
fmn  zweiten  Mal  in  Schwingung  versetien,  nachdem  wir  aber 
snvor  die  beiden  Körper  und  nt  zusammengehuhet,  d.  h.  starr 
mit  einander  verbunden  haben.  Alsdann  erhalten  wir  für  dieses 
Pendel  nicht  mt^hr  die  Difterentialglpichung  (l  ö.),  sondern  viel- 
mehr [nach  (7.)  pag.  69]  die  einfachere  Gleichuog: 

wo  sttmmtliehe  Bachstaben  genan  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie 
in  (15.).  Demgemttss  gelangen  wir  durch  Vergleichung  dieser 
Formeln  (F.)  und  [\^,)  su  folgendem  Resultiate: 

Denkt  man  skh  das  geff^)ene  Bendel  »  +  m  wieder» 
holten  Malen  in  S^toingung  vereetxtf  einmtU  unter  der  Voraue^ 
eetstmgf  da^  die  beiden  KiSrper  iD{  und  m  msammen^Mhet  sind, 
das  andere  Mal  unter  der  Vannmetmngi  dass  m  um  die  Axe  aß 
drehbar,  und  su  Anfang  um  diese  Axe  in  irgend- welche  Rotations' 
geschwindigkeit  versetzt  ist,  so  wird  das  Gesetz  der  Pendelbewegung 
in  beiden  Füllen  denselben  Charakter  haben ,  und  nur  einen 
Unterschied  darbieten  hinsichtlich  der  in  ihm  enthaltenen  Constanten. 

Genauer  ausgedrückt :  Geht  man  vom  ersten  zum  zweiten  Palt 
iiber,  so  irird  in  der  Pendelbewegung  ein  Unterschied  eintretengenau 
von  derselben  Art,  als  würe  da^  urspriin gliche  Trägheitsmoment  M 
des  Pendels  plötzlich  um  eine  gewisse  Constante  vermindert  worden. 
Diese  Constante  ist  »  f».  oos*  x,  wo  /4  das  Trägheitsmoment  des 
Umdrehungskörpers  m  in  Bezug  auf  seine  geometrische  Axe  aii, 
tmd  X  den  Neigungswinkel  dieser  Axe  gegen  die  Pendelaxe  AB 
vorstellt.  [Vgl.  die  Figur  pag.  74.] 

§24. 

UeWr  die  Bewe ^an^  eines  Kreisels,  dessen  Spitze  festgehalten  wird. 

Wir  nehinen  die  fc'sti:<  li;iltene Spitze  0  des  Kreisels  zum 
Anfangspunkt  eines  absolut  fc>lon  AxeiiSNStems  (.r,  y.  z],  dessen 
rr-Axe  vertical  nach  oben  laufen  mag,  und  setzen,  was  die  Coor- 
dinaten  ^,  i;,  J  des  Schwerpunktes  a  des  Kreisels  l>etriffl: 

^  =  l  cos  &  , 
{{.)  1^  =  /  sin  ^  cos  ff  , 
  '     ^  =  /  sin  ^  sin  ^  ) 

I)  Man  Tgl.  den  Anfang  des  $  13,  pag.*  6S. 


^  lyui^L,^  1  y  Google 


GbcHBZCGB  DBl  ANALT11BCIIBN  MbCHAIIIE.  AkT.  II. 


71 


wo  /  die  constante  Liiniie  der  Linie  Oo  vorstellt.  Alsdann  wird 
tlie  augenblickliebe  Position  des  Kreisels  im  Rattme  vi^Uig  be- 
stimmt sein  durch  Angabe 
der  drei  Argumente  (jp,  ^ 
und  T,  wo  t  den  Dvehnngs- 
winkel  vorstellt.  Es  soll 
nHmlich  r  denjenigen  Win- 
kel bezeichnen,  unter  wel- 
chem eine  bestimmte  mit 
dem  Kreisel  verbundene 
und  durch  seine  geome- 
trisebe  Axe  Oa  gebend» 
£beae  gegen  die  augen- 
blickliche Meridianebene 
aOx  (d.  i.  gegen  die  Ebene 
des  Winkels  ^)  geneigt  ist. 

Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  wollen  wir  die  Spitze  des 
Kreisels  als  eine  kleine  Kugel  uns  vorstellen,  welche  eingesenkt 
ist  in  eine  auf  der  festen  Horizontalebene  y%  bei  0  sich  vor- 
findende kugelförmige  (resp.  halbkugelförmige)  Vertiefung,  und 
annehmen,  dass  die  daselbst  einander  bertthrenden  PlUchentheile 
voUhommen  (jlatt  sind.  Auch  soll  der  Badius  der  genannten  kleinen 
Kugel  genau  ebenso  gross  sein,  wie  derRadiusjener  kQgelfBnnigen 
Vertiefung;  so  dass  also  der  mit  0  bezeichnete  Punkt  den  gemein- 
schafUichen  Mittelpunkt  dieser  beiden  Kugelflachen  rcpräsentirt. 

Ebenso  wie  in  den  firoher  bMrachteten  Beispielen  werden 
alsdann  bei  den  LAaaANai^sohen  Gleichungen,  und  anch  beim 
Salz  der  lebendigen  Kraft  nur  die  Von  der  Schwere  harrtthrenden 
KrUfte  zu  berttcksichtigen  sein;  so  dass  man  also,  mit  Hinblick 
auf  den  Satz  pag.  68,  und  mit  Racksichtnahme  auf  (1.),  zu 
folgenden  Formeln  gelangt: 


d  M 


dt  b(p' 
d  hT 
{ dt  hi^* 


dt  ^j'  bt'~^ 


<fr«  —  <7J»/rf| ,  d.  f.  7+ ^JII/cos^ÄConst. , 

wo  Jdie  lebendige  Kraft  des  Kreisels,  undi/  seine  Masse  vorstellt. 
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Beielehiiel  man  die  vom  Sohwerpunkte  er  «usgehendeii  drei 
HaupttragheilaBxm  des  Kreisels  mit  4 ,  3,  und  die  entepredieii- 
den  Trfl^eitsmomente  mit  if, ,  if, ,  Jf, ,  eo  ist  die  lebendige 
Kraft  r  des  Kreisels  [Sati(l3.),(U.)  pag.64]  MsdrHekbar  doroh 
die  Formel: 

(3.)  9iT=MV*  +  If,  ßj  4-  M^Q\  Jr  ü^ßj  , 

wo  die  ü's  die  Bedeutungen  haben : 

Q^  *=  9P,  9)'  -f      ^  +  ^i^'  1 
(4.)  =*  y^y'  4-  ^t^'  +  «t»' » 

wllkrend  V  die  augenblickliebe  Gesebwindigkeit  des  Sdiwer- 
puaktes  a  reprlisentirt.  Es  bal  mithia  wie  aus  (4 .)  sieb  er- 
giebt^  den  Wert: 

(5.)  V  =  /•(^'*  +  ff*  sin*  &  . 

Wns  dir  Formeln  (i.)  betrifft,  so  reprasentiron  (f  ^,  rp^, 
die  Cosinus  der  Winkel,  unter  welchen  die  ff  -X\e  gegen  die 
Haupllrügheitsaxen  1,  2,  3  geneigt  ist.  Und  zwar  ist  dabei  unter 
dieser  <^-Axe  diejenige  Axe  zu  verstehen,  um  welche  der  !)♦>- 
Irachtcte  Körper  3/  sich  drehen  Wörde,  falls  man  die  beiden 
andern  Argumente  ^  und  r  constant  erhalten  wollte.  Hieraus 
folgt,  dass  diese  r^-Axe  identisch  ist  mit  der  Linie  Ox  [vgl.  die 
Figurj,  d.  i.  mit  der  x-Axe*  DemgemiJbs  ergeben  sich  f(ir 
SP«>  ^t»  Vi  ^^'^  Werthe: 

g)^  =  cos  t>  ,       9,  =  —  sin  ^  ,  =  0  , 

falls  man  nSmlich  zur  Axe  1  die  geometrische  Axe  Oa  erwählt, 
andererseits  lur  Axe  2  diejenige  nimmt,  w  elche  in  der  Meridian- 
ebene (d.  i.  in  der  Ebene  des  Winkels     liegt.   V^l.  die  Figur. 

Femer  ist  die  ^-Axe  diejenige,  mn  welche  der  Körper  sieh 
drehen  wlirde,  falls  man  die  Argumente  (p  und  r  constant  er- 
halten wollte.   Es  ist  also  diese  ^-Axe  nichts  Anderes,  als  die 
in  0  auf  (l*'r  Meridianebene  (d.  i.  auf  der  Ebene  des  Winkels 
errichtete  Normale.  Hieraus  folgt: 

s=  0  ,      ^,  —  0  ,      ^,  =  4  . 

Endlich  ist  die  r-Axe  die  geometrische  Axe  des  Kreisels,  nSmlich 
diejenige,  um  welche  die  Drehung  des  Ktfrpers  erfolgen  würde, 
falls  man  ^  und  ^  constant  erhalten  wollte.  Demgemass  ergiebt 

T.=1,        T,-0,        »,  =  0. 
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Die  Formeiii  (4.)  gewimiaii  aonrit  die  Gettall: 

=  4-  r/'  cos  ^  4-  x'  , 
(6.)  ß,  =  —  9'  sio  ^  , 

lÄ,  «  ^' . 

Subititnin  man  aber  jatit  die  WerOie  (5.),  (6.)  in  (3.)  und  be^ 
achtet  man  dabei,  daaa  if,  ss  11^  ist^  ao  ergiebt  aioh: 

2  r===  i//^         f/)'*  sin«       ifj^' cos  ^+ 1/,     '  siQ*  ^ -h  y«), 

d.  i. 

(7.)  8r=  (Mi"  +  JfJ  (^'*  +  9  *      ^)  +        cos ^  +  F  j* , 

Da  ea  aioh  nur  mn  die  Beatimnnmg  der  dm'  IJhbakaMiten 
IT  ala  Functionen  der  Zeit  handelt,  ao  kann  man  eine  der 
vier  Gleiebungen  (2.)  z.  B.  die  stoetle  ala  UbecflQaaig  fortlaaaen. 
Die  Qbrigen  «frei  Gleichungen  gewhmen,  weil  T  (7.)  von  tp\  r', 
nicht  abw  von  9,  %  aelber  abhangt,  die  Geatalt: 

-77  i— ^  =  0  ,     d.  1.   ^  =  Cktnst. , 

dt  h(p  '  h(p  ' 

—      =s  a  ,     d.  I.   y-r  =  Conat. , 

nnd:     T  +  ^i'^  cos  ^  s=  Const. , 

oder,  &Ua  man  jetst  ftlr  7  den  Ausdroek  (7.)  wirklich  anbatitoirt, 
folgende  Geatalt: 

(er.)  (Jri*+if,)  q)'8in^&']-M^cos^{(p'eoB&-\-T)^Coii9i.f 

y '  COS  ^+t'  =  Const., 

^J(if/*4-ifJ(y*H-f'W^)+il,(y'ooa^f'j*-h2^/co8^Gon8t. 

Wir  wollen  nun,  was  den  Anfangasuatand,  d.  i.  die  Werthe 
9w  ^»f  IPt»  ^«1  betrifil,  festaelien,  daaa  und  gkwh 
kull  nnd,  daaa  hingegen  üiifasrtt  ^05s  iat^  Mii  anderen 
Worten:  Wir  wollen  festsetzen,  dass  xu  Anfang  die  geomehiiche 
Aase  det  Knüeli  m  Ruhe,  eeim  MaUomgeeohwindigkeit  um  diese 
Axe  aber  ungemein  groit  gewesen  sein  soll.  Alsdann  geht 
a.  B.  die  redUe  Seile  der  ana  (/f.)  aich  ergebenden  Gleicfanng 

9'  cos  ^  4-  T  SB=     coa  + 
tlber  in  r«' ;  so  dass  man  erhält: 
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Mll  Rttoksieht  hierauf  gewinnen  sodann  die  Gleidrangen  (a.)  mid 
':/.]  folgende  GestaU: 

[Ml'  +  M^)  (jp'  söa*  ^  =  JH^  r;  (cos  xV,  —  cos  , 

{Ml*  4-  ü,)  (^'*  H-  y'*  sin«  ^>     Ä^jtfi  (cos    —  cos  ^)  . 

Schreibt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleiehnngen  yon  Neuem 
hin,  und  sdireibt  man  sodann  anöh  diejenige  Gleiehong  liin, 
wels^ie  aus  diesen  beiden  Gtaiolnuigen  duofk  Etotoatlon  Yon  ^' 
entsteht,  indem  man  dabei  jedesmal  [mittelst  der  in  (1 .)  ange- 
gebenen Relation:  l  cos  ^]  die  Variable  S  an  Stelle  von  ^ 
einfuhrt,  so  eihslt  man  nach  elementarer  Rechnung  folgende 
beideo  Formeln: 

dt  "~  Ml'  +  Jtfj  ' 

wo^^,  tlt  n  Anfangswerlh  von  $  reprUsentirt,  während  2/1  folgende 
Gonslaiite  bezeichnet: 

III.;  *'''^2if^(i//*4-  il,)  ' 

Dureft  di0  cfrei  Gleichungen  (8.),  (9.),  (10.)  6estmtfn6fts«cAv,  ^ 
tmd  dat  an  5/6//e  von  0-  eingeführte  §  als  PüneÜOMn  der  Zeit. 
Und  zwar  beiUmnU  sich  S  mus  (4  0.),  sodann  ^  aus  (9.),  und  hierauf 
endlich  T  aus  {S,). 

BemerhMg.  —  Zu  den  Gleichungen  'io.],  (9.),  (8.)  tritt  bei  Bc- 
recdinung  der  von  der  Zeit  althlingendon  Functionen  f ,  (p,  t  sclbst- 
verslöndüch  noch  die  Anforderung  hinzu,  dass  diese  Funcliooen  die 
vorgeschriebenen  Anfangsvserthe  (q,  ^p^,  besilzen  sollen.  Den 
Gleichiingen  selber,  »owie  auch  dieser  Aarorderong,  wird  aber  6e- 
aAg»  geleistet,  falls  man  jenen  Fmelionen  t  fSr  Jedt  btUMge 
Zelt  t  die  Werthe  beUegt ; 

-wie  solches  aus  dem  bloisen  Anblick  der  QlelolniDgen  (10.),  ;9.),  (t.) 
sofort  hervorgeht.  Nun  waren  (jp,,  oder  xvas  dasselbe  ist 
beliebig  gegeben.  Mit  andern  Worten  :  Die  Anfangslage  der  geo- 
metrischen Axe  des  Kreisels  war  eine  beliebig  gegebene,  also  z.  B. 
von  belMigwr  Neigung  gegen  die  Horisontalebenn.  Uad  4lie' beiden 
ersten  der  Gleichungen  {A.)  sagen  also  aus,  dass  die  geometriscbe 
Axe  (lt'<  Kreisels  in  dieser  lieliebig  pecebenen  Anfangslage  /brt~ 
dauernd  verharren  wird ;  —  was  ofleobar  absurd  ist. 
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DiBMi  Abmrdam  kttto  ntlUrncli  aar  dadnrdi  «italBad«n  .Mio, 

dafift  in  unsere  Betrachluiigea  irgeod  ein  Fehler  sich  eingeschlichaii 
hat»  Und  dieser  Fehler  besieht  darin,  i\ms  wir  von  den  vier 
Gleichungen  '2/  die  z\v»>ite  übernussi'^''  forlliessen.  '  Zieht  man 
niinolich  di«'sc  damah  fortj:eIasseiip  (ileicliunt;  mit  in  Betracht,  so 
zeigt  sicii  sufurt,  üa&s  die  Werlhe  (J.)  derselben  nicht  Genüge  leisten, 
das6  dieee  Werthe  also  keinen  Anspruch  damf  haben,  als  die  Uteong 
des  hier  vorliegenden  mechanischen  Problems  angesehen  su  werden. 

l'ni  die  Dinge  weiter  aufzulciären,  diene  folgendes  einfache  Bei- 
spiel. Bewegt  sich  länijs  der  verlical  nach  olx'ti  gerichteten  x-Xxe 
ein  niaterioller  Punkt  m  unter  dem  EinHuss  der  Schwere,  so  gilt  für 
die  Coordinate  x  dieses  Punktes  die  DitXerentialgleichuog: 

Beieichnet  man  den  Anfangswerth  von  x  mit  Xq,  und  nimmt  man  an, 
dass  der  Poniit  sa  Anfeng  in  Aulto  gewesen  ist|  so  folgt  ans  dieser 
Gleichnng  in  bekannter  Weise: 

iV-)  (^«)  ^^^'(•^o-'^J- 

WoIIte  man  nun  von  diesen  beiden  Gleidrangeii  (!/.)>  (^'0  ^ 

erste  „als  überflüssig"  fortlassen,  so  würde  man  zu  dem  absurden 
Resultate  gelangen,  dass.r  tortdauernd  den  constanlen  Werth  bei- 
behält, dass  mitbin  der  betrachtete  Punkt,  tiutz  der  einwirkenden 
Schwere,  fortdauernd  In  Ruhe  bleibt. 

Man  kann  die  Gleichuug  (iO.)  auch  so  schreiben: 

wo  f  lB)  als  Abbreviatur  dienen  sdU  zur  Bi  zeicboung  der  rechten 
Seite,  während  a  und  y  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischea 
Gleichuuis  (gt  _  ^)  _  2^     _      ^  0 

reprasentiren.  Diese  Wurzeln  sind,  weil  die  Gonstante  A  (1 1 
ebenso  wie    ,  ungemein  gross  ist,  entwickelbar  nach  fallenden 

Potenzen  von^l,  und  bei  Vernachlässigung  von  folgender- 

massen  darstellbar: 

(«•)  « _  » 

Lüggi  man  den  trivialen  Fall,  dass  die  Aniinigslage  der  geo* 
metrischen  Axe  des  Kreisels  genao  verücal  ist,  bei  Seite,  so 

ItaUh,'^»,  ClMM  18S8.  S 
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wird  /  (seiner  Definition  zufolge)  Stets  >  mithin  /*  —  IJ 
Slots  ^  0  sein.  Aus  den  mit  der  ungemein  grossen  Gonstanten 
behafteten  Formeln  (13.)  folgt  somit,  dass  a  sehr  tveniy  kleiner 
als  und  dass  aadererselts  /  sehr  gross  ist.  Trügt  man  also 
diese  Gonstanten  or,  y,  sowie  auch  dieCoastanten  /,  auf  irgend 
einer  Axe,  w  olrhe  die  |-Axe  beissen  mag,  als  Abscissen  auf,  so 
entsteht  folgendes  Bild: 


Die  Constanten  a,  ,  y  sind  aber  zugleich  die  Wurzeln  des  in  (4  2.) 
angegebenen  Ausdrucks  f\^).  Demgemüss  wird  diese  Function/][|j, 
welche  für  f  =  —  oo  negativ  ist ,  in  jedem  der  drei  Punkte 
a,  fof  t  Voraeieheii  wechseln,  der  Art,  dass  sie  links  Ton  a 
negativ,  zwischen  a  und  positiVy  zwischen  1^  und  /  negativ, 
und  sodann  rechts  von  /  wieder  positiv  ist  Von  den  beiden 
positiven  Intervallen  ag^  und  yoo  [die  In  der  Figur  durch  be- 
sonders Stoffe  Striche  hervorgehoben  sind]  kommt  das  letztere 
nicht  weiter  in  Betracht,  weil  die  Variable  |,  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  zufolge,  stets  ^  /  bleibt,  in  jenes  Intervall  yoo  also 
niemals  hineingerathen  kann. 

Wahrend  der  Bewegung  des  Kreisels  wird  nun  offenbar 


,  also  nach  (1  i.)  auch  f{Q  beständig  positiv  sein.  Mit  andern 


Worten :  Die  Variable  |  wird,  während  der  Bewegung  des  Kreisels, 
nur  solche  Werthe  annehmen  können,  für  welche  /*(!)  posUivialU 
Und  es  wird  also  dieselbe,  weil  das  Intervall  yoo  nicht  in  Betracht 
kommt,  wahrend  der  in  Bede  stehenden  Bewegung  fortdauernd 
ffft  Intervall  ol^  bleiben,  Ueberdies  wird  ein  Uebergehen  der 
Variablen  $  vom  Wachsen  zum  Abndimen,  oder  umgekehrt  vom 
Abnehmen  zum  Wachsen  nur  in  solchen  Augenblicken  möglich 


sein,  in  denen  l       d.  L  f{S]  verschwindet,  also  nur  möglidi 


sein  In  solchen  Augenblicken,  in  denen  die  auf  das  Intervall  or|, 
beschränkte  Variable  f  einen  der  beiden  Endpunkte  dieses 
Intervalles  erreicht.  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultate: 

Während  der  Bewegung  des  Kreisels  ii  ird  sein  Schwerpunkt  o 
beständig  auf  einer  um  den  festen  Punkt  0  [vgl.  die  Figur  pag.  77] 
mit  dem  Radius  l  beschriebenen  Kuyeipäche  bleiben^  und  auf  dieser 
KugelfUkht  hin  und  her  laufen  zwischen  %wei  einahder  äusserst 


l 


7 
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nahen  HoriMmUaMmeti  |  s  a  und  S  s=  S^.  Auch  wurd  dmer 
Pumkt  9  vom  Sln^  %um  Svnkm  und  umgMhrt  wm  Sinken  ssum 
Steigen  immer  nur  in  iofchen  Augenblichen  Übergehen  htmen,  in 
denen  er  eine  dieser  beiden  Horismtaldtenen  erreicht  Die  beiden 
Kreise^  in  denen  die  Kugelfläche  von  den  in  Hede  stehenden  beiden 
Horizontalebenen  geschnitten  tvird^  mögen  kurzweg  die  beiden 
Hauptkreise  heissen. 

Setzt  man,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren  voraus,  dass  die 
gegebene  äusserst  grosse  Constante  x'^  positiv  ist,  so  wird  das 
Azimuth  (p  des  Punktes  o,  wahrend  seines  Steigens  sowohl  wie 
auch  während  seines  Sinkens,  beständig  im  Wachsen  bejirifl'en 
sein.  Denn  es  sind  —  ^'  und  /*  —  ^  stets  positiv,  und  es  ist 
daher,  mit  Hdcksieht  auf  die  soeben  gemachle  Vürau8SetzuQ|^, 
die  rechte  Seite  der  Fonnel  i'.U  ebenfalls  stets  positiv. 

Um  die  noeh  unbekannte  Bahn,  auf  welcher  der  Punkt  a 
zwischen  den  beiden  Hauptkreisen  >  =  «  und  J  =  'S^  hin  und 
her  geht,  näher  zu  untersuchen,  bedienen  wir  uns  der  beiden 
ans  (42.)  und  (9.)  entspringenden  Formeln: 


1 1 4.)    dt  =  £  ^  — s-rj   —  , 

M5.)  da  =  «  /  YiA  Vlo  —  ?  •  ^5 

^  UP  -  s'}  y  {§  -  o)  iy-S] 

wo  A  die  in  (H.  eingefolirlr  Constante  vorstellt,  wahrend 
i  =  -\-  \  oder  =  —  1  ist,  je  nachdcui  der  Tunkt  <>  im  betrach- 
teten Augenblicke  im  Steigen  oder  im  Sinken  sich  helindi't.  Sind 
fp)]  und  (J  -f-  f/^,  fp  +  d(p  die  Positionen  des  Punktes  a 
auf  seiner  noch  unbekannten  Bahn  in  zwei  auf  einander  folgen- 
den Zeitaugenblieken  /  und  /  -f-  dt,  und  denkt  man  sich  auf  der 
Kugelflaehe  durch  (|,  (p)  einen  Parallelkreis  gezogen  (d.  i.  einen 
Kreis,  der  mit  alP  seinen  Punkten  in  ein  und  derselben  Horizontal- 
el)ene  liegt),  so  wird  das  zwischen  jenen  beiden  Positionen  (n,  </>) 
und  (5  -j-  fp  -f-  d(p'  gelegene  Bahneicintnt  gegen  diesen 
Parallelkreis  unter  einem  Winkel  uß  geneigt  sein,  fOr  welchen 
die  Formel  gilt: 

/  dB 


6» 
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wie  solches,  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Relation  ^  =  /  cos  ^,  sich  leicht  ergidbi.  Uieratu 
folgl  durch  BeouUung  der  Formel  (45.)  soforl: 


(47.)  tga»«-L=l2^El. 

Demgemass  erhält  man  also  für  alle  Bahnpunkte,  die  dasselbe 
$  haben,  aueh  ein  tmd  denselben  Werth  von  tg  w,  abgesehen  vom 
Factor        dz  1 .  und  gelangt  daher  zu  folgendem  Satze: 

Die  auf  der  k'ugclfl  liehe  zwischen  den  beiden  einander  äusserst 
nahen  Hnuptkreisen  ^  =  a  und  i  —  hin  und  hergehende 
Bahn  des  Punktes  a  besieht  aus  einseinen  zu  einander  con- 
gruenten^  respective  symmetrischen  Stücken^  deren  jedes 
vom  einen  Hauptkreise  xum  andern  reicht'  Und  zwar  irird  jedes 
soldhes  Bahnstück  tangential  sein  Mtm  untern  Hauptkreise 
|ssa,  hingegen  orthogonal  sein  %um  obern  Uauptkreise 
I  as  1^.  Denn  aus  (47.)  ergtebt  sich  f  ^  =  0  for  £  =  or,  hin- 
gegen 10  s  90^  fllr  ^  —  Auch  erkennt  man  aus  (17.),  dass 
10  von  I  =  a  bis  ^  =  in  fortdauerndem  Wachsen  be- 
griffen ist. 

Wir  betrachten  irgend  ein  solches  BahnstUck  AB,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Zeit  T  zu  berechnen,  welche  der 
Punkt  o  zur  Durclilaiifuni:  desseli)en  l>raucht,  und  ebenso  auch 
den  Unterschied  </>  der  Azimulhe  der  beiden  Punkte  .1  und  ß 
nnher  zu  bestinnnen.  Liegt,  wie  wir  annehmen  wollen.  .1  auf 
dem  untern  y  und  Ü  auf  dem  o/^t/j  Uauptkreise.  so  wird  der 
Punkt  (/  bei  Durchlaufung  dieses  BahnstUckes  A  B  in  bestandigem 
Steigen  begrillen  sein.  In  den  Formeln  ^1 1.).  (15.)  wird  daher, 
wahrend  dieser  Bewegung,  der  Tacldr  f  fortdauernd  =  4 
sein.    Demgeuiüss  erhält  mau  aus  jeuen  Formeln: 


  So  . 

Zur  Berechnung  dieser  Integrale  mag  nun  an  Stelle  des 
von  o  nach  gehenden  Integrationsargumentes  §  eine  neue 
Variable  w  eingeführt  werden  mittelst  der  Formeln: 
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(a.j  I  —  cf  =  (f,  —  aj  sin*  w  , 

W  =(?i»-a)co8«w, 

(y.)  —  2      —  ff  sin  w  cos  w  dw  . 

Setst  man  zur  «ngenbiiokiichen  Abkttnang: 

so  ist  nach  [13.]: 

(«.)        ^«      "  ^  ^*  '   '^'^^^      —  2i4  —     +  -j ; 
wodurch  die  Formeln  (o.),  (ß,),  (y*)  folgende  Gestalt  erhalten: 


c  sin*  w 


c  cos*  w 


/»  n 

(';.)  fa  -  f  = 

Aus  (17.)  folgt  sofort: 


A  ' 
2c  sin  w  cos  w  </w 


Und  diese  beiden  letiten  Formeln  sind,  mit  Rücksicht  auf  den 
in  (<.)  angegebenen  Werth  von  y,  auch  so  darstellbar: 

^  .      /i  _        //i  _      4.     g>  cos«  w     c«  cos*  w 

Subslituirt  man  aber  die  Werthe  {^.),  (^.),  (1.),  (x.) 
in  (4  8.),         indem  man  dabei  die  höheren  Potenzen  des  sehr 

kleinen  Bruches  ^  vemachlttssigt,  und  beachtet  man  [vgl.  (a.), 

dass  die  Integration  nach  der  neuen  Variablen  w'von  w  s  0 

bis  w     7^  auszufuhren  ist,  so  erhUlt  man : 
2 
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0=^1\%A  /  


oder,  falls  man  die  Integrationen  wirklich  auslnbrt,  and  filr  c 
seine  eigentliche  Bedeutung  [ö.)  substituirt: 


(äo.) 


oder  mit  Btteksicht  auf  (41.): 
(81.) 


Diese  mit  den  sehr  grossen  Nennern  und  A  behafteten  For^ 
mein    I zeigen,  dass  Tnnd  0  sehr  Mein  sind. 

Legt  man  «nlso  durch  den  Punkt  U  einen  Meridian,  und  be- 
zeichnet ninn  das  zwischen  den  beiden  Hanptkreisen  £  = 
und  $  =  tc  gelegene  Slllck  dieses  Mentiums  mit  HC.  so  wird 
nicht  allein  BC,  sondern  ebenso  auch  .1  C  äiisseraf  Llcin  sein. 
Uebrigeus  ist  das  Verhallniss  dieser  beiden  Liuienseguienle  AC 


\ 

L  C 

und  (^U  zu  einander  leicht  angebbar.  Bringt  man  nämlich  ;tul 
das  kleine  Dreieck  ABC  die  aligemeine  Formel  in  Anwen- 
dung, so  erhalt  man : 

lg  il  =  =  \        —  , 

wo  12  den  Winkel  UAC  bezeichnet.   Uieraus  folgt,  falls  mao 
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für  0  don  Werth  2!.),  und  für  5,  —  u)  den  aus  der  etsieti 
Formel  {i'i,}  entspringenden  Werth  suhstituirt:  *.  .• 

oder,  falls  man  für  u  den  Werth  (13.)  einsetzt,  und  nach  fallen- 
den Polenzen  \on  A  entwickelt: 

oder,  falls  man,  wie  liberall  bei  dieser  Untersucbiing  gesebdien 
ist,  die  Glieder  höherer  Ordnyng  vemacblttssigt: 

(««.)  tBfl  =  4- 

Demgeniass  verhalten  sich  [v  gl.  dieFigMr]  die  beiden  Unieo- 
Segmente  AC  und  CB  zu  einander  wie  ji  zu  i. 

Zerlegt  man  also  die  Zone  zwischen  den  beiden  einander 
äusserst  nahen  Hauptkreisen  durch  aufeinanderfolgende  Meridiane 
in  einzelne  Rechtecke^  der  Art,  dass  Jedes  derselben  je  eines  der 
vorhin  besprodienen  Bahnstüdie  in  sidi  fasst,  so  wird  in  jedem 
sollen  Rwhteek  die  horvsenfale  Seite  %u  der  auf  ihr  senkrechten 
Seiie.  sieh. verhalten. wie  3t. zu.S. 

Es  sind  mithin  die  einzelnen  BahnstOeke  nicht  nur  ihrer  Höhe 
nadi,  sondern  ebenso  auch  in  horizontaler  Erstreckung 
äusserst  klein,  Ueberdies  ist  die  Zeit  T  (2 i .),  binnen  welcher 
ein  solches  Bahnstück  vom  Punkte  o  durehlaiufen  wird,  äusserst 
kurz,'  Demgemüsswird  diie Bewegung  des  Punktes  a  zu  bezeu^nen 
sein  als  eine  zwischen  den  beiden  Hauptkreistn  hin  und  her  gehende 
zitternde  Bewegung. 

'Dabei  durfte  ' bemerkenswerth  sein,  dass  diese  Bewegung  von 
AugenbHekenderRuhe  untorbroeh^nistj  dieinsehrkurzen,einander 
gleichen  Zeitintervullen  a%if  einander  folgen.  Ein  sokker  Augen~ 
blick  der  Ruhe  wird  nämlich  jedesmal  eintreten^  sobald  der  Punkt  ä 
den 'ehern  Hduptkreis  erreicht,  um  daselbsl  die' Bewegungs-r- 
richtiing  CB  [vgl.  die  Figur]  mit  der  entgegengesetzten  Richtung  BC 
zu  vertauschen. 

-Es -mag  mir  gestattet  sein  zu  bemerken,  dnss  ich  die  in 
diesem  Paragraph  tlberdcn  Kreist'l  initL!elheilt<Mi  UntcrsiK-hungen 
(l«T  Hauptsache  nach  schon  in  inciiicr  Vorlesung  vom  Winter 
1883j84  vorgetragen  habe.    Neu  hinzugetreten  sind  seit  jener 
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Zeit  nur  die  letzten  eiofacbeD  Betraohtungen  auf  pag.  84, 85,  etc., 
deren  Ergebniss  mich  sehr  tlbemtfehte*  Ztt  dmtllm  Hestütaten 
ist  ttbrigens  aach  Hess  gelangt  in  seiner  sehr  umfangreichen 
und  schatsbaren  Ail>eit  Uber  das  Gyroskop  vom  Jahre  4887 
(Maihem.  Annal.  Bd.  S9,  pag.  563). 

NaehtrigUehe  Baaerkiigt  b. 

Die  Methode,  deren  ich  mich,  Art.  I,  pag.  476,  177,  lur  Ab- 
leitung des  HAMiLTON'schen  Satzes  bedient  habe,  ist  im  Vergleich 
mit  den  früher  ttblichen  indirecten  Methoden,  als  eine  auMsar- 
ordenühh  «cftffna  su  bezeichnen.  Dieselbe  durfte  von  Kvrekhoff 
herrühren.  Vgl.  KiRcraon's  Vöries,  über  Math.  Physik,  1876, 
pag.  25 — ^88. 

Die  sechs  DiiTerentialgleichungen  Art.  I ,  pag.  1 66  bilden 
bekanntlieh  die  Grundlage  der  von  Lapiace  über  den  Schwer- 
punkt des  Weltsystems  und  über  die  invaridile  Ebene  anf* 
gestellten  Sstse.  Demgemüss  habe  ich  mir  erlaubt,  diese 
Gleichungen  kurzw^  die  Laphce'sdien  Gleidiungen  zu  nennen. 
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W.  O.  HmümI»  Doi  el^Orodynamisdie  Geteilt  ein  PimktgeseiM. 
Mit  5  Figaren. 

Es  ist  bis  jetzt  das  elektrodynamische  Gesets  als  in  seinem 
Wesen  gflnzUch  verschieden  von  den  Gesetzen  der  Schwere  und 
der  rahenden  ElektriciUlt  anfgefasst  worden.  Man  hat  bei  der 
Bestimmung  der  Einwirkung  eines  Stromelementes  auf  ein 
anderes  von  Anfang  an  beide  Elemente  in  die  Rechnung  auf- 
genommen. Im  Folgenden  werde  Ich  nun  seigen,  dass  das 
elektrodynamische  Gesets  in  gleicher  Weise  wie  das  Gesetz  der 
Schwere  und  der  ruhenden  Elekiricität  als  ein  sogenanntes 
Punktgesetz  dargestellt  werden  kann. 

Ein  materieller  Ktfrper  Hndert  den  Zustand  des  ihn  um- 
gebenden physikalischen  Raumes  oder  räumlichen  Mitteb  in  der 
Weise,  dass  ein  zweiler  an  einen  bestimmten  Ort  gebrachter 
Körper  eine  Anziehung  zum  ersteren,  in  deren  Betrag  dann  der 
zweite  Körper  mit  seiner  Masse  als  Factor  eingeht,  erfthrt.  Be- 
zeichnet m  die  Masse  des  ersten  Ktfipers  und  r  den  Abstand  des 
betrachteten  Punktes,  so  wird  die  Aenderung  des  Zustandes  in 

diesem  Punkte  durch     ausgedrückt.   In  gleicher  Weise  kann 

man  bei  der  Wirkunii;  des  Klenientes  rfs'  eines  geschlossenen 
Stromes  auf  ein  anderes  Slronioleinent  d  s  zunächst  die  Aenderung 
in  dem  Zustande  des  um  il  s'  liegenden  Uaunies  berechnen,  und 
dann  erst  das  Element  ds  an  den  betrefl'enden  Ort  lej^en.  Ist 
(W  die  Lange  des  Elementes,  t'  die  Intensität  des  in  ihm 
fliessenden  Stromes,  r  der  Abstand  des  l>etrachteten  Punktes 
von  ds'  und  6^'  der  Winkel,  welchen  r  mit  dem  Element  ds' 

I '  d  s'  sin 

bildet,  so  tritt  in  jenem  Punkte  eine  mit  p  proportio- 
nale Aenderung  ein.    Wird  nun  das  Element  ds^  dessen  Inten- 
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sität  t  ist,  und  welches  mit  der  durch  r  und  d«'  gelegten  Ebene 
einen  Winkel  iff  bilden  mOge,  in  den  betreffenden  Punkt  ge- 
bracht, so  tritt  es  mit  dem  Betrage  von  ttf«  cos  ^  als  Factor  sa 
dem  vorstehenden  Ausdrucke  hiniu.  Es  bleibt  dann  nur  noch 
die  Biehtung  sn  bestimmen,  nadi  welcher  der  Antrieb  lur  Be- 
wegung des  Elementes  ds  erfolgt.  Ich  werde  im  Speciellen  die 
physikalischen  Vorgange  bei  dieser  £inwiri:ung  nachweisen  und 
aus  denselben  die  Richtung  der  auftretenden  Krafl  herleiten. 

Um  eine  klare  Einsicht  in  die  elektrodynamisdien  Vorgänge 
zu  erleichteni,  halte  ich  es  fUr  sweckmXssig,  Ton  der  gewöhn- 
lichen Form  des  AnrtaB'schen  Gesetses  ausxugehen. 

§  <• 

Geleitet  von  dem  Bestreben,  dein  für  div  Wirkunij  in  die 
Ferne  aufgeslellUn  GrundsalzL',  d.iss  Wirkung  und  (ies^eu- 
wirkung  stets  einander  gleich  und  nur  entgegengesetzt  gerichtet 
sein  sollen,  zu  genögen,  gelangt  AMPfeRE']  in  Betreff  der  Wirkung 
zweier  Stromelemente  ds  und  ds'  mit  den  Stromintensitöten  t 
und  i'  zu  dem  bekannten  Gesetze 

—  — — -  (cos  €  —    cos  0  cos  0 )  , 

worin  r  den  Abstand  der  beiden  Elemente,  s  den  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  von  ds  und  ds',  &  den  Winkel 
zwischen  r  und  ds  und  sdbliesslich  den  Winkel  zwischen  r 
und  ds^  bedeutet.  Die  Wirkung  erfolgt  in  der  Richtung  der 
Verbindungslinie  r,  d.  h.  von  ds'  nach  ds. 

Als  AnpftRB  nach  diesem  Gesetze  die  Gomponenten  der 
Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Element  berech- 
nete'), erschienen  in  den  Integralen  zwei  Glieder,  von  denen  bei 
Ausdehnung  der  Integration  llber  den  geschlossenen  Stromlauf 
das  eine  wegOel  und  also  nur  das  andere  Übrig  blieb. 

§  2- 

Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Abhandlung  kommt  AmpIbb 
nochmals  auf  dieses  Integral  zurttck'}  und  berechnet  aus  dem 


I)  TMorie  des  pMnomtaes  ^lectrodynuBiqoflS.  Paris,  48M. 
S;  A.  a.  0.  S.  Alf. 
S)  Ebd.  S.  415. 
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nicht  wegfallenden  Theile  die  Wirkung  xweier  Elemente.  Er 
findet  fttr  dieselbe  den  Werth 

I  i'  ds  ds  sin  &'  cos 
^.  Sir*  * 

wo  ^  den  Winkel  bedeutet,  welchen  das  Element  ds  mit  dec 
durch  r  und  das  Element  ds'  gelegten  Ebene  bildet. 

Auf  kttnerem  Wege  erhalt  man  dieses  Gesets,  wenn  man 
von  dem  dureh  AnpftRE ')  aurgestellten  Ausdmck 

ausgeht. 

Es  wird  die  Herleitung  wesentlich  erleichtem,  wenn  ich 
«nvor  die  im  Folgenden  gebrauchten  Bezeichnungen,  soweit  sie 
nicht  schon  zuvor  erläutert  sind,  und  eine  Reibe  von  auftretenden 
Ausdrücken  zusammenstelle. 

Es  seien         z  die  Goordinaten  des  Elementes  ds  , 

x%  ffj  %'  die  Goordinaten  des  Elementes  ds' , 

also 

r*  =  (aj  -  xr  +  (y  -  yV  +    -  , 

II ,  6  ,  c  die  Winkel,  welche  r  mit  den  drei  Goordinatenaxen, 
a,  ß  ,y  dieWinkel,welchedasBlementdsmitdenselbenAxennnd 

a  j  fi'j  '/  die  Winkel,  welche  das  Element  d^'  mit  ihnen  bildet. 
Femer  wird 

—  =s  COS  @ ,  x"?  =  —  cos  0  , 
ds  *  ds  ' 

dr  dr  .        .  dr 

—  =  cos  a  ,  —  =  COS  0  ,  — sseosc, 

dx  ^    dy  'da  ' 


d 

'Ts 


*  r     ,df'       _     Id^^'  dx'     dif  dy'     dz  d z'\  

'dY'^ds  '  ds'       \dsd7'^Jsds''^ds  ds'j  * 


d^r    ,  dr  dr       dx'  , 


f)  S.  110, 
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dVr        i    dr  \ 

— j  =  -         -T-  =s  =  COS  0  , 

ds      %yr  äs 


^Vr__    1         —  A 
äx  dx  gyf 


=  — =  008  a  ,  U.  8.  w. , 


und 


f/M  _  1  /  d*r  <  dr  dr\ 
dsds'     2rVr\  äsäs'      t  äs  ds') 

4  3 

=       -  {—  cos  «  4-^  cos  B  cos  &} 

ir\  r  » 

dx  ds'^^rVr  \  äx  ds'     2  dx  ds'f 

\  3 
=  ^  {—  COS  «'  +  ^  008  O  COS  Ö*}  . 

«rVr  8 

Da  die  durch  das  Gesetz        •  , — — ;  cfi  ds'  ausgedrtlckte 

Kraft  in  der  Richtung  von  r  Hegt,  so  crhult  man  die  Gompo- 
nenten  nach  den  Coordinatenaxen  durch  Multiplicatioa  mit 
cos     cos  6  und  cos  c.   Ks  wird  also 

A  =  — •  j~j-7  ds  ds  cos  a 
yr     ds ds 

oder 

A  s=  4ia«r  a«    ,     •  ,   ,  • 

dx  dsds 


Man  hat  aber  identisch 

(/  \^    d*  V7 

dx  ds' 

Addirt  man  aaf  beiden  Seiten  nochmals  den  Ansdruck 

dVV  f/MV 


dVi^  d*Vr  _  d  UW  d\r\  d\^' 
dx    dsds'     ds'\  dx      ds  f  ds 


dx    ds  ds' 


,  so  wird 


gdVr   d*y7^  d  ldV7  dYr\     dVr   d*Vr     dVr  d*Vr 
dx   dsds'    ds'\  dx  *  ds        dx  'dsds'      ds  '  dxdi 
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Uiernacii  erhalt  man 

Wird  über  den  geschlossenen  Kreis,  zu  welchem  das  Ele- 
ment ds'  gehört,  integrirt,  so  füllt  der  erste  Ausdruck  weg  und 
es  bleibt  dann  nur 

^  ^    \  dx    d9  ds'      ds  '  dxds')  * 

oder  nach  Einselzuiij^  der  oben  angegebenen  Werthe : 

ii'dsds*  f        ,  ,   ^  ^. 

A  =   -  -—5 —  (cos  a  ( —  cos  €  -I-  7;  cos  Ö  cos  0  1  — 

—  cos  Ö  (—  cos  ö'  4-  ^  cos  a  cos  0')}  , 
«     ii'dsds' .  .        iQ        »1  n 

und  demeDtsprecbend 

7=  ^ —  {—  008  €  008  0  +  cos  &  GO8     }  , 

Z  Ä  V— ^       {—  cos  6  008  C  +  cos  0  cos  y  j  . 


1)  Die  Componente  X  geht,  wie  obeo  geieigl,  direct  Uber  in 

dx  didr 


X^Kidt 


\ds'  \  dx       ds  I        ds     dx  ds'\ 


Bei  der  Inlegration  liber  den  geschlossenen  Umlauf,  zu  welchem  das  Ele- 
ment ds'  gehört,  fiillt  das  erste  Glied  des  letzten  Ausdruckes  weg  und  es 
bleibt  übrig 

ii'dsds',    B       ^  ,         _  .  . 

A'  s=  — ^5 —  (—  ~  CO«  &  cos     cos  a  +  C08  9  cos  «')  oebsl 

ii'dsds'       3        _  ^  .         _        ^  , 

y  sB=  — —  {—  ~  cos  ^  cos     cos  d  +  cos  V  cos  ^  und 

Z'  «s  — 3 —  (—  -  cos  ^  cos  ^  cos  c  +  cos  d  cos  /)  , 
weon  zur  Unterscheidung  die  Coniponenten  mit  Accenten  versehen  werden. 
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Vereinigen  wir  die  ersten  und  die  sweiten  Glieder  ge-* 
iondert  m  einer  ResulUrenden,  so  erhalten  wir  iwei  Krttfte,  von 
denen  die  eine  proportional  qos  e  in  der  entgegengesetsten 


Aus  den  obigen  (Ueichuugcn  fur  X,  Y,  Z  ujid  A''.  )  ',  Z'  ergeben 
sich  sofort  die  Poteutiale  zweier  geschlossener  Strome.     Da  nämlich 

SB  —    cos  a  und-^  **  ~  ^  lassen  sich  die  Gleichungen 

nir  die  GoiDpoiieote&  auch  schreiben 

/dl  4i  \ 

A- -  j  U'd.d^       cot.  - -jf  CO.  «-j  , 

Z  -  j  «'d.  d.' (-j^  CO. .  -  ^  C0./| . 
«odobenM  Jl' <>  ii' dtd«*  Ij-^—eoi  9  cos  0'  —  -^  eo.«*) , 


l"_«'d<d<'^2-j-eo.9co«9'  —  •jjco./rl, 

Z' «  ii'd«  d»' U  ^  COS  Ö  COS  ö'—-^  COS/ 1  . 

Bei  der  IntegratioQ  über  den  geschlosseneu  kreis,  zu  welchem  das  Ele- 

dl       dl  dl 

r  r  r 

ment  ds  gehört,  fallen  die  üliedcr  —  cos  cos  ßf,       cos  weg, 

und  es  ergiebt  sieb  dann,  wenn  die  Vorzeichen  entgegengeseUt  geoofDOMii 
werden,  fdr  den  ersten  Fall  das  Potential 

und  für  den  zweiten  Fall 
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BichtUDg  von    und  die  zweite  proportional  cos  6  In  der  Rich- 
tung des  Elementes  ds'  wirkt*). 
Es  ist  nun 

cos  €  SS  cos  a  OOS    +  cos    cos    +  cos  /  cos  /  und 

cos  0  =  cos  a  cos  er  H-  cos  6  cos     -f-  cos  c  cos  ^  . 

Die  diesen  l)eiden  Ausdrücken  proportionalen  Kriifle  sind  zu 
einer  Gesanimlrosullirenden  zu  vereinigen.  Beide  liegen  in  der 
Ebene  r,  ds"  und  bilden  mit  einander  den  Winkel  (180"  —  0'). 
Ihre  Hesuitirende  liegt  duber  ebenfalls  in  der  Ebene  (r,  ds'}, 

§  3. 

Wenn  wir  die  Resuitirende  aus  den  drei  Componenten 
A',  Y,  Z  berechnen  wollen,  so  geschieht  dies  am  einfachsten  auf 
folgendem  Wege.  Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen, 
kann  man  den  Anfang  der  Goordinaten  in  das  Element  ds'  und 
die  Ebene  A'}\so  legen,  dass  das  Element  ds'  in  dieselbe  flUlt 
und  die  Axe  X  durch  die  Mitte  des  Elementes  d*.  geht. 


1  M<'in  verehrter  f!nI!e{:o.  Herr  Pi  of.  \F.rMANK,  sagt  in  der  Vorrede 
S.  VIII  zu  seinem  Werke  ül)er  die  elektrischen  Kröffe  I.  Tlil.,  <873:  ^ülese 
Voraussetzungen  führen,  weil  in  ihnen  die  von  Amp£he  selber  gemachten 
Voravsselxangen  mit  enthalteo  Bind,  nothweodfg  mmAiirtu'sebenOesefz; 
andereraeitB  aber  führen  sie  auch  zu  einer  besUmmtea  Form  des  nodi 
iebleodeo  Gesetzes,  nämlich  zu  folgendem  Ergebnis»: 

Die  resuitirende  Form  des  ehktromotorischen  Elementargesetzes.  — 
Die  elektromotorische  Kraft  Edt ,  welche  ein  Stromelement  i' ds'  in 
irgend  einem  Punkte  m  eines  gegebenen  Conductors  während  der 
Zeit  dt  bervorbringt»  ist  serlegbar  in  swei  Krlfte 

—  A^dt'  — ^  und        d«'  —3-  , 


entere  gerechnet  in  der  Richtang  r  (d«'» — ^  «1),  letztere  gerechnet 
in  der  Richtung 

Die  DifTcrentialion  in  diesen  Ausdrücken  bezieht  sich  auf  die  Zeit,  von 
welcher  die  Lnpe  der  Elemente  nbhönjit.  Nimmt  man  j  '  constant  und  die 
Lage  von  ds'  fest,  so  dass  allein  das  in  m  helindliche  Element  ds  mit  t  ver- 
änderlich ist,  so  erhält  man  für  die  vorstehenden  Ausdrücke  die  Werthe 

^'dx  1' d.s' cos  e       .  A*ds  i' ds' qqs  ^ 
 «  und  1  • 

Setzt  man  die  Constante     =  —  i ,  so  sind  dies  dieselben  Ausdrücke,  wie 

sie  oben  für  die  ponderomotorische  Wirkung  anüei.-eben  wurden,  und  die 
durch  sie  dargestellten  K.r&fte  haben  auch  dieselbe  Richtung  wie  otien. 
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Dann  wiid  a  =  0 ,  ö  :=  c  =  90«;  /sT  x=  »0«  —  a  ,  /  s=  90*». 
Man  erbttU  also 

ii'dsds'  .     ,  . 
A  =  ^  4 —  sin  a  cos  ß 

oder,  da  r  mii  der  X-Axe  zusammenfilUl  und  also  a'  ^  S\ 

„  ii'äsds'  ,    ^  ^ 

y  s  — — —  sm  0  cos  «  , 

/=  0  . 

Hieraus  foigl  fttr  den  Werth  der  Hesullirenden,  abgesehen 
vom  Voneichen: 

„     ii'äsds'  .  — r~i 

/{  =  — ^ —  sin  G  ]  cos*  a  4-  cos*  /J 

ii'dsds  .        .  4 
=  — s-i —  sin Ö  V 4  —  cos*y 

ii'dsds    ,  . 
=  -  ^  ,  —  sm     Sin  y  . 

Es  ist  aber  y  der  Winkel  zwischen  äs  und  der  Z-Axe;  bezeich- 
net den  Winkel,  welchen  ds  mit  der  Ebene  XY  oder  (r,  d«) 
macht,  sodass    ss  90^  —    so  wird 

^    ii'dsds'  .  ^, 
Äs=s — A-ä— sm©  cosi!?. 
zr' 

Da  ^  cos  a  +  —  cos/f  s  0,  so  steht  die  ResnlUrende  senk- 

recht  auf  deni  Element  ds,  und  da  sie  in  der  Ebene  fr.  ds'\ 
liegt,  auch  senkrecht  auf  der  Projectiou  des  Elementes  äs  auf 
diese  Ebene. 

§». 

Auch  fttr  eine  beUdtige  Lage  der  Elemente  ds^  und  di 
lasst  sich  das  vorstehende  Gesetz  in  ahnlioher  Weise  herleiten. 
Es  ist  in  diesem  Falle 

cos  €  =:  cos  er  cos  a'  +  cos  ß  cos  ß*  -\-  cos  y  cos  /  , 

cos  G  =  cos  a  cos  «  -i-  cos  h  cos  ß  -\-  cos  c  cos  , 
cos  6^'  =  cos  a  cos  a'  4-  tJos  6  cos     4-  cos  c  cos  y'  . 
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Seilt  man  ntn  in  die  Oleldiuiigen 

X  =  — ^-j —  {—  cos  o  cos  c  4-  CO»  0  cos  a  J  , 

Y  =  — ^         cos  p  cos  €  +  cos  9  cos  /ST}  , 

„      i  i'  fl  s  <l  s'  ,  .        ^  ,x 

Z  =  —  ^  ,     {—  cos  c  cos  e  +  cos  0  cos  y ) 

die  vorstebeiulen  Warthe  ein,  so  erhäil  mm 

ii'ds  ds'  -         ,  .  .  /V 

A  =5  — ^  ,     {cos  ^  (—  cos  «  cos  (i      toBO  cos  er )  -f 

-J-  cos  y  ( —  cos  a  cos  y'  -f"  cos  c  cos  «'))  , 

ii'dsds*  f  •        .        ,  ,  - 

>  s=  -  —  -  {cos  y  (—  cos  6  cos  y  -h  CO«  c  cos  /f )  + 

-f-  cos  a  ( —  cos  Ii  cos  «'  -j-  cos  a  cos  ^V'))  . 

_      ii'ds  ds'  t         ,  -  .  ... 

Z  s»    ^  ^  —  (cos  Bf  (—  cos  c  cos  er  -h  cos  a  OOS  /)  -h 

;-|-  cos    (—  COS  c  cos     4-  COS  h  cos  ;  '  }  . 
deliTeikt  man  hier*) 

COS  c  cos     —  cos  6  cos  y'  =s  F  cos  X  , 
cos  Ä  cos  /  —  cos  c  cos  a'  Ä=  F  cos  /t  , 
cos  h  cos  a'  —  cos  a  cos  /J'  =  F  cos  y  , 
so  sind      /I,  1^  die  Winkel,  welche  eine  auf  der  Ebene  (r,  d&') 
errichtete  Norrnah;  mit  den  drei  A\en  macht.    Werden  nanilich 
die  drei  (üleiehuni;cn  <h'r  Ueihe  nach  mit  »  oh  a,  cos  6,  cos  c  und 
elu'nso  rnil  cos«',  cos        cos  y'  multiplicirt  und  addirt,  so 
werden  Iteide  Sununen  —  0  .     Ouadrirt  man  die  dn  i  (ilcieh- 
ungen  und  iiddirt  sie,  so  (indet  man  den  Werth  /•'*  =  sin*  6/'. 

Durch  l'üiisetzurisj;  der  Werthe  von  cos  A,  cos  u,  cos  v  und 
des  Werthes  sin  (•)'  =r=     erhäil  man  die  drei  Coinponenten: 

ii'dsds'  sin      ,      «  » 
X  3=  ßcoBr  —  cos  y  cos  fi] , 

ii'dsds'  sin  &'  ,  .  . 

—  [cos  y  OOS  A     CM  acm  v)  , 


2/ 


_     ii'dsds'  sin  Ö'  ,  ^  ix 

Z  =   ^  —    (cos  a  cos  n  —  cos  p  cos  A)  . 

Werden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  cos  a,  cos 
oosy  und  ebenso  mit  cos    cos  ^  und  cos  v  nralUpUcirt  und  addirt, 
so  sind  beide  Summen  =  0.  Die  Resullirende  steht  also  senk- 
recht auf  dem  Element  äs  und  auf  der  auf  der  Ebene  (r,  d$') 

V;  Verpl.  Ami'Kkk  S.  4 37. 
Matb.-phj8.  ClMwe  7 
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errichteten  Normale,  folglich  «ueb  aeokreoki  auf  4er  PrajeetioB 
von  ds  auf  die  genannte  Ebene. 

Ist  tff  der  Winkel  zwischen  ds  und  der  Ebene  (r,  di'),  so 
erhalt  man  ebenso  wie  in  §  3  die  Resnltirende 

„     ii*dtdtt  sin  0'  cos  iCf 

n  =  __j  . 

2r« 
§5. 

Anstatt  die  drei  Gomponenten  A\     I  za  der  ReaulürendeD 
zu  vereinigen,  kann  man  dieselbe  aueh  dureh  Zusammensetzung 
der  beiden  Kräfte  oos  £  und  oos  @,  welche  mit  einander  den  Winkel 
(480<>  —  &)  bilden,  erhalten.  Es  wird  dann  die  BesulUrende 
„     ii  didi  r    •     .      .  ^     ^  ^  ^ 

Ä  =  — t®®*  *  +         0  —  2C0S«C08ÖC08Ö7. 

Es  niügen  in  Fig.  K  die  durch  O,  Ä,  C  gelegle  libene  die 

Ebene  (r,         Ol),  OE,  und 
O  F  die  Richtuniien  von  resp. 
(I  s\  r  und  ils  l)Ozei('linen.  Kr- 
richtet  man  nun  auf  der  Ebene 
(r,  ds')  in  0  die  Normale  OA, 
und  legt  durch  OA  und 
eine  Ebi'ne,   so   ist  dieselbe 
senkrecht  auf  (r,  d«')  und  f  (« 
misst  die  Neigung  ip  von  ds 
gegen  jene  Ebene.   Die  Bogen 
/)F,  FT)  und  FF  messen  resp. 
die  Winkel  e,  G'  und 
Der  Quadrant  AE  steht  ebenso  wie  il  G  senkrecht  auf  d«- 
Ebene  (r,        der  Bogen  d'JST  misst  also  den  Winkel,  welchen 
die  Projedion  des  Elementes  ds  auf  die  Ebene  (r,  ds')  mit  der 
Richtung  von  r  macht 

Aus  dem  bei  (ir  reohiwinkligen  Dreiecke  FGK  erhHlt  man 

sin  PEG  :  4  s=s  sin  ^  :  sin  d  , 


also 


cos  FEG  =r 


sin*  0  —  sin^  i// 
sin*^Ö 


Aus  dem  Dreiecke  DFE  folgt 
cos  s  =  OOS     cos  ö'  —  sin  0  sin  Ö'  cos  FF^^  , 
«08  e  —  €os  0  OOS  — '  sin  @'  Vsin*     —  sin^  tf, 
cos*  «  —  2  cos  ecos  0cos  B'+  cos*  dcos*  &^sm* &{8in* &-an*f,. 
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Es  wird  also 

ii'dsds' 


{OOS*  Ö  —  CM*  Ö  OOS*  Ö'  -h  aiu*  6^'  (sia*  (s^  -  sia*  ^f)} 

— s-i —  si*^  ö>  OOS  V<  • 

In  Figur  2  sei  FI:'  die  Hichlung  von  r,  O  If  dio  Richtung 
von  r/«',  so  stellt  in  dc\\\  P.inillelograinni  OE'UD^  0  E'  die  Kraft 
cos  f  und  Ol)  die  Kraft  cos  (•).  sowie  O// 
die  Resultirende  dar.  Da  der  Winkel 
r)OEr=  so  ist  DOE'  =  \  m'  ^  (')'. 
Aus  dem  Dreieck  E'OH  erhiilt  man 
Oll  :  E  i!  =  sin  Ö'  :  sin  E'Uli  oder 


aysds' 

"  2r* 


folglicb 


sin  ^  eos  1^ : 


ii'dsds' 


COS0 


sio  e'  i  sin  Eon 

siD  EOH^^^-^. 

cos  e/> 


Der  B6gen  in  Fig.  1  misst  den 
Winkel  zwischen  OG  [der  Projection  des 
EleracTil4»s  //ä  auf  die  l^^bcne  (r,  r/s')]  und 
OE  [r],    Fttr  denselben  ergiebt  sich  aus 

dem  Dreiecke  GFE  in  Fig.  4  oos  BOG  ^ 


Fig.  2. 


COS  S 


also  derselbe 


cos  i/;  * 

Werth  wie  fttr  sin  E'OH.  Es  ist  daher  E'i)  U  90"  +  F'Of?', 
oder  E'OU  —  A"06"  =  90".  Die  Resultirende  l\  liegt  also,  da 
beide  Krüfte  cos  f  und  cos  QJ  in  der  Ebene  (;•,  ds)  wirken, 
ebenfalls  in  dieser  Ebene  und  steht  auf  der  Projection  von  ds 
auf  di»«se  Ebene,  nn'thin  also  auch  auf  d  s  selbst  senkrecht. 

Die  Seite  des  Elementes  d&^  nach  welcher  die  Hesultirend(! 
gerichtet  ist,  liisst  sich,  ohne  die  (Komponenten  £U  berechnen, 
durch  folgende  Kegel  linden  : 

Man  denke  sich  in  «lie  beiden  Elenienle  zwei  menschliche 
Figuren  so  g<'Ieut,  dass  ]>ei  jeder  dcrsrlbcn  der  elektrische  Strom 
am  Fusse  ein-  und  am  Kopfe  austritt,  und  wende  beide  Figuren 
so,  dass  jede  derselben  luil  ihrer  rechten  H.n\<l  nach  der  a?uleren 
hingewandt  ist,  so  wirkt  die  Kesultirende  nach  der  linken  Seite 
der  Figur,  wenn  beide  das  Gesicht  nach  derselben  Seite  ge- 
>vandt  haben,  daizegeu  nach  der  rechten,  wenn  die  (iesichter 
beider  Figuren  nach  eulgegengesetotea  Seiten  gerichtet  sind. 

7* 
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§6. 


Betrachten  wir  zunächst  die  Wirkung  eines  geschh)s.seneii 
Stromlaufes  in  dem  Fig.  3  gezeichneten  Kreise.  Die  Ebene 
dieses  Kreisstromes  liege  in  der  A')'- Ebene  und  der  Anfana;  des 
Coordinalensv Sterns  sei  in  (>.  Ks  liege  ferner  das  erneut  ds 
mit  seiner  Mitte  in  der  Axe  A .  Dann  wird  t  =  90"  und  /  =  90°. 


In  der  Fig.  3  gezeichneten  Anordntmg  sind  die  Winkel  a  mid  a' 
negativ.   Miin  erhalt  dann 

(a  —  a)  cos  p  =  H  siu 

ii'dsds' 


A=  — 


2r« 

ii'dsds' 


SIU 


Y  =  -\  sin(a'  — a)cosa  =  -^^^j— ainCs^  oaso, 

Da  bei  der  Integration  nach  ds^  die  Grttssen  cos  a  und 
OOS/?  constABt  sind|  so  handelt  es  sich  .nnr  uro  das  InCa^ 

Ist  der  Halbineaser  4esKreises^  und  (p  der  Winkel,  welcbea 
der  nadi  ds'  gezogene  Halbmesser  ttiit  der  Axe  X  maeht,  so 
wird,  wenn  der  Abstand  OA  des  Elementes  ds  vom  Mittelfwikle 
des  Kreises  »  c  geaetst  wird, 

i         Iii        u»  A    '    rä'        C  COS  W  —  Q 

r*  =     +  ^*  —  zc^  cos  g>  ,    und  sm  0  =  ^  =  , 

folglich  Q^U'  f-J^'  . 

Für  die  l)eiden  Elemente  d  s\  weiche  in  den  von  A  an  den 
Kreis  gezogenen  Tangenten  liegen,  wird  der  ZMhler  des  vor- 
stehenden liruches  =-0;  in  dem  zwischen  diesen  b*Mden  Kle- 
menlen  dem  A  zunächst  liegenden  Theile  des  Kreises  ist  derselbe 
positiv,  in  dem  anderen  Theile  dagegen  negativ. 
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«        V4  — /t»  {c«  +  ^«  — 


Selzl  mao  cos  (p  =  fi,  so  wird 

In  dieser  Form  treten  in  dem  Integral  noch  zwei  Un- 
stetig keiten  für  II  =  -f-  I  uiul  ^1  =  —  1  auf,  da  für  diese  Stellen 
der  Werth  dos  Bruches  unendlich  wird.  Ks  ist  die  Integration 
also  von  ii  =  -{-  1  bis  u  r=  —  4 ,  und  dann  wieder  von  /i  =  —  1 
bis  //  =  -j-  I  auszuführen;  dabei  ist  aber  für  d'w  Integration  auf 
der  zweflen  Hälfte  des  Kreises  die  Wurzel  >  4  —  it^ ,  da  dieselbe 
einen  Simis  darstellt,  welcher  beim  Uebergange  aus  dem  zweiten 
in  den  dritten  Quadranten  sein  Zeichen  wechselt,  negativ  zu 
nehmen. 

Uiernach  wird  dann 

.Y  =  -\-  ids  cos  (i  '  Q  , 
y  =  —  iUs  cos  a  -  Q  f 
Z=  0  , 
und  die  Resultirende 


R  =  ids  Voos*  a  -f»  cos*  ß  >  Q     ids  cot  ^  •  Q  . 

Da  in  dem  Norliegenden  Falle  <!!<•  Wirkunt;  aller  Elemente 
(I s'  in  derselben  Kbene.  senkrecht  auf  ds^  Iheils  nach  dvr  einen, 
theils  nach  der  anderen  Seite  hin  erfolgt,  so  hUtte  man  auch  so- 
fort  die  Resultirende  aus  der  Wirkung  aller  Elemente  üs'  be- 
rechnen können.    Dieselbe  wird 

»      •  j         .  pi'(ls'  sin  0'      .  ,         ,  „ 
Rsstds  Qimip  J  —  ssstdico&ip-Q, 

also  der  zuvor  berechnete  Wertk.  Ihre  Blehluog  bestimini  sieh 
nach  der  firtther  aii%e8tellten  Regel,  wenn  man  beachte!,  dass 
die  mnttehtt  an  df  liegenden  £l«Bkente  wegen  ihfer  grOaseren 
Ntthe  die  sUirkere  Wirkung  austtben. 

Es  ist  ein  efgenthttmllcher  Vorgang,  dass  während  anfangs 
die  Besiehungen  der  Elemente  d^  tu  dem  Element  ds  nament- 
lich durch  das  Bhitreten  des  cos  a  eng  verllochten  scheinen,  sich 
im  Fortgange  der  Rechnung  diese  enge  Beiiehung  wieder  lost, 
und  die  Elemente  ds'  und  das  Element  ds  mit  ihren  Eigen- 
schaften einlach  als  Pactoren  neben  einander  treten. 
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Man  brattcht  bei  der  BmehBung  der  Wirfcmg  des  Kreis- 
siromes  auf  das  Element  d$  snoacbst  g«r  nicht  auf  das 
letztere  Rücksicht  sii  nehmen,  sondera  mir  den  Ort  desselben 
in  Betracht  su  ziehen.  Man  berechnet  den  Werth  des  Integrals  Q ; 
dieser  giebt  für  alle  Punkte  in  der  Ebene,  wetebe  sicii  im  Ab- 
stände c  (Fig.  3)  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  beteden,  die  da- 
selbst  durch  den  Strom  hervcrgebnehte  Verinderang  aB. 
Legen  wir  dann  das  Element  dB  an  den  betreffenden  Ort,  so 
entwiefceli  sich  aus  dem  Efasflnsse  jener.  Yerinderting  auf  den 
in  ihm  vorhandenen  Strom  «in  Antrieb  sur  Bevi  egung,  welcher 
in  der  Ebette  des  Kreises  und  senkreoht  gegen  das  Eleouest  d$ 
auflritt.  Die  Grösse  desselbeu  efhttlt  man,  wenn  man  das  Inle- 
gral  Q  mit  tds  cos  ^  multiplicirt.  Nach  der  früher  angegebenen 
Regel  bestimmt  sich  die  Seite,  nach  welcher  die  Resultlfende 
hingewandt  ist. 

§8. 

Es  fragt  sich  nun,  welches  die  physikalischen  Verlfnder- 
ungen  sind,  welche  der  Kreisstrom  in  seiner  Umgebung  hervor- 
bringt, und  wie  aus  dieser  Veränderung  und  den  in  dem  Ele- 
mente vorhandenen  Strome  die  suletst  erwähnte  Kraft  ent- 
springt. 

In  den  Berichten  der  aiath.-phys.  Qasse  der  Sttobs«  Ges.  vom 
Jahre  4865,  S.7— 30  und  1 866,  S. 2 l9^Si30*)  habe  ich  eine  Theo- 
rie der  elektrischen  Erscheinungen  aulgestellt,  in  welcher  die- 
selben auf  Schwingungen  xurUckgeftthrt  werden,  und  geseigt, 
wie  die  verschiedenen  Yorgünge  der  Elektrostatik,  der  Blektro- 
d)namik  und  der  Induction  sich  auf  diesem  Wege  erUllren  lassen. 
Nach  dieser  Theorie  bestehen  die  elekiriscben  Strome  in  kreis- 
Ibnnigen  Schwingungen  des  Aelhers  nnter  Betbeiligung  der 
materiellen  Moleküle  des  Drahtes.  Die  kreisfsmdgen  Schwing- 
ungen stehen  senkrecht  auf  der  Axe  des  Drahtes,  und  der  Um- 
schwung rrfolgt  je  nach  der  Richtung  des  Stromes  in  dem 
einen  oder  dein  anderen  Sinne. 

Von  den  Elementen  di'  pflanzen  sich  dann  die  Schwing- 
ungen kugelförmig  in  den  umgebenden  Aclher  fort.  Die  Tan- 
gentialgeschvvindigkeil  auf  den  verschiedenen  Punkten  der 
KugeloberiUlche  hängt  ausser  von  der  Stttrke  des  Stromes  und 

0  Vergl.  aoeh  rogeend.  Inoal.  Bd.  ISS,  8.  (40  oml  Bd.  <I4,  S.  SS7. 


uiyiLi^ed  by  Google 


Das  BLSKTRODTRAMMBt  GntTt  IIN  PUNKTGBSBTZ,  lOS 

der  UlBge  des  Aadius  aneh  nooh  von  seiner  Lage  gegen  die  Axe 
des  Umschwunges  ab,  sodass  dieselbe  vom  Aequator  bis  ni  den 
Polen  (Enden  der  Axe)  bin  mit  dem  CSosinns  der  Breite  oder  dem 
Sinus  der  Poidistanz  abnimmt. 

Bezeichnet  T  die  als  Maass  ftlr  die  8tre«MUIrke  dienende 
Tangentialgcschwindiglunt  im  Apr|iintor  im 
Abstände  1 ,  so  ist  dieTangentialgesdiwindig- 
iLeit  im  Punkte  D  (Fig.  4) 

sin  ABD      i'  sin  &' 

Wird  nun  in  den  Punkt  D  das  Element 
(Is  mit  der  Stromstärke  i  gelogt  und  zwar 
zniiarhst  so,  dass  es  in  die  durch  d  s'  und 
und  HD  —  r  gelegte  Ebene  fallt,  so  haben  auf  der  einen  Seile 
von  (/5  die  von  ihm  und  von  ds'  ausgehenden  Sc^hwingungen 
dieselbe,  auf  der  anderen  aber  entgegengesetzte  Richtung.  Die 
Geschwindigkeit  der  das  Element  ds  unigebenden  Aether- 
Iheilchen  wird  daher  auf  der  ersten  Seite  vergrössert,  auf  der 
anderen  vermindert.  Dadurch  entsteht,  wie  ich  in  der  oben 
angeführten  Abhandlung  gezeigt  habe,  eine  Kraft,  welche  in  der 
Ebene  (/•,  liegt,  senkrecht  auf  dem  Elenient  steht,  und 
nacli  der  Seite  hingerichtet  ist,  auf  welcher  durch  das  Zu- 
sanmientrePfen  entgegengesetzter  Bewegungen  die  Geschwindig- 
keit der  Acthertheilchen  vermindert  ist.  Die  Grösse  dieser 
Kraft  ist  idsi'ds' 


Sin  6' . 


Füllt  das  Element  ds  nicht  in  die  Ki)ene  (r,  äs'),  sondern 
bildet  mit  ihr  den  Winkel  i/j,  so  haben  wir  die  um  ds  als  Axe 
erfolgenden  Schwingungen  in  zwei  zu  zerlegen;  die  A\e  des 
einen  bildet  die  Projeetion  von  ds  auf  die  Ebene  (r,  ds'),  die 
A\e  des  anderen  die  auf  dieser  Ebene  errichtete  Normale.  Die 
Starke  der  um  die  Projeetion  erfolgenden  Schw  ingungen  ist  dann 
ids  cos      und  durch  die  Einwirkung  des  Stromes  i'  entsteht 

eine  Kraft  ,  welche  In  der  Ebene  (r,  ds  ) 

liegt,  senkrecht  auf  der  Richtung  der  Projeetion  oder  auf  dem 
Element  ds  steht,  und  nach  der  Seite  hin  gerichtet  ist.  auf 
welcher  die  von  ds'  und  von  der  Projeetion  ds  ausgeheudeo 
äcliwingungeu  eutgegeugißsetxte  Aicbtungen  haben. 
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Gegen  die  um  die  Normale  auf  der  Ebene  (r,  4^  er- 
folgenden S^wiogungeB  verlielten  sieh  die  von  dt'  awayheiden 
Sebwiugungen  ringsum  gleioh,  briagen  also  keine  Ungleieh- 
heiten  in  den  das  £lemeni  ds  umgebenden  AdbersehwiDgungen 
hervor,  nnd  geben  daher  anoh  som  AnAreien  einer  dieses  Ele- 
ment treibenden  Kraft  keine  Veraniassong. 

Die  von  einem  Element  mit  der  SIronstttrfce  t'  auf  eh 
anderes  Element  ds  mit  der  Stromstärke  t  ausgeübte  Kraft  ist  also 

i  ds  C0&  ijj '  t'ds'  sin  & 


Da  die  Kraft  stots  auf  dem  Elemente  senkrecht  steht,  so  hat 
die  von  f/s'  auf  ds  ausgeübte  Wirkung  im  Allgemeinen  eine 
andere  Hichlung,  als  die  von  ds  auf  ds'  ausgeübte.  Für  dies«' 
beiden  Wirkungen  gilt  also  nicht  der  Satz  von  der  Gleichheit 
der  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Dieses  Princip  selbst  aber 
wird  durch  die  Vorgänge  iwisehen  den  elektrischen  Elementen 
nicht  verletxt.  Die  Wirkungen  der  Elemente  auf  einander  sind 
keine  direoten,  sondern  erst  durch  die  Sehwingnngon  vermittelt; 
in  Betreff  der  Wirkungen  der  Aelhertheilchen  auf  einander  be- 
halt jenes  Frincip  seine  Geltung. 

§9. 

Wanden  wir  uns  jetxt  wieder  su  der  oben  in  §  6  berech- 
neten Einwirkung  eines  ebenen  Kreisstromes  auf  ein  mit  sehMr 
Mitte  in  der  Stromebene  liegendes  Element  ds  surttck,  so  seigt 
die  Betrachtung  der  Entwickelung,  dass  das  Integral  Q  die  Be- 
sultirende  aus  den  Geschwindigkeiten  darstellt ,  welche  von 
allen  Elementen  ds'  an  den  Ort  von  ds  tibertragen  werden. 
Diese  Geschwindigkeiten  sind  senkrecht  gegen  die  Ebene  des 
Stromes  gerichtet;  die  auf  BD  £  Fig.  3  gelegenen  TheQe  des 
Kreises  bringen  nach  dem  OrtO  des  Elementes  ds  die  Ge- 
schwindigkeiten fai  der  einen,  die  von  dem  anderen  Theile  BFK 
ausgehenden  in  entgegengesetzter  Bichtnng.  Das  Integral  ^ 
stellt  also  die  Resultürende  aus  allen  diesen  Geschwindigkeiten 
dar,  welche  nach  der  von  ^DE  ausgehenden  Drehungsrichtang 
senkrecht  auf  der  Stromebene  steht. 

Betrachten  wir  jeist  den  allgemehien  in  §  4  behandelten 
Fall  der  Wirkung  eines  belieibig  gelegenen  Elementes  ds'  auf 


.         .  y  Google 


Das  ELEkTRODVMAMlöUUK  (ilüSETI  £h\  PlMKTU£i>KTZ.  Il05 


eiu  Element  ds^  so  wird  sioh  auch  hier  zeigen,  dass  sich  die  Be- 
ziehungen der  beiden  Elemente  so  weil  lösen,  duss  sie  mit  ibrüo 
Eigenschaften  nur  als  Factoren  zusammentreten. 

Die  Gleichungen  lür  die  drei  Gomponenlen  waren 

.1  =  —     ,     {('OS    (—  C08  er  cos     +  cos  ö  cos  et  ]  -f- 

-j-  COS  Y  ( —  cos  a  CO»  y      cos  c  cos  a  ))  , 

ii'dsds'  ,         ,  ,  , 

f  =  — ^— I —  (cos  y  (—  cos  c;  cos  y  -j-  cos  G  cos  ^ )  -h 

+  cos  a  (—  cos  6  4)09  a'  4*  OOS  a  cos  (t))  , 

„      ii'dsds  .         ,  f  .  . 

Z  Ä  — ^ —  (OOS  m  (-*-  cos  e  eos  or  +  OOS  a  cos  /)  -f- 

+  cos    (—  cos  c  cos     -i-  cos  6  cos  /))  . 

Wir  solzcü  nuD 

i' d  s' 

cos  il  =  4-  -^-f  (cos  c  cos  /rf'  —  cos  6  cos  /']  , 
Q  COS  /I  =  +  -oir  (*^^  o  OOS  /  —  cos  c  cos  a  ) , 

Q  cos    =  4-  -q'c  ^^^^  0  cos  u  —  cos  a  cos  (i )  . 

Die  Werlhe  sind  nur  abhängig  von  ds'  und  der  Lage  des 
Ortes,  an  welchen  sputer  das  Element  ds  liingeselzt  werden 
soll.  Q  bedeutet  also  eine  Hesullirendc,  deren  Hichtung  durch 
die  Winkel  Ä,  /i,  i/  bestimmt  wird,  und  deren  Grösse  sich  crgiebt 

Q  s=  — ^  '^i"  ^  •  Dieser  Ausdruck  ist  die  von  ds'  an  den  be- 

trellenden  Ort  übertragene  (ieschwindigk(Ml,  ()  auf  der 
Ebene  (r,  ds')  senkrecht  steht.  Die  obigen  Ausdrücke  O  cos  A, 
Q  cos  II .  Q  cos  V  bedeuten  also  die  Gomponeutea  der  Ge- 
schwindigkeit Q  nach  den  drei  Axen. 

Legen  wir  nun  das  Element  ds^  wekhcs  mit  den  drei  Axen 
die  Winkel  ct.  (i.  y  bildet,  an  den  betretlendco  Ort,  so  erhallen 
wir  die  Gomponenten 

X^idsQ  (eos  ß  cmv  ^  w&y  oos  fi) , 
Y  r=  ids  Q  (eos  /  oos  A  —  oos  o  cos  , 
ZssiidsQ  (cos er  cos  ^  —  009    cos  it)  • 
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Hieraus  folgt,  wenn  tfj  den  Winkel  zwischen  d$  und  der 
El)enc  (r,  ds')  bedeutet,  die  Rcsultirende 


R  sss  idg  eo$  ^  '  Q 


ids  cus  ip  •  i'ds'  sin  Q' 


2r 


Diese  Resullircnde  liegt  in  der  Ebene  (/',  ds']  und  steht 
senkrecht  auf  ds  oder  seiner  Projoction  auf  die  Ebene  (?*,  ds']. 
Dies  ist  al>cr  genau  die  Rcsultirende,  welche  entsteht,  wenn  das 
Element  i'fh  an  d<Mi  Ort  gelegt  wird,  wo  die  rcsultirende  Ge- 
schwindigkeil  Q  war.   Es  entsteht  durch  das  Zusammentreffen 

der  Schwingungen  eine  Kraft  ids  oo«  (/^  y  welche  das 

Element  ds  in  der  auf  ^  senkrechten  Ebene,  in  der  auf  ds  senk- 
rechten Richtung,  nach  der  Seite  hin  treil)t,  wo  die  von  ds* 
und  ds  ausgehenden  Schwingungen  einander  entgegengesetzt 
sind. 

(ieiiau  ebenso  ISsst  sieh  die  Aufgabe  behandeln,  die 
Wirkung  eines  beliebigen  gcsclilossenen  Stromes  auf  ein  Ele- 
iiM'iU  ds  zu  bestinunen.  Auch  hi<'r  lassen  sich  wietlcr  in  den 
<:<Mii{)onentt  n  A,  Z  die  auf  ds  und  auf  ds'  bezüglichen 
Grössen  tr«Minon. 

Setzen  wir 

Q^ss  ^J*    ^  (cos ccos/^  —  oo86ce8/)=sQooait, 

=  ^J*  ~f~  (cos  a  cos  ■/  —  cos  c  cos  a)  =  Q  cos  , 

-^J        (cos  6  TOS  o'  ~  cos  a  cos  ß')  ^  Q  eosp , 

so  ist  Q  die  Hesultirende,  wclclic  rnit  den  drei  Axcn  die  Winkel 
/,  V  macht.  Dieselbe  stellt  die  Resnltirciulc  der  von  allen 
Eh'menten  ds'  an  den  Ort  von  ds  übertragenen  lieschw  indig- 
keiten  dar.  und  Q^.  Q^^  sind  die  drei  Goroponenten  dieser 
Rcsultirendcn. 

Bilden  wir  nun  die  Coniponenlen  \,  Y,  7,  so  erhalten  wir 
1  =  ids  Q  (cos  ft  cos  v  —•  cos  y  ooa  fi)  ^ 
Y^idsQ  (cos    cos  it  ~  008  a  008  f') , 
Z^idsQ  (oos  a  OOS  fc  —  cos  jfiP  OOS  A) . 
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Bezeichnet  if'  den  Winkel,  welflicn  das  Element  fis  xn'ii 
einer  auf  Q  seDkrecbtcn  Ebene  P  macht,  so  wird  die  Resul- 
lireude 

Ii  =  /  äs  cos  ip  •  Q  ^ 

und  iwar  liegt  dieselbe  in  der  Ebene  P  und  steht  senkrecht  auf 
der  Projection  von  ds.  auf  P  und  ebenso  auf  cf«  selbst. 

Dies  ist  aber  wieder  genau  der  Vorgang ,  wie  ihn  die 
Schwingung^theorie  fordert»  Q  ist  die  Resoltirende  aus  den  von 
sammtliehen  Elementen  d$*  an  den  Ort  des  Elementes  ds  über- 
tragenen Schwingungen.  Legen  wir  nun  das  Element  ids 
den  betreffenden  Ort,  so  haben  wir  dasselbe  auf  eine  gegen  Q 
senkrechte  Ebene  P  su  projiciren*).  In  dieser  Ebene  entsteht 
Sann  durch  das  Zusammentreffen  der  von  dem  geschlossenen 
Strome  und  dem  Elemente  ds  ausgebenden  Schwingpmgen  eine 
Kraft  ids  cos  ip  *  Q,  welche  auf  ds  und  seiner  Projection  auf 
die  Ebene  P  senkred&t  steht  und  nach  der  Seite  gerichtet  ist, 
wo  die  von  dem  geschlossenen  Strome  und  von  ds  ausgehenden 
Schwingungen  entgegengesetzte  Richtungen  besitxen. 

§1«. 

Zum  Schluss  will  ich  noch  den  Fall  behandeln  ,  wo  ein 
ebener  kreisförmiijer  Strom  auf  ein  Element,  welches  in  seiner 
Axe  in  einem  gegebeneu  Abstände  liegt,  einwirkt. 

1)  Die  ol)en  mit  /'  hf/eii  hnclc  Khene  hat  sohon  (iiu<<\i\nn  in  soiner 
Abhandlung  „Zur  bicklrudynaniik  -  (Journal  für  ruinu  und  angewandte 
MalhemBtik  Bd.  SS)  bemerkt.  Er  tagt  daselfaet  d;  68 : 

Wenn  ein  beliebiger  geschlossener  Strom  im  Raome  gegeben  ist,  so 
gieht  CS  zu  jedem  I'unlite  A  eine  l)cstimmtc  Ebene,  die  man  durch  A 
Ziehend  annehmen  und  die  Wirkungsebene  des  Stromes  in  Bezuj;  auf  den 
Punkt  A  nennen  kann,  und  weiche  die  Eigenschaft  hat,  dass  jcde»>  von  A 
•lugehende  Stromeiein?nt  [b]  erstens,  wenn  es  aof  dieser  Bbene  senkrecht 
steht,  keine  Einwirkung  durch  den  Strom  erführt,  zweitens,  wenn  es  schrilg 
darauf  steht,  dieselbe  Wirkung  erleidet,  wie  seine  (senkrechte)  Pro- 
jection auf  diese  Ebene  erleiden  wiirde,  drittens,  dass  die  Kraft,  die 
CS  erfährt,  in  dieser  Ebene  liegt  und  auf  der  Projection  des  i>tromcle- 
mentes  und  also  auch  auf  diesem  selbst  senkrecht  steht,  und  viertens,  dass 
wenn  g  die  Krafl  ist,  welche  jenes  von  A  ausgehende  Siromeleoient  b  In 
irgend  einer  Lage  erfahrt,  und  sich  die  Projection  (fc,)  des  Stromelemontes 
auf  die  W^irknnysphein«  um  irgend  oinen  Winkel  in  dieser  Ebene  dreht, 
dann  auch  die  krafl  y  ohne  ihren  Werth  zu  verUnderu  sich  um  denselben 
Winkel  dreht. 
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ausgeht,  so  würde  obwohl 
sin  0/  =  1  ,  selbst  bei  der  An- 
nahme, dass  ds  mit  der  Axe  X 
parallel  liegt,  doch  die  Rech- 
nung sehr  umständlich  werden, 
da  die  von  jedem  einzelnen  Ele- 
mente ds'  auf  d s  ausgetlbte Kraft 
von  Element  zu  Element  ihre 
Grdsse  und  Richtung  ändert, 
wobei  sie  doch  immer  senkreck^ 
Y  gegen  d<  bleibt. 

Einfacher  gestalte!  sich  die  Rechnung,  wenn  man  luerstdie 
Gomponenten  X,  Z  berechnet.  Ziehen  wir  zuerst  von  aUeo 
Punkten  des  Kreises  (Fig.  5)  vom  Halbmesser  ^  Linien  nacb 
dem  Orte  C  des  Elementes  ds^  fso  bilden  dieselben  einen  Kegel 
Es  sei  0  der  Abstand  OC,  und  c  der  Winkel,  welohen  eine  Seite 
des  Kegels  mit  der  Axe  macht,  so  ist  der  Winkel,  welchen  r  bei 
allen  Elementen  ds'  mit  der  Z-Axe  bildet,  =  c.  Ist  der  Winkel 
swisohen  OB  und  X  gleich  (jn,  so  isl  der  Winkel  a'  <=s  90*^  +  <f  : 
mz  (f,  y' »  9«o,  es  wird  also 

cos  o'  =  —  sin  9,  cos  ß'^  cos  ^,  cos  /  =  0  . 

Weiter  ergiebt  sich 

cos  a  :=  sin  c  oos  9?,  cos  6  =  sin  c  sin  9»  • 

I '  p  cos  c  /* 

Das  Integral  <?,  wird  dann  +  -  ^      J  cos  cpdq) , 

i'g  sin  c  /• 


Die  beiden  ersten  Integrale  geben  zwischen  0  und  ge- 


nommen den  Werth  ^  0,     wird  »  + 

sultircnde  Q  =  (J^  liegt  in  der  Axe  /. 


i  .i  g  sin  c 


Die  Re- 
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Wird  nun  das  Element  an  den  Ort  C  gelegt,  und  sind  die 
von  den  drei  Axen  gebildeten  Winkel  a,  ^,  so  werden  die 
drei  Gomponenten 

y          ids  i'jsQ  sin  c  cos  ß 

  ids  i'ifff  sin  c  eos  a 

*  -  fi  » 

2=0  , 


also 


ids  t'no  sin  c  eos^p 
H  =  k  • 


Gehen  wir  von  der  Theorie  der  Schwingungen  aus,  so  lasst 
aich  das  vorstehende  Resultat  fast  aus  der  blossen  Anschauung 
enlnehmen. 

Alle  von  den  Elementen  ds'  an  den  Ort  von  ds  fiberlragenen 

i'ds* 

Geschwindigkeiten  von  der  Grdsse  — j-  stehen  senkrecht  auf 

der  durch  C  und  ds'  gelegten  Ebene  und  sind  einander  gleich. 
Sie  bilden  mit  der  Axe  Z  einen  Winkel  s  90^  —  c.  Zerl  egon  wir 

i'ds' 

jede  Geschwindigkeit        in  eine  nach  2  gerichtete  und  in  eine 

mit  der  Ebene  XY  parallele  Gomponente,  so  heben  sich  die 
letsteren  Gomponenten  auf  und  es  bleiben  nur  die  nach  Z  hin 
gerichteten  übrig,  deren  Summe  mH  Hinmfttgung  des  Factors  ^ 

=  *  ^^^^^^  jgj^    Wird  nun  das  Eiemeat  ds  an  den  Ort  C 

gelegt,  so  entsteht  eine  in  der  auf  Z  senkrechten  Ebene  liegende 

und  auf  (i^  senkrecht  stehende  Kraft  *  ^Q^c 

zwar  gerichtet  nach  der  Seite  von  <f  auf  welcher  die  von  dem 
kreistormigen  Strome  und  die  von  d  s  ausgehenden  Schwingungen 
entgegengesetst  gerichtet  sind. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  dfd-ften  es  vrohl  recht- 
fertigen,  wenn  ich  der  Ansicht  Ausdruck  gebe,  dass  die  von 
mir  aufgestellte  Theorie  den  wirklichen  Vorgängen  entspricht. 
Die  Rechnung  stellt  in  allen  Beriehnngen  vollständig  und  genau 
die  aus  den  Schwingungen  sich  ergebenden  Torgttnge  dar. 
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S.  Pnehaiil,  lieber  Eiektrolifw  de$  fImoU  mit  WechseUirmen. 

Vor  etwa  vier  Jahren  habe  ich  in  einer  Abhandlung  über 
aElehirolyscn  und  ElakiroflynAhesen«*)  miigethaflt,  4ass  bei  der 
Elektrolyse  einer  wttssrigen  Ltfsung  von  Phenol,  schwefelsaurer 
und  doppeltkohlensaurer  Magnesia  mit  Wechselströmen  ausser 
der  erwarteten  PhenoUliherschwefcIsäure  auch  eine  Aniahl  an- 
derer Prodttcte  entsteht,  von  denen  ich  diqjanigeni  welche  nach 
dem  Abdestilliren  des  unangegriffenen  Phenols  in  der  wtfssrigen 
Losung  surttcl:geblieben  waren,  ebenfalls  untersucht  hatte.  Schon 
damala  war  es  mir  aber  aufgaCsUen,  dasa  dss  abdeatiUirte  Phenol 
einen  etgenthQmlicheni  nicht  tuumgenehnm  Geruch  besasa, 
welcher  auf  die  Anwesenheit  eines  anderen  Köipeis  hinsudeuten 
schien;  ich  habe  deshalb  später  dieses  Phenol  naher  untersucht 
und  will  die  gewonnenen  Resultate  im  Folgenden  kurs  mittheilen. 

Das  erwifhnte  Destillationspiodnnt  war  eint  wisarlgePltlasig- 
keit,  in  welcher  tflige,  etwas  rttthlich  geHlrbte  Tropfen  herum- 
schwammen; durch  Zusats  von  Natronlauge  wurden  dieselben 
groasentheüs,  aber  nicht  vtfUig  in  Uisong  gebracht,  worauf  der 
tM'genthOmUche  aromatische  Geruch  stXrker  hervortrat.  Nun  w  u  rde 
das  Ganze  mit  kleinen  Mengen  AetherausgescbtltteU,  die  ätherische 
Lösung  mit  Ghlorcaicium  entwässert,  filtrirt  und  fractionirt.  Bis 
400^ginghauptsnchUchAether  aber,  von  100 — 174"  nur  wenig, 
von  174—180*'  die  grdsste  Menge  (II),  von  480— ISO""  der  Rest 
(III),  im  K.Olb<^en  bitten  nur  ein  paar  braune  Tropfen.  II  undül  . 
besassen  einen  etwas  unangenehmen  Geruch,  der  aber  auX  lüsaU 
von  etwas  Natronlange  verschwand  nnd  einem  angenehmen, 

1j  Juurn.  r.  prakt.  Cbem.  (i)  19,  ii9. 
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pfi^6rinmsähiibolie&IHatomaclite;beideFrac^^  noch 
elwa»  PheDol  in  enthalten,  wenigiBtess  tUrbte  sioh  ihre  wfiwrise 
Lttftung  mit  Eisenchlorid  schwach  violett.  Beide  wurden  daher 
vereinigti  in  einem  Scheidetricbter  in  wenig  cono.  Natronlange 
gielosi  und  durch  Zuaatx  von  Wasaur  theflweiae  wieder  als  Gel 
ah^schieden;  die  von  diesem  getrennte  wässrige  Flllaaiglteit 
wurde  [unter  Zuaats  eines  Stücfceheoa  Zink  um  dies  Stosaen  an 
vermeUen]  abdestillirt  bis  keine  Oeltroplen  mehr  llbergingen, 
dann  wurde  das  DestUlat  xu  dem  durch  Wasser  abgeschiedenen 
Oel  gegeben  und  im  Scheidetriohter  unter  Zusata  von  etwas  Aether, 
welcher  die  Klärung  wesentUch  loderte,  absitsen  gekissen.  Die 
tttherische  Lttsung  wurde  sodann  duvehCUorDalcium  eniwssaert 
und  destillirt;  nachdem  der  Aether  entwichen,  ging  die  Übrige 
Flüssigkeit  zwischen  153°  und  478^  ttber.  Die  wüsarige  Lösung 
derselben  gab  mit  Millon's  Reag^s  schöne  Roth-Purpurfürbung, 
mit  Bromwasscr  einen  Niederschlag,  aber  mit  Eisenchlorid  keine 
Färbung.  Durch  fractionirte  Dcstillalion  konnte  die  geringe  Menge 
Flüssigkeit,  welche  nach  den  anj^t  fdhrten  Ueactionen  noch  etwas 
Phenol  zu  enlhaltcn  schien,  nii-lil  zerlegt  werden;  eine  Analyse 
derselben,  welche  Herr  Dr.  i..  Hku.sk  auszufahren  die  Gute  hatte, 
ergab  folgende  Werlhe: 

0*aaiOg  Substans  lieferten  0,S4Sf  g  00,  ^  74 ,54^  C,  und 

0,3063g  //,0  =  IO,60^jy. 

Für  einen  Körper  C^H^^O  berechnet  sich  der  (ielialt  an 
Kohlenstoff  zu  73,5^,  an  Wasserstoff  zu  ^0,2^^  —  Werthe, 
denen  sich  die  durch  die  Anahse  gefundenen  so  weit  niihern, 
dass  die  Annahme,  ein  Körper  C\II^QO  sei  der  Hauptbestandlheil 
der  vorliegenden  Fltlssigkeit,  viel  Wahrselu'iniichkeit  hat.  Uei- 
lüuüg  n»öij;e  noch  erwähnt  werden,  dass  ein  W«issergehalt  v<m 
2^  den  Kohlenstoffgehalt  auf  7Ü1^  herabdrtlcken,  den  Wasser- 
stoffgehalt  aber  nicht  verändern  w  ürde,  wonach  die  Anwesenheit 
einer  kleinen  Menge  einer  wasserstofifreicheren  YerbiAdunfe  viel' 
leicht  Cg/y^^O,  vorauszusetzen  ist. 

Üm  eine  etwas  grössere  Menge  Substanz  zur  Verfnij;iint;  zu 
bekommen,  habe  ich  im  vergangenen  Herbst  eine  neue  Menge 
PlMnoi  bei  Gegenwart  von  schwefelsaurer  und  doppeltkohlen- 
saurer  Magnesia  in  wasariger  Lösung  der  Elektrolyse  mit  Wechsel- 
strömen unterworfen  und  habe  aus  der  rcsultirenden  Lösung 
ebenfalls  eine  kleine  Menge  der  aromatisch  riechenden  FlUsaig- 
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keit  in  tthnlicher  Weise  wie  oben  angegeben  aibseheiden  kOnneB, 
allein  onch  Jetst  ftilirte  die  Üraetionirte  DeatillalfoB  su  keinem  Be- 
Boltote,  insofern  als  dfeFHlssIgkeit  keinen  eomtanten  Siedepunkt 

zeigte  und  stets  die  oben  angeführten,  die  Anwesenbeil  tod 

Phenol  andeutenden  Reaotionen  gab.  Da  auch  einige  andere 
Trennunj^sversuche  vergeblieh  waren,  und  ich  vermulhete.  dass 
hier  ein  kcloniUinlicher  kür])er  O  vorlieg«'n  müsse,  so  ver- 

suchte ich  die  Einwirkung  vou  l*liciiylh\drazin.  um  vielleicht  auf 
diese  Weise  zu  einer  krvstaHisirenden  Verhindunü  zu  selancen. 
Ich  versetzte  daher  das  Oel  mit  einem  llei)ersehusse  von  Pheinl- 
hvdrazin,  wobei  'I  rflhung  und  Erwärmung  eintrat,  und  erhilzlr 
einige  Zeit  im  siedenden  Wasserbade ;  dann  fllgte  ich  Kisessig 
hinzu  und  füllte  die  I.Hsung  durch  Eiswasser,  wod\ind»  ein  in 
weissen  Nadeln  krystallisiriMider  Körper  ausiieschieilen  wiinh*. 
Nach  dfMu  Auswaschen  mit  Wasser  und  Abpressen  zwiscfion 
Papier  braeiite  ich  denselben  Uber  Schwefelsihi rr  unter  vi- ruiin- 
derteni  Druck;  leider  zeigte  sich  aber  der  Kiirper  sehr  leiohl 
zerselzlich,  so  dass  er  bald  eine  braune  Fürbuns  an  der  01>i  r- 
f1ji(;he  annahm.  Deshalb  unterwarf  ich  ihn  nun,  in  der  HoÜ'nung 
ilas  ursi)rüngliche  Oel  wieder  zu  erhalten,  mit  tlbersehUssis«  r 
verdünnter  Schwefelsäure  der  Destillation,  allein  mit  den  Wnsst  r- 
dUmpfen  gingen  anfangs  nur  ein  paar  Tropfen  eines  nach  Pfeiler- 
minze  riechenden  Oeles  Uber,  später  geringe  Mengen  blättriger 
Krystalie  nebst  einer  gelb  gefärbten,  schön  grtln  fluoreseirenden 
wassrigen  I«Osung.  Die  Ha u])t menge  der  Substanz  schwamm  in 
grossen  schwarzen  Tropfen  in  der  vcrdllnnlen  Siiure  im  Destillir- 
kdben  umher,  und  erstarrte  beim  Erkalten  krvstallinisch.  Zunächst 
versuchte  ich  dieselbe  durch  Unikrystallisiren  ans  Alkohol  ni 
reinigen;  sie  schoss  beim  Erkalten  der  heissen  Lösung  in  kleinen 
rhombischen  Tafelchen  an,  welche  indessen  sich  im  Lichte  an 
der  Oberfläche  noch  schwach  brannten.  Bei  der  Analyse  der 
tlber  Sdiwefelstture  getrockneten  Substanx  erhielt  Berr  Dr.  Bkbs 
folgende  Werthe  (I): 

(l.)  0,2471  g  S.ubslanjt  gaben:  0, 7680g  TO,  =  84 ,77 <i  C  und 

0,1Gyüg  7,()2;^,.  //  . 

(1)  0,m3gSabstaBfl  gaben:  15,3  CC.A  bei  7öG,4mui  Dnick 

und  ft,5'';:=9,aa^Ar. 

Da  die  BrSunung  der  Snbstans  im  Uchte  nnd  an  der  toft 
darauf  hinradeuten  schien,  dass  dieselbe  noch  nicht  gans  rein 
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sei,  so  dampfte  ich  die  alkoholischeD  Muttorlaugen  ein  und  reinigte 
die  Substans  durch  mehrmelige  SubÜmation  im  luftverdtlnnten 
Räume  bei  440 — 450**,  nachdem  ioh  mich  durch  beaendere  Ver- 
suche ttbereeugt  hatte,  dass  das  Sublimat  aus  Alkohol  in  genau 
denselben  Fonnco  unter  dem  Mikroskope  auskrNstallisirte,  wie 
die  nicht  sublimirte  Substanz.  Die  ursprünglich  beabsichtigte 
Destillation  mit  Wasserdttropfen  erwies  sich  als  untbunlioh,  da 
die  Substanz  mit  diesen  su  wenig  llttditig  war;  dasttbcr^eguDgcne 
Wasser  hatte  gelbe  Farbe  und  schon  grüne  FluoresceuB.  Zur 
Sublimation  im  luft verdünnten  Räume  diente  mir  mit  bestem 
Erfolge  ein  kleines  Fractionirkülbchonj  an  dessen  Abloiliings- 
röbre  ein  (ilashahn  angeschmolzen  war;  in  das  weite  Holir  war 
iiiiltelst  eines  Korkes  ein  nicht  /ii  (l(inn\> aiidiges  Snbslan/.riihr- 
eben  eing<'selzl,  nm  U  lu's  bis  in  die  Mille  der  Kugel  rr'ichle  und 
i»esUiiubg  von  einem  kaUrn  Wasscrslrum  <luith(h)SS(!n  wiirch?. 
V;ieb(hMn  «b*e  Substanz  in  (b'c  Kiiu«'!  i:el)racht  war,  wunh*  di«\ses 
Kfilih'ohr  eingesel/l,  dii*  Liifl  iiiil  einer  Strahlpumpe  ausgepumpt, 
der  Hahn  uesi-lilosscn  und  nun  die  Ku^cl  in  ein  Paral'tinbad 
versenkt,  \\«'lch(»s  auf  I  'iO  I  "iO" erhitzt  wurde;  im  Laufe  einiger 
Siniidcu  setzte  sieh  daiui  d.is  Sublimat  als  (rine  dicke,  schön 
krs  ^t  illiiiische  Scliiclil  ;m  d.ts  KCthb'ohr  an,  und  konnte  nach  dem 
i'i  k.iltcn  mit  diesem  lierausgenommen  werden.  Das  Sublimat 
bestand  aus  wi^issen  lllattern, denen  kleine  uelbliehe  Oeltröpfclien 
aufsassen:  die  Meng«»  der  letzleren  schien  zu  wachsen,  als  tlie 
Lull  nicht  möjlichst,  sollsliimlig  ausgepum])t  worden  war.  auch 
machte  sich  dann  beimOellnen  des  Apparates  eiu  deutlicher  indol- 
artiger  (leruch  luMuerklich.  Zur  völligen  Ueinignng  wurde  das 
Suldiiuul  uus  luMssemca.  Alkohol  umkr^staliisiri.  abgesaugt 
und  mit  ca.  30^  Alkohol  g(?wasch(^n,  bis  es  rein  weiss  erschien. 
Jetzt  bildete  es  prächtige  Hlatlchen,  die  in  heisaem  Wasser  i^ur 
äusserst  wenig,  in  Alk<diol  leicht  löslich  waren  und  bei  408" 
schmolzen:  bei  der  Analyse  dersell)en  erhielt  Herr  Dr.  Sibgpribo 
folgende  Zahlen  (11): 

(i.)  0,i:)S:>g  Substanz  lieferton  0,4895g  CO«  =  84,38^C,  und 

0,1086g  //,0  =  7,t5:i%'//. 

(2.)  0,i;)7üg  SubsUnz  lieferten  I8,H  TT.  A  bei  7 10  nun  Druck  und 

Die  Werthe  führen  ebenso  wie  die  oben  roitgetheilten  zu 
der  Formel:  C|^//|,iV,  für  welche  sich  liercchnen: 

Hath.-pkys.  VUmo  l8Ht».  S 
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Ber. 

I. 

n. 

:  U4 

.  8t,77 

.  84,38 

A 

:   ia  .. 

.    7,60  . 

7,02  .. 

.  7,03 

:    H  .. 

.    8.19  . 

..    8.00  .. 

.  8,8« 

1  (M)  .Ort 

i(M).:t»i 

n)rt.H:^ 

In  Analvsi'  II  slimiiu'ii,  wir  mnn  siflil .  Knliltusloll-  nml 
WjiHsrrslofViipli.ill  sehr  «lut  mit  den  iMTrM  hiU'lcn  W  t  rihen  WWr- 
ein:  dif  oir«'nl)ar  mit  einem  Fr-liler  beliaflele  Sliek>totT/.;ilil  Ii.iIh'  | 
ich  nur  ;iiiL'ef(lhrl  um  zu  zeijien,  (l;iss  die  Sulistanz  s.iuerstoflTn  i 
ist.  ICrvvlihnen  will  i<*li  ?ioch,  d;iss  die  zur  Auidvsc  I  dieneud». 
niohl  sublimirteSnhslanz  iii  com*.  Seliw cfelsiiure  <iel<>sl  mit  »  tw.is 
Salpolersiinre  vcrsel/l  ein«*  schon  (iunkeliirdne  Fiirluini:  aiinahm. 
welche  heim  Stehen  allmiildich  in  Gelb  tllieriiint::  die  möiilidiNt 
refne  Suhstone  gni»  j(>doc!h  diese  Heaction  nur  äusserst  sch\%acb. 
so  dass  «ie  vomiuthlich  nur  etncr  Spur  eines  vcrunreinigendiii 
Körpers  zuzuschreiben  ist. 

Die  Verbindung;  i//,3  V  hal  demnach  dieselbe  Zusaninion- 
selnmf^  wie  das  Ilydrocarhasol  von  fiitxnr  und  Glaser,  doch 
scheint  sie  mit  diesem  nur  isomer  zu  sein,  da  dessen  Schuu  lz- 
p^inkt  bei  4*^0"  lie£;t.  Gegen  die  Identität  mit  llydrocarbaiol 
spricht  auch  die  Bildungsweise  der  Substanz,  wenigstens  wenn 
das  Hydrocarbasoi  als  ein  Derivat  des  Diphcnyls  anzusehen  ist. 

Wenn  es  nun  auch  nicht  gelungen  ist,  die  Verbindung 
deren  Vorhandensein  in  dem  untersnchten  Phenol  vermalhot 
wurde,  selbst  in  reinem  Zustande  abzuscheiden,  so  wird  docb 
deren  Anwesenheit  durch  die  Bildung  des  Korpers  C,, ff,, .V  be- 
wiesen. Denn  in  Folge  ihres  unzweifelhaft  ketonartigenCharakUrs 
reagirte  die  Verbindung  C,ff,,0  mit  Phenylludrazin  unter 
Wttsserabspaltung  nach  der  Gleichung : 

„  ^  +  C,.  II, .  K  1h  =    .  fh .  \ i  +  //.  ^> , 
und  das  Ihdrazid  ^\^ih^^^  jjiib  bei  der  Beluiudlunj{  luil  Saure 
einfacii  Anunoiiiak  ab: 

^^.,/'i«^,  =  C„//„A  4- A7/,. 
Auf  diese  Weise  erklärt  sich  die  Entstehung  des  Körpers 
C|t//i,  IST  sehr  einfach  und  ungezwungen,  denn  die  vorausgesetzten 
Beactioncn  sind  auch  in  anderen  ahnlichen  Fällen  nachgewiesen 
worden.  Die  Verbindung  C^ll^^O  ist  mit  Mesityloxyd  isomer: 
ieh  schlage  fttr  dieselbe  den  Namen  Hydrophenokeiott  vor,  und 
fttr  die  Verbindung  C\^lhs^  d€n  Nanran  HydrophenoniUd, 
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Die  BfMong  des  Hydrophenoketons  bei  der  Blcktvoiyfle  des 
Phenols  mit  AYdchselsIrSmen  ermöglicht  nun  auch  die  ErklSrong 
der  Entstehung  der  fetten  Säuren  aus  dem  Phenol  hei  demselben 
PrmH*Hsis  Wie  ich  in  der  angeftthrtcn  Abhandlung  i^^"^('>n^  habe, 
bilden  dieselben  eine  Reihe  mit  abnehmendem  Kohlenstoffgehalte, 
so  dass  ich  schon  damals  vermiithete,  sie  möchten  sammtlich 
\on  SUuren  mit  (\,  (Capronsilun^  imd  AdipinsUure],  welche  un- 
mittelbar aus  dem  Phenol  her>'or^in|j;on,  abstammen.  Die  Ver- 
muthung  fand  eine  kriifii^c  Stutze  in  den  Resultaten,  welche 
mir  später  die  Untersuchung  der  Elektrolyse  der  GaproosNure 
mit  Wechselströmen '}  gab^  allein  die  Entstehung  der  Gapron- 
säure selbst  aus  dem  Phenol  blieb  noch  unaufgeklärt,  insofern 
als  die  Bildung  eines  Zwischenproductes  sehr  wahrscheinlich, 
aber  noch  nicht  nachgewiesen  war.  Jetzt  ist  diese  T.tlcke  aus- 
geftlllt,  denn  das  llydrophenoketon  ist  ohne  Zweifel  dieses  ge- 
suchte Zwischenproiluct.  Dasselbe  entsteht  aus  dem  Phenol  auf 
ühnliche  Weise,  wie  das  üexachlorbenzol  aus  Benzol,  indem 
durch  Anlagerung  von  Wasserstolf  alle  doppelten  Bindungen  ge- 
löst werden: 

H  //, 

HC     von  11^6 

uc      elf  II^C  Cll^ 

«las  isdcarbinol  CJi^^O  wird  aller  sogleich  durch  Oxydation  in 
das  Keton  vorwandelt: 


/ 


C        011  ^C^ 

n^c     c  ti^c  CO 

6'/ 

11,  11, 

llexahydrophcnoi  H  ydropbenoketon 

I)  Der.  li.  kgl.  Sttchji.  Ges.  d.  Wim.  Math.-phyit.  Cl.,  $Hz. v. 8.  Mai  f  m. 
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Die  Ueberftthnmg  dieses  leUteren  in  HydroplieDoniUd  er- 
giebi  sich  dana  leicht  aus  folgenden  Gldcfaungen: 

CO      ^lI.CJ^^     h^c     c  —  x.c^h^ 

I.     1     I    -1-  I       =1     r   I       -f //.o 

Il^C       CIl^       A7/,  H^C  C.H^S.Il 

c  ^c^ 

liydropb«iuokel0u  Pbcoylh)draiin 

«,  ff, 

Hydropbcn.iiiilid 

Die  Entstehung  der  CapronsUurc  aus  dem  Hydrophenokelon 
ist  leicht  versUlndlieb,  denn  es  bedarf  eu  diesem  Zwecke  nur 
einer  ZufObrang  von  0+  //^ ,  wodurch  der  Ring  gesprengt  wird: 

//,  II, 
C  C 

H^c     CO  H^v     CO.  an 

I      I    +0  4-i/,  1 

II^C       CU^  ll^C  Cll^ 

ihdrophenokelon  Normalcapronsüure 

Zu  den  NN»'nii:<  II  Ix'kamih'ii  li<  is|>i<«l('n  V(»n  rinu .indlunu 
<'ii)<  r  .11  <mi;ilisclH'n  Vcrliiiulunu  in  ritic  fcUr  h;il»«'ii  lUc  vorlieiien- 
(U'H  LiitersiiclHiniien  «'in  neues  l»iti/nucfü£'t:  in  der  Eloklrohse 
niil  \Vechs('l>lii)iiH'n  halx'n  vnIi"  rjn  .Mittel  i»(»fiindon.  um  d;is 
Phenol  in  SiUiicii  der  Ameisen-  vnul  der  0\;dsäurereilie  tlhcr- 
'/.unUiren.  Wie  ein  Blick  .lul  die  oben  enl\viek(!lten  Formeln 
und  (ilL'iciiüu^en  lebrl,  wird  dieses  iieäuUul  durch  Zusuiunieu- 
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wirken  von  Oxulations-  und  Äeductionspropessen,  bez.  Anlager- 
ung und  Wegnahrae  von  WasserstofT-  und  Sau(  rsiofrütomen  er- 
reicht, und  die  lange  Reihe  von  Productcn,  welche  bei  dieser 
Art  der  Klektrohse  aus  dem  Phenol  entstehen,  iHsst  deutlich  er- 
konnon,  dass  in  der  geeigneten  Verbindung  von  Oxydation  und 
Aeduction  ein  Weg  gegeben  ist,  welcher,  vom  Phenol  ausgehend, 
zu  immer  einfacheren,  d.  h.  kohlenstoS^rmeren  Verbindungen 
Itihrt  und  bei  Kohlens^inre  und  Wasser  endet.  Schon  froher  habe 
icb  daraufhingewiesen*),  dass  die  Verbrennung  der  Nahrung^ 
und  Gewebsbestandtheite  im  ThierkOrper  jedenfalls  auf  dem- 
selben Wege  erfolgt,  denn  einestheits  sind  intermediäre  Stoff- 
wechsetproducte  bekannt,  welche su  Nahrungsstoffen  in  tthnlicher 
Besiehung  stehen,  wie  die  Glieder  der  in  diesen  Versuchen  er- 
haltenen Reihen  fetter  Säuren  unter  einander  (man  vergleiche 
z.  B.  Dextrose  H^^  0„  und  GlykuronsÄure  //,„  0,  mit  Gapron- 
saureCs//,,0«undAdipins»ttre  c;.  7/^/)^ ,  oderButter^ureC\  //^O, 
und  Bemsteinsäure  C^H^O^)^  und  andemtheils  wird  auf  diese 
Weise  die  Verbrennung  complieirterer  Moleküle  zu  Kohlensaure 
und  Wasser  so  einfach  und  ruhig  wie  nur  irgend  möglich  be- 
wirkt. Wasserstoff  und  Kohlenstoff  werden  ein  Atom  nach  dem 
andern  herausfj;enommen,  ohne  dass  ein  plötzlicher  totaler  Zer- 
fall einträte;  ein  Moleknl  ButlersMure  z.  B.  wird  nicht  durch 
izleichzeilis^j'  Aufnahme  von  10  Atomen  Sauerstoff  plützlicli  7ai 
Kohlensäure  und  Wasser  verbrannt,  sondern  dasselbe  geht  nach 
einander  in  ()\\ iMillersiiur«',  BtTiistcinsaure,  Milchsäure,  Malon- 
sSurc.  (il\ koisiiuro,  Oxalsäure  und  Kohlensiiure  unter  stetiger 
Abspallunt;  \on  Wasser  und  Kohlensiuir«'  ilher. 

Aus  den  Versuchen  mit  Phenol  liissl  sich  ferner  entnehmen, 
dass  dasselbe  im  Oriianisnuis  behiifs  volisländiger  Verbrennung 
erst  in  Köi'per  der  feiten  Reihe  n!>er!i('fnhrl  werden  nuiss:  kann 
der  s<>i4*  Manutc  l^cuzolrinu  uiclil  gesprengt  werden,  so  tritt  die 
aromatische  Verbinduugals  solche,  bez.  mit  einer  anderen  ge[)aart, 
im  llarfi  aus  (indct  al>er  die  Sprengimg  stall,  so  fallen  die 
Lichilib'tcn  l-CUkürpcr  der  vollständigen  Verbrennung  anheim 
wie  sonst.  Merkwürdig  erscheint  in  dieser  liezieliiin!^  aiieli  die 
bekannte  Thatsaehe,  dass  \\\  manchen  Füllen  der  aromatische 
Paarling  d«Mi  mit  itim  verbundeneu  Fettkörper  vor  weiterer  Zer- 
störung schützen  kann,  wie  z.  B.  die  Benzoesäure  di^s  GlykokolK 


1 )  Ber.  d.  kgl. Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Alalh.-pbys.  Gl.,  Silz.  v. %.  Mai  1886. 
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Wt'iin^lt'icli  nun  drr  antucgclM  nc  Wri;  /.vir  ViTbrnnminj:  tlunirc- 
lisch  ;iuf  iillu  i>rganis(tlK'ii  Swbj>liiu/.('Ji  itnw i'ndh.ir  tTSi  lifinU  so 
ilfutni  (iocli  gewisse  ThatSHchen  liarnuf  Inn,  dass  di»  s  lilr  den 
ihiprischcn  Organisiims  nicdil  oliiic  W  (  itti  cs  gill,  dass  \icliiiehr 
in  diesem  behufs  der  Verbrennung  versehiedeiicr  SidKslanitn 
verschieden»'  Bedingungen  erfüllt  sein  initssrn.  Das  bclvannlesU* 
Beispiel  für  die  Dichtigkeit  dieser  Behauptung  bietet  d<'r  Diabetes: 
der  Orgaoi^iuus  des  Krauken  vermag  noch  sehr  wühl  Ki\\ci>s. 
Fett,  organische  SUuren,  Benzni  7.11  n\\diren.  nicht  aber,  oder 
wenigstens  nicht  in  genügendem  Maasse  Zuck^er.   Nknoki  tinii 
SiEBBR '  suchen  den  Grund  dieser  ErschiM'uung  in  dem  l  uistanda. 
dass  der  Zucker,  um  verbrannt  werden  aukitnnen.  im  OrganisiDus 
erst  in  Situ ren  Ui)ergefUhrl  w  erden  müsse  und  dass  dicFähigkek 
hienu  dem  Diabetiker  abgehe;  allein  abgesehen  davon,  dass 
dieser  oft  auch  Stturen  (/^-0\\buttersiiure)  nicht  mehr  su  ver^ 
brennen  vermag,  sagt  auch  (iiese  Annahme  nichts  Anderes  aus. 
als  daas  behufs  voUsUlndiger  Verbronnang  verschiedener  orga- 
nischer Subsiansen  im  ThioriUfrper  verschiedene  Bedingungen 
erfdlll  sein  müssen.  Man  kann  deshalb  aber  auch  nicht  eine 
aUgiemeinc  Methode  aufstellen,  um  das  Oxydationsvenntfgen  de» 
Organisrnns  überhaupt  zu  messen;  Nbmcki  und Sibbbr*)  schlage 
SU  diesem  Zwecke  die  Eingabe  von  Bentol  und  Bestimmung  des 
im  Harne  ausgeschiedenen  Phenols  vor,  allein  ein  derartiger 
Versuch  kann  über  nichts  weiter  Aufsdiluss  geben,  als  über 
die  Fllhigkeit  dos  Organismus  Benzol  bu  oxydiren. 

Schliesslich  will  ich  noch  auf  swei  Punkte  hinweisen,  w  eiche 
geeignet  sind  die  Aehnlichkeit  der  Processe  in  meinen  Versuchen 
mit  denen  im  Organismus  noch  deutlicher  su  zeigen.  Erstens 
hat  sich  bei  allen  Versuchen  über  Synthesen  durch  überlebende 
Organe  [ScBiiiBniBBto  und  BtiiQii;  Kocas)  als  nothwendig  heraus- 
gestellt, arterielles  Blut  sur  Durchleitung  zu  benutzen,  woraus 
man  schliessen  darf,  dass  ein  Oxydationsproooss  für  das  Zu- 
standekommen der  Synthese  nothwendig  ist;  in  voller  Ueber- 
einstimmung  steht  damit  meine  nthesederPhenolälherscbwcfe!- 
süure,  denn  auch  für  di(!sc  ist  ciue  Oxydation  mit  nachlolgeuder 
Beduction  erforderlich : 

I.  CJI..()II-j-ll().SO^.()H-\.0  =  (;jl.^.O,(LS(i^.(ill-i-ii^Ü, 

II.  Ce//,.o.o.6u,.u/y-i-  /y,  ==  c;iij.o'6^.oii-i-iy,o  , 

4)  .loiirn.  f.  prnlif.  Clicm.  (2  26,  4. 
2)  Pflüger's  Arcbiv,  84,  849. 
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wobei  die  Voremigung  des  Phenols  iiiil  der  Schwefelsaure  das 
Werk  des  SauerstofTs  ist.  Zwoitons  wird  im  Ori^anismus  aus 
Phenol  zwar  Brenzcalechin  und  Hydrochinon  durch  Oxydation 
(gebildet,  nicht  aber  Resorcin,  und  dem  entspricht  vollständig 
das  Resultat  meiner  Versuche:  Brenzeatechin  und  Hydrochinon 
konnten  in  der  elektrolysirten  Pbenolldsung  leicht  nachgewiesen 
worden,  Resorcin  daj^egen  nicht,  trott  besonders  darauf  gerich- 
teter Bemühungen.  Bass  eine  so  weit  gebende  Aehnliehkeit 
«wischen  dem  Versudie  und  den  Vorgängen  im  lebenden  Orga- 
nismus lediglich  auf  Zufall  beruhe,  ist  nicht  wahrscheinlich,  wohl 
aiier  die  Annahme,  dass  in  der  That  ersterer  das  treue  Abbild 
d<T  letzteren  darstellt. 

Leipzig,  im  Mai  1888. 
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C.  Hannaim,  lieber  die  Stetigkeit  mehrdeutiger  Functionen. ') 

In  melDoni  Werke  Uber  die  Rieinann'sclic  Tlu  oric*)  habe  ich 
im  sechston  (Inpilel  eine  neue  nnii  eiiifuche  Melhodc  witgetheill 
SUr  ÜDtersuelmni:  der  Stetigkeit  mehrdeutiger  FiiTiriionen.  Es 
mag  nuVgeslaUol  sein,  den  eigentlichen  firundsedauken  dieser  Me- 
thode, welcher  in  jener  IMd>lieaUon  wohl  nieht  hinreichend  deul^ 
lieh  hervortritt,  hier  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  erlüuiern. 

Die  Function  /"  r)  sei  auf  der  i-Khenc  innerhalb  eines  gege- 
benen Gebietes  ;'l  eindeulip  imd  stetig;  und  (Ileiches  gelte  inner- 
halb ^  auch  von  /'  s).  Alsdann  wird  bekanntlich  /'{zj  selber, 
und  ebenso  auch  f[z]  —  (\  innerhalb  H  immer  nur  in  einzelnen 
Punkten  \ crsi-hwinden  können.  Dabei  soll  c,  eine  gegebene 
Constantc  \nrslellen. 

f'j'f}rr  t'o/j  (Uesen  einzelnen  Punhten,  in  denen  f  z)  —  inner- 
finlh  ;H  l  erscfnrindct ,  miKj  heissen.  Es  soll  unlersucJU  werden, 
wie  a,  sich  ändert,  f  nlls  man  e^  sieh  ändern  liisst. 

Man  consfniirc  iinn  rhalb  ")(  di«*  Kreisllache  {z^ .  /  .  <1.  h.  eine 
Kreisfliiche.  (Icn  ii  (iciilriini  in  r,  liegt,  und  deren  Hadius  =  f-  ist. 
Dabei  soll  f  einen  beliebig  gegebenen  Kleiidieilsgrad  vorstelb'U. 
.b'denfalls  al>er  soll  f-  so  klein  sein,  dass  in  Erstm  huntj  Aer 
Flache  (r-, .  dl«'  Fimclion  /"( -  —  f,  nur  allein  in  verschwindet. 
Alsdann  \n  inl  also  z.  IJ.  am  H>inde  dieser  Fläche  /"  :)  —  (\  (birch- 
N\eg  -|r  0.  mithin  mtnl  f\z-)  —  r,1  durchweg^:  0  sein.  1  (liglich 
uird  ein*'  posilixe  ( !<>n«4t;iiiic  ange])bar  sein,  der  Art,  da$S  für 
alle  Funkte    dieses  liandes  die  Furmei  slatUindol: 

(I .)      mod  [f^s)  —  C|]  ]>  2^  ;   am  Rande  von  (s, ,  t) . 

1    Diosor  Aufsatz  wiinlo  zniii  Dni«  k  oiii|4<>nMf  l)t  \>iilir<Mi(l  il<  r 
i   C.  Nki  m\>n:    \  (»rl«;suii;i«'ii  ül»tM-  die  Hicniarui'i>clie  Tlieone  dt-r 
Abel'sctien  bilegrale.  II.  Aull.  Leipzig  4884. 
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sofort: 


mod  [flz)  —  c]  ^  iDod  [f{s)  —  c,)  —  mod  [c,  —  c] . 

Bringt  man  diese  Formel  in  Anwendung  auf  den  Rand  der  Flaclie 
{z^,  t),  SO  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1.) : 

(2.)  mod[f  (sj  —  c]  ]>  2^  —  mod[C|  —  c];    am  Rando  von  {a„  «) . 
üntervoirß  man  jetzt  jene  neue  Constante  c  der  Bedingimy : 
(3.)  mod  [c  —  c^J  <^  Q  , 

so  erhalt  man  aus  (2.) : 

(4.)       mod  [f{z]  —  c]  >  ^  ;   am  Rande  von  (s, ,  e)  , 

Mit  andern  Worten;  Unterwirft  rn;ui  r  der  Hetiiniinni: 
Icissl  mau  also  diese  konstante  r  auf  der  r-|<;iK'ne  innerhalb  <les 
Kreises  (r, ,  q)  hclieing  variiren.  so  wird  dabei  der  Nenner  des 
über  die  Peripherie  von  (Sj .  f  )  erslreektea  Integrals 


niemals  0  werden  ktfunen.  Folglieh  wird  dieses  Integral  während 
jener  Variation  nur  in  stetiger  Weise  sich  ändern  klinnen,  und 
daher,  weil  es  stetiger  Aenderungen  unfi^ig  ist,  consUmt  bleiben. 
DasB  nttmlich  dieses  Integral  stetiger  Aenderungen  unfähig  ist, 
ergiebt  sich  aus  einem  bekannten  GAVCHY'schen  Tlieorem,  dem- 
mfolge  der  Werth  des  Integrals  die  Ansah]  der  elementaren 
Nullpunkte  der  Function  f{z]  —  c  innerhalb  der  Flfiche  e) 
repräsenttrt;  so  dass  also  der  Werth  des  Integrals  immer  nur 
eine  ganze  Zahl  sein  kann. 

Mit  Rücksicht  auf  dieses  CAUcuf^sche  Theorem  ist  Obrigens 
der  soeben  Uber  die  Gonstane  des  Integrales  (5.)  ausgesprochene 
Satz  offenbar  auch  so  ausdrttokbar:  LSsst  man  c  innerhalb  des 
Kreises  [c^ ,  q]  beliebig  variiren^  so  wird  dabei  die  Anzahl  der 
innerhalb  (Sf,«]  vorhandenen  clemcntarenNullpunkteder  Function 

~  c  conskuU  bleiben.  Es  werden  mithin,  während  dieser 
Variation,  di^enigen  Nullpunkte,  welche  su  Anfang  innerhalb 
des  Kreises  (s« » s)  vorhanden  waren,  innerhalb  dieses  Kreises 
verbleiben  f  und  auch  keine  neuen  zu  denselben  hinxutreten. 
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Ik'/j'icliiH'l  niJiii  iilso  die  iinicrhalh  dvs  Kreises  (-,.  i  vor- 
haiidtMicn  clfiiiciilaren  Niillpuiiktc  v<m  /  j    —  c  niil  ;'.  :  '. ...  :  ** 
so  wcnini,  so  lan^c  <:  imicrlull»    ^ ,  (j)  l>lciln,  die  Moduln  di*r 
(i  rossen 

V  —  r       3"  —  -  -(»)—  z 

durchweg  <C  <•  l»leil»en.  Folglich  sind  z'.  :".  . . .  slrdf/r  Func- 
iioncn  von  c.  Heberdi<'S  erkennt  mnn  leieht.  d;»ss  r'.  z",  ...  ;^*) 
ftlr  c  =  c,  in  3,  übergehen^  und  £];eijiiii:t  dulier  zu  folfirndein  Sata: 

Es  seien  f{z)  und  fiz)  auf  der  z  -  Ebene  innerhalb  eines  ge^ 
(jehenen  ilebietes  %  ehuieutifß  und  stelitj.  Ferner  sei  ein  gegeltener 
Pitniit  innerhalb  tmd  f{s^)  =  ^i*  Betrachtet  man  aisdann  die 
Wurzeln  z  der  Gleichimg  f{z)  =  c,  «0  werden  diese  Wursetn 
Functioneti  ron  c  sein.  Und  swar  werden  diejenigen  dieser  Wurzeln^ 
welche  für  c  =  den  Werth  3,  besitzen^  Functionen  von  c  sein, 
die  {auf  der  c-Ebene]  im  Punkte  c^  stelif/  sind. 

Uebrigens  ist  di»  hier  in  Kürze  angedeutete  Metbode  >on 
mir  in  dem  ||;enannten  Werke  niebt  nur  auf  Gleichungen  von 
der  Form  f{z]  c,  sondern  auch  auf  Gleichungen  von  der  all- 
gemeinem Form  f{Zy  c]      0  angewendet  worden. 

Ich  benutze  diese  Gelogenhoit|  um  noch  einige  Bemerkungen 
himuKufUgen  Uber  die  drei  letzten  (inpiti  l  j(  nes  Werkes.  — 
Hei  meinom  dortigem  Reweise  der  Riiiiann' sehen  Existenctheoreme 
spielt  diejeni<^o  conibmalorische  Methode,  welche  ich  dasdbsi 
als  die  der  fjurtclpirmif/eti  Verschmelmng  bezeichnet  habe,  eine 
hervorragende  Holle.  Anch  ist  mir  noch  sehr  wohl  in  Erinnerung, 
wie  viel  MUhe  und  Zeil  ich  damals  aufwenden  ni\isste.  um  diese 
Melhod«'  KU  finden,  und  die  (>»rreetheit  derselben  slrenize  zu 
beweisen.  Tni  so  meiir  sehe  ich  mich  verpllicbl<*t.  zu  bemerken, 
dass  diese  Methode  ;\Nie  ich  \or  Kurzem  durch  eine  MillhcihmL' 
von  II.  A.  Sc.iiWAit/  erfahren  habe)  schon  rur  mir  von  II.  A.  Schw  arz 
gefunden  und  publicirl  wonU'n  ist,  in  seiner  Abhandlunij  von 
1S70,  in  d(»n  Uerichtcu  der  berliner  Akademie.  Anch  wllrde  ieh. 
wenn  ich  im  .l.ihrc  iSSi.  Imm  Hcrausfjabe  Fiicines  Werkes,  .uif 
diese  Sciiw AR/'sche  Abhandlunu'  aufmerksam  izeworden  wiirc. 
sicherlich  nieht  unterlassen  liaben.  in  jencfn  Werke  /u  bemerken, 
dass  die  beweise  der  in  Ucde  slehendeu  I'a is(«Mi/.theoreme  scbon 
in  dieser  S<;iiw AK/ sehen  Abhandhinu.  wt-nn  auch  zum  Thcil  iu 
ganz  anderer  Art,  gu^cbco,  oder  wenigstens  angedeutet  sind. 
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liidriii  u  U  in  dieser  Hi-zieluinu  die  I'riftriliil  des  Horm  Soiiwarz 
fiert'ilwilliusl  .inerkeiiiie.  mochte  ich  uhMrli/eiliti  incincrscils  die 
Prioriläl.  Herrn  S(  iiwvh/  ucizcnülter,  nach  einer  andern  Hi<  lihint; 
in  Anspruch  nehmen.  |{er<Mls  im  .lahre  iSdl  hahe  icli  lieuisse 
allm-meine  ProMeine  (h-r  von  mir  aiiftirslcllh'n  Theorie  des 
Loi;ari(hmisclien  INilenlials  lür  d'w  Ellipse  und  ancli  i'dr  eine 
iicwisse  (Ilasse  iillt/c/ncun'rcr  Cufrcn  iielösl.  nn<l  zwar  Proldeme. 
\v<dche  diejenij^en  der  cnnfonnrn  Aldnldnnsj;  als  speeiellcn  Fall 
in  sicii  enthallcn.  Auch  halu'  ich  die  Uatiplresidlalc  nu^incr 
daiuah'i^en  L<nlersuchuni;en  in  nH'Iner  Abhandlung  über  die 
(Ileichung  .y/i  0.  im  Jahre  \  pul>licirt  (Crbllk's  Journal, 
Bd.  üyj;  wührtMid  die  rnlcrsudintiLt  ii  von  Schwarz  übor  di»^ 
confornie  Abbilduii}^  der  hJK/psc  erst  im  Jahre  4808,(39  verötTent- 
licht  worden  sind.    (Annali  di  Malematica.  Tomo  III,  |)as.  I(j(>.) 

Dass  jrnt'  von  mir  behandelten  all}:(Mnein(;n  Frübicnu'  <!es 
L»gjarithiuischen  Polenlials  die  Aufgaben  der  eonrorinen  AbbiU 
diing  aU  spedelleu  Fall  in  sich  cnthallen,  durauf  hübe  ich  damals, 
im  Jahre  4864,  allerdings  nicht  aufnicrksara  goraaclil,  undewar 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  mir  zu  jener  Zeit  die  HiKiiAirii- 
scheo  Abhandlunfion,  und  ttliorhaupt  auch  der  Bcgrifl'  der  con-> 
fornien  Abbildung  noch  völlig  unbekannt  waren. 

Uebrigens  lege  ich  weniger  Gewicht  darauf,  das  Problem 
der  conformen  Abbildung  specioll  fUr  ^eMUipse  gelöst  zu  haben, 
als  vielmehr  auf  die  Vortheile,  welche  aus  meiner  damaligen 
Unt4)rsuchung  von  1861  fttr  die  Lösung  der  Probleme  der  con- 
formen Abbildung  im  AUgemeinen  sich  ergeben. 
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Eichard  SchamAiui,  Ueber  den  Gang  der  Pendeluhr 
t\  Üencher  XII. 

I. 

Die  nachstehende  Untersuchung  enthUU  eine  Discussion  des 
(iangt\s,  welchen  die  im  Titel  genannte  und  seit  1882  als  Haupt- 
uhr der  Lcip/if;er  Sternwarle  dienende  Uhr  in  den  Jahren  4883 
bis  1887  gezcii^l  hat.  Eine  genauere  MiUheilung  hieittber  durfte 
um  so  mehr  von  Interesse  sein,  als  es  sich  nm  die  erste  aus  der 
Oencker^schen  Werkstatt  hervorgegangene  Uhr  handelt,  deren 
Verhalten  einer  schärferen  Prüfung  unl(>rzogen  worden  ist.  Ich 
gelte  zunächst  eine  Zusammenstellung  der  fUr  das  VerstSndntss 
des  Folgenden  erforderlichen  Daten  auf  Grund  des  Materials, 
'  welches  mir  fttr  die  vorliegende  Untersuchung  von  Herrn  Prof. 
Bruns  zur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Die  Uhr  (aufgestellt  4882  Juni  49)  hangt  an  der  Nordseite 
eines  isolirten  Backsteinpfcilers  in  einem  Verschlage,  welcher 
von  dem  Gorridor  unter  der  Ostkuppcl  der  Sternwarte  abgetrennt 
wurde.  Die  Uhr  ist  dadurch  gegen  raschen  Temperaturwechscl 
einigermasscn  geschützt;^ dagegen  macht  der  Äufstellungsraum 
den  jahrlichen  Gang  der  mittleren  Tagestemperatur  vollständig 
mit,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  NebenrSume  im  Winter 
geheizt  werden  müssen.  Leider  liess  sich  kein  hinsichtlich  der 
Warmeschwankungen  geeigneter  Raum  für  die  Aufstellung  aus« 
findig  machen,  wenn  man  nicht  die  Uhr  der  Gefahr  des  Rostens 
aussetzen  wollte.  Die  Befestigung  ist  die  bisher  auch  bei  guten 
Uhren  vorwiegend  übliche,  d.  h.  das  Stück  für  die  Pendelauf- 
hangung  und  die  Gonsole  für  das  Werk  sitzen  an  der  Rückwand 
des  Holzgehauses,  und  die  Rückwand  des  Gehäuses  ist  an  der 
Mauer  befestigt. 
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Die  llcnimung  der  l'hr  ist  der  (irahanisehe  Anker  in  der 
Ktissels'scbcn  Form;  auiii  in  anderen  Iji^zi^lheiten  schliesst  sich 
die  Construetion  dem  von  Kksski.s  ^etiebcnen  Modell  an.  Das 
Pendel  hesiUl  eine  Slaid-Zink-(^om|)ensati(»n .  hei  deren  ller- 
stelhing  iler  Auswnlil  des  Materials  ij;anz  besondere  Sorgfalt  ge- 
widinel  worden  war  Dir*  Stahlstangen  sind  dnrch  langdauernde 
Erhiti&ung  und  laniisatnes  AIvfuhlen  von  jeder  Spannung  befreit 
worden,  ebeii>(i  ist  das  Zink  einem,  allerdings  ziemlich  mnstiind- 
licheu  Uaninirungsproeess  unt(*rworlen  worden,  der  diesem  Ma- 
terial einen  feinen  und  gl(»iehmassigen  Bruch  neben  relativ  grosser 
Festigkeil  und  Zühigkeit  gegeben  hat.  Die  Compensaliun  ist  nicht 
eorrigirbar.  anss(  r  etwa  durch  Kürzung  aller  Staugen;  diesell»en 
mnsstefi  deshalb  vorher  anfeinem  von  dem  Verfertiger  der  Uhr 
iH  Sonders  für  diesen  Zweck  gel»aulen  kleinen  (lom|)arator  auf 
ihre  Ausdehnung  untersuchl  werden.  Dass  dies  mit  der  hinrei- 
chenden Schärfe  geschehen  ist,  dürfte  aus  der  Kleinlieit  des  übrig 
gel)lieben(?n  Oompensationsfehlers  hervorgehen,  der  von  der- 
solheo  Ordnung  ist^  wie  bei  anderen  uDerkannl  guten  Uhren. 

Nach  einem  Jahre  ungestörten  Ganges  w  urde  die  Uhr  4883 
luin*  i\)  angelialten,  mn  auf  Wunsch  des  Verfertigers  etwas  neues 
Oel  auf  das  Steigrad  und  in  (bis  Gabelstiftloch  zu  geben.  Zugleich 
wurde  das  Zuggewii'lit  verstilrkt,  vorlUufig  «hirch  Auflegen  von 
Gew  ichten,  weil  der  Seh  wingungsbogon  bei  niedriger  Temperatur 
mehr,  als  gut  schien,  sich  seiner  unleren  Grenze  nilherte.  Ausser- 
dem wurde  der  Einfluss  bestinnnler  (iewiditseiniagen  in  den 
Schrotlrichler  am  Pendf  l  erfnittelt  und  darauf  liin  derGangnacb 
MOgb'chkcil  auf  Null  gebrachl.  Die  in  der  Periode  4883  August  4  4 
bis  4887  Juli  SO  noUrten  Eingriffe,  nämlich: 

4884  Juli  27:  Ersetzung  des  Zuggewichts  und  der  Zulage 
durch  ein  einziges  gleich  schweres  Gewicht, 

4885  Hai:  Anbringung  von  Einsatzkflsten  in  den  Fenstern 
der  Uhrkamraer  zum  besseren  Schutze  gegen  Temperatur- 
schwankungen, 

4885  November  bis  4886  Februar  SO:  bauliebe  Aende- 
rangen  in  ond  unter  der  Ileliometerkuppel,  welche  Uber  der 
Uhrkaromer  liegt, 
haben,  nach  Schwingungsbogen  und  Gang  zu  urtheilen,  keinen 
merklichen  Einfluss  ausgetlbt. 

Eine  rapide  Abnahme  des  Schwingungsbogens  war  die  Ver- 
anlassung, dass  die  Uhr,  deren  Reinigung  schon  einige  Monate 
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früher  halle  vurt^onoamieii  weiden  sollen ,  ungehalton  wurde. 
Die  ReYisfon  ergab,  ausser  der  nicht  weiter  auflOf  lligen  Verdiokaug 
de«  Geis,  das»  der  vordere  Zapfen  tler  Ankerweile  «uletel  in  raUi 

«^cwordenoni  Gel  gelaufen  war  und  dass  seine  Politur  etwas  ge* 
littim  hallo. 

Da  dtT  I  hr  ahsichUii^h  kein  oh^ktrischor  Oontnrl  hoi|irti('l>*»n 
wuimI«'.  so  isl  Ihm  den  dui'(  Ins »-ii ^hronoLT.-iphis»  Ii  .HiSL:<'fiihrtrn 
/••llhcsliniiiiimiion  iWr  Vcriih  ichiiniz  von  I).  \ll  mil  drr  lic-ji^-trir' 
lihr  sli'ls  (liin  li  eine  j^('iiil|.'('inh'  Aii/.ihl  von  Siünah'n  lu  i  liri^iun 
un<!  bei     lihi>s  der  Zf-ilhosliiiumum  bewirkl  wortien. 

« 

Bis  IHH4  S(?pl<Mnlt('r  20  liosrhahnn  die  Zfilhostiniiiiungiri 
an  «»ineni  £»el>rochcn(n  l^assaiiininstniinonlc  im  Ntrticiilc  (1»'S 
Pol.irslfms :  an  jcnorn  Tniie  Iral  ,niss»  i-  (»inoin  Wcchsj-I  «h's  \U- 
ol».ich(ri"s  ;Hirli  rin  solcher  (l»'S  Inslninit  iilcs  und  <io>  Moriili  tns 
rin.  indcMi  n  on  da  nh  aussciiliesslich  der  Meridiankreis  vjm'm«  i  il»  t 
NMirde.  Milzwei  Ausnahmen  fanden  Itei jedem  B«'o!>aehferNN('cliS4'l 
AiisehlnssIteoliaeljinnL'en  stall,  um  die  rhrüiinoe  rein  zu  erhnilfn. 
Die  sich  ergebendeu  Ueduclionen  waren  Übrigens  sehr  kiuia. 


II. 

Drcimonallieh«'  \ erj-leidionde  Al)lesungen  an  zwei  J  hcnn«»- 
melern  er;::al>en.  dass  die  oli(M«'n  {.ulLseliielilen  im  ri»r.::eli.iibt 
ciiH  höht  if  Tt  iiipi  ral ur  haln-n  als  <lie  unteren:  naeli  Monal  uittl 
'rauos/cil  iironliH  t  unil  im  Sinne  <d)eres  minus  unlere^s  Thermo- 
meler  j^ünonnuen,  ergeben  sieh  die  folgenden  üuterschicde: 

1882  Juli  +Ö928     -f  0950  4.0?37 

Au}j;usl  4-0.18      4-0.30      -f  0^2 

SeiHember     -f  0.21      +0.42      -f  Ü.26 

Nach  WAa?rER  (Bnlletin  der  St-Petersbarger  Akademie  1864, 
Juni)  ist  der  Einfluss  einer  Tempera turschiehtung  im  Betrag  von 
einigen  Zehntel  Graden  onf  den  Gang  unwesentlich  bei  Queck- 
BtlberoAmpensation;  für  ehi  Hostpendel  ist  der  Elnflitss  seibstvcr^ 
stündlich  erheblich  geringer. 

Weiterhin  sind  die  Temperaturen  nur  noch  am  oberen 
Thermometer  notirt  worden  und  xwar  im  Ansehluss  an  die  Ab- 
lesung» lermine  der  meteorologischen  Station,  zweimal  lägiich, 
und 
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I>a  die  Unterschiede  solcher  aus  einer  bcsehrünkten  Anzahl 
Yon  Ablesungen  erhaltenen  TagesniiUei  von  den  wahren  nicht  rein 
luCilUiger  Art  sind,  sendern  im  Verlauf  des  Jahres  ehie  gewisse, 
mit  der  tttgliohen  Periode  zusammenhangende  Gesetzmässigkeit 
besitsen,  so  ist  es  nttthig,  einen  Uebersehlag  zn  machen,  wie  fnr 
unseren  Palt  ßang  und  Stimd  daliei  entstellt  werden  können. 

Entnimmt  man  nUnilich  den  von  Bnitniis  vertfffientlichten 
meteorologischen  Jahrbttohem  von  1874-75  Monatsmittel  (^M^^), 
erhalten  ans  sttindliohen  Aufzeiehninigen  des  Registrirthermo- 
meters  und  -baromctors,  berechnet  dazu  die  aus  nur  zweimaligen, 
nflmlich  8t*und       folgenden  Monatsmittel  so  ßndet  man 

bei  der  Temperatur  für  M^^—M^  die  Wcrthe: 


3 

4 

5 

Millul 

Januar 

-fön? 

+  Öf48 

+  üVö« 

+  0V49 

+  oyso 

Februar 

H-0.77 

-h  0.45 

+  0.77 

+  0.68 

+  0.67 

März 

-h  0.62 

+  0.88 

+  0,58 

+  0.40 

+  0.62 

April 

-f  0.4« 

+  0.69 

+  0.45 

+  0.13 

+  0.40 

Mai 

+  0.<8 

—  0.06 

0.00 

+  0.06 

Juni 

—  0.32 

—  0.06 

—  0.14 

-0.15 

—  0.17 

Juli 

—  0.20 

+  0.03 

+  0.07 

—  0.01 

—  0.03 

August 

+  0.46 

+  0.52 

+  0.39 

+  0.50 

+  0.47 

September 

-i-0.80 

+  0.78 

+  4.06 

+  1.04 

+  0.91 

October 

+  0.94 

+  0.98 

+  1.44 

+  0.47 

+  0.96 

November 

+  0.53 

+  0.74 

+  0.58 

+  0.56 

+  0.59 

Decembor 

+  0.49 

+  0.49 

+  0.32 

+  0.42 

+  0.43 

Dicsr]lK>  Operation,  fttr  Lufldriick  ntisgoftthrt,  lierorle  nur 
Unterschiede  vi»n  einigen  IlunderteL  Millimetern,  also  durchaus 
unerbehiiflie  (Irössen. 

Das  Verhiiltniss  der  lilglielieii  iiiisseren  Temperaturperiede 
XU  jener  im  l'lirfreliiiuse  ist  etwa  \  :  0,6,  wie  sieh  aus  einer  Heihe 
von  Simultanbeobachtungen  eri^iehi,  welche  wiihrend  dreier 
Monate  speciell  xu  diesem  Zwecke  mit  drei  tiii-liehen  Mdesimiren 
angestellt  forden  waren.  In  der  Absieht ,  der  Feblerhaftigkeii 
der  gegebenen  Teniper.itiiren  snmmtiriseh  entgegenzuwirken,  be- 
nutzte ich  diese  Z.ihl  und  die  durch Mittclbiiden  <ins  allen  i/,, — 
resuUirei\(h  Ueibe  zur  Berechnung  einer  Interpoiationsfermel. 
nach  welcher  dnnn  die  geliehenen  Temperaturen  nmgeilnderl 
wurden.  Die  mit  beiderlei  Temperaturen  durcbgefttbrto  Aus- 
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f^leichuui^  der  (lUn^e  zoigte,  dass  die  beiden  Gonslantcn  des 

(liiniios  um  ();005  ,  die  beiden  Teinperaturcoöfficienlen  nur  um 
'  ilires  Werth«»s  voneinandpr  abwichen,  während  die  übrijien 
ruiiflicienten  mii^i  and«  rl  lili<'lM'n:  bei  der  hier  erreiehb.iren  Gc- 
niiuiukeil  kommen  <l«'r arlii;*  l  nlerseliiede  nieht  in  Heirneht. 
ist  ;ibrr  möi^lieh,  d;iss  in  den  (iiinu-  «xUt  St;nnlfehl«  rn  ein«  r 
{iiulen  I  hr  eine  Abhiiniiiiikeit  \on  ih  r  .l.iiireszeil  h^r  Nnrlritl .  «  r- 
zeugt  (Uirch  Anvvenduni:  suIcIkm'  fehleriuifter Tempi  lahm  ri:  n;u  h 
Obi&^em  könnten  die  Abweichungen  in  Gang  0:01,  in  Stand  0:<i 
erreichen. 

Ul. 

Gang  und  Schwingungsbogcn  sind  im  Folgenden  als  lineare 
Functionen  vonLuftdnick  und  Temperatur  vorausgesetzt  wurden. 
Die  in  den  Gängen  Ihm  starken  l)niek.schwankungen  übrig  blei- 
benden Widersprüche  zwischen  Beoliachtung  und  Bechnung 
lassen  allerdini^s  vermuthen,  dass  hierbei  jene  Form  der  Dar- 
stellung keine  ganz  erschöpfende  ist;  es  war  jedoch,  wie  der 
Versuch  ergab,  nicht  möglich,  diese  Differenzen  durch  ein  in 
Bezug  auf  den  Lu(t<lruck  quadratisches  Glied  wesentlich  in  ver- 
mindern. 

Hin«'  iirjiphist  lie  Darslelbini»  (h'S  Scli\s  inuiiniivboiiriis.  (K  s 
(i.mL't's  und  der  riin  orfeclioncm  zeiule  (h'ullirli.  dass  e<  Ti<»lh- 
wendi.n  sei,  «TSlens,  mit  der  Zeit  einilcireirnr  \  «  r-iiideniiii:'  n  /u 
berlleksiehti|4en,  was  Iheils  durch  lineare,  tiicils  <birch  )|ii.i(lr.i- 
lisehe  (iiieik'r  lieseliehen  ist:  zweitens,  die  licultac  hturvj.  ii  (ie> 
h'lzh'n  M<mats  \on  diM*  Iteehinniu  auszuschliessen .  da  «Iii  seihen 
in  ersielillij'her  Weise  starke  rnreneluKissiukeilen  aufweisen. 

Man  fiiulet  niui  wcilerhin  für  die  beobaehtelen  Grössen  H 
Gleichungen  angesetzt  ven  der  Fornk : 

darin  bedeuten :  /  die  Zeit,  T  die  Temperatur  (in  Geteinsgroden), 
B  den  Barometerstand,  l^y  1\,  li^^  gewisse  sweckiitlissig  zu  wählende 
Aus^angswerthe,  (»„  den  unbekannten  mitUeren  Gang  oder 

Schwinf^ungsbogen,  ^,c, r/, e  die  gesuchten  Coi^fVicienten.  Die  Final- 
gleichungcn  für  diese  sind  ibeils  durch  die  einfache  Methode 
der  Umkehr  der  Vorzeichen  und  Snmmation.  Iheils  durch  die 
CaucliN  sche  Melhode  gewonnen  wurden;  in  letzterem  Falle  unter 
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Beoulsung  der  von  Vilubcbau  (Gonnaissance  des  Vemps  4  852) 
als  nolhwendig  und  hinreichend  angeftlhrU^n  Gontrolen. 

Man  begiebi  sich  dabei  allerdings  des  Yortheils  einer  exacten 
Feblerortnitteiung ;  ein  Ersato  bierfür  liegt  jedoch  darin,  dass  ich 
die  definitiven  Go^flioienlen  xwardnrch  Zusammenfassung  des  ge- 
sammten  Beobachtung^malerials  ermittle ,  ausserdean  aber  auch 
die  für  einselne  (meist  einjährige)  Zeitabschnitte  giltigen  Co^ffi- 
cientensysteme  berechne. 

IV. 

An  Dencker  XII  sind  beide  Knden  dos  Schwintiunnslmgens 
läßlich  einniiii  (iO'')  nl)f;t'l('sen  worden;  die  im  Uhrliiielie  angc- 
f^ebenen  und  für  die  Zeilbeslimmungsinterviille  giltigen  halben 
Schwingungsliogcn  zeigen  einen  engen  Zusaininenhang  mit  der 
Temperatur.  Um  die  so  complirirte  Einwirkung  derselben  auch 
hinsichtlich  des  Schwingungsbugens  genauer  kennen  zu  lernen, 
habe  ich  diesen  einer  Ausgleichung  unterzogen. 

Das  Intervall  der  Ablesescala  beträgt  genau  10'  und  es  wer- 
den Zehntel  desselben  geschätzt;  parallaktische  Ablesefehler  sind 
durch  die  Art  des  Ablesen»  vermieden.  Um  den  Einfluss  der 
Beobachtungsfehler  zu  verringern,  wird  man  den  Schwingungs- 
bogen  Ober  bestimmte  Zeiträume  zu  Mittelwerthen  zusammen- 
fassen und  zwar,  wegen  der  Regelmässigkeit  der  Ablesung,  über 
gleichlangi^  Zeiträume.  Bei  der  Wahl  der  Dauer  eines  solchen 
bat  man  es  in  der  Hand,  zugleich  eine  wüchentliche  Periode  zu 
eliminiren. 

Beim  tiefsten  Stande  des  Zuggewichtes  schneidet  nämlich 
dessen  untere  Grenzfläche  ungefähr  mit  der  Mitte  der  Pendel- 
linse ab;  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  Linse  und  Gewicht 
beträgt  dann  2—3  cm  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  das 
letztere  dann  in  den  Bereich  der  «mitschwingenden  Lufimassen« 
gelangt  sei,  lässt  sich  vennuthen,  dass  hierdurch  eine  stürende 
Wirkung  ausgeübt  werde.  Diese  Vcnnuthung  dürfte  übrigens 
schon  alt  sein. 

Zu  einem  hierauf  sich  besiehendenVorsuche  waren  schon  früher 
auf  Veranlassung  des  Herrn  Prof.  Barns  die  halben  Schwingungs- 
bogen  eines  Halbjahres  zu  Mitteln  vereinigtund  gefunden  worden: 

(D       l       rj     \      %       C  t) 

  1  _   • 

2^»  25/4    ii.'.i     22/7        23/i     ilM\     22/6  ' 
der  Tag  des  Aufziehens  ( ^       wurde  weggelassen. 
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Biese  Keihe  erslredii  sich  nur  über  eine  halbe  Temperatur- 
Periode  (Januar  —  Juni) ;  es  liegt  nahe)  das  gesaaimte,  fast  vier- 
juhrige  Beobachtungsmaterial  su  einem  umfasseDiterenYersQofae 
XU  verwenden ;  auch  scheint  es,  um  einen  wenigstens  angenäher- 
ten minieren  Fehler  angeben  m  kUnnen,  zweckmüssig,  fQr  jt^de 
einzelne  Woche  diese  Periode  jiufzusuchen. 

Man  erlUHl  nun,  aussjehend  von  der  \cX/Xvn  AI»losnni^  vordem 
Aulzit  lu'u.  die  foljieiuifu,  nach  Jahren  und  Wochentagen  geord- 
neten Unterschiede: 


1 

4883 

1884 

4885 

4886 

■ —  ji- 
4883-^ 

J — s 

0" 

0" 

0" 

0" 

-1-  \i 

-f-  0 

4-  <0 

\  i:\ 

+  U 

+  27 

H-21 

C — 5 

f  40 

-1  50 

4-  ;io 

+  « 

4-  29 

-i-34 

4-  i\ 

+  8 

4-25 

4-  32 

4-2! 

(L-  3 

+  4< 

+  <0 

+  42 

4-36 

+  17 

6—6 

0 

0 

0 

0 

0 

Als  mitllerf  r  F(?hl(T  einer  Zahl  der  letzton  Keihe,  deren  jode  das 
Mittel  aus  iOÜ  lieobachluni;en  ist,  ergiebl  sieb  der  Werth:  ±  5" 
und  zwar  ohne  Hocksicbt  auf  die  Veränderungen  des  Schwia- 
gungsbog<'ns  ihirclt  Temperatur  und  Luftdruck. 

In  den  l'ublications  of  the  Washburn  Observator)  II,  im 
Artikel :  The  sidereal  tinie  dock  (HohwU),  findet  man,  als  Resaltat 
directer  Beobachtung,  die  Bemerkung  nber  den  Schwingungs- 
bogen:  il  a|)[)ears  to  decrease  as  the  driving  weight  falls. 

Aus  IJebereinstimmung  und  Sinn  der  Vorzeichen  obiger 
Unterschiede  ersieht  man,  dass  auch  der  Schwingungsbogen  von 
Dbnckbr  XII  heim  tiefsten  Stande  des  Zuggewiohtes  am  kleinstea 
ist;  nebenbei I  aus  dem  Gange  der  Zahlen,  dass  er  mindeste» 
einen  Tag  braucht,  um  in  die  neue  Gleichgewichtslage  zu  kom- 
men; es  ist  dies  wohl  vereinbar  mit  Beobachtungen  des  Herrn 
Professor  FcsasTsa  (Astronomische  Nachrichten  2482 — 4:  Unter- 
suchungen über  Pendeluhren;  III). 

Mit  Racksicht  auf  das  Vorhergehende  sind  bei  der  Unte^ 
suchung  der  Abhängigkeit  des  Schwingungsbogens  von  Luftdruck 
und  Temperatur  sogleich  7UigigeMittelwerthe  eingeftlhrt worden: 
es  ergeben  sich  fflr  diese  202  Gleicbun^i  n  von  der  Form: 


.         .  y  Google 
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Beob.  Schw.-B.  =  «  +    (/  -  /„)  +  c  /  —  /J«  4-  (/  (J-—  <  0») 

(Z^—  750°"»;. 

Hierin  bedeuten:  aden  mitUeren Schwingunggbogeni 6yCy£/,eder 
Reihe  nach:  den  Go4$fficienten  der  Zeit  t,  des  Quadrates  der  Zeit, 
der  Temperatur  7,  des  BaroDieterstandes  B;  steht  fflr  4885 
Juli  24,5;  t  gilt  fttr  die  Mitte  jeder  Woche,  die  Zeiteinheit  ist  fttr 
b  :  3,5,  für  c:  350 Tage.  Die  in  der  I.  Reihe  der  folgenden  Tabelle 
enthaltenen  Epochen  beziehen  sich  auf  den  Anfang  jeder  Woche; 
die  7.  Reibe  giebt  gleich  die  Grossen:  H{Sb  —  2*},  worin  man 
fttr  Sb  den  halben  Schwingungsbogen  zu  setten  hat. 

Um  u  und  c  von  einander  zu  trennen,  ist  for  das  erstere 
substituirt  worden:  er  —  4,4c;  die  Wahl  der  Zahl  4,4  geschah 
aus  Zweckmässigkeitsgründen. 
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Nach  bekannter  Methode  erhält  man  die  fttnf  Finalgleichungen : 

-i-20ia—  4046+-  ay8.6«/-+i45.4<*=+-424124 
+-  32«—  m%b-\-  n.9c+-HI9.8(/—    3.2c=+-  34644 

—  2a +- 804046—    5.3t?—  486.0rf+    2.6«:=—  7923 

—  30a—  3086+-240.4C—  241.6(/—  6.6e=—  24929 
+-  40a—    7026+  28.3c +■  247.8(i +83».2i5  =+  25084, 

welche  befriedigt  werden  durch  die  Werthe : 

a  =  -+  577.7,  6  =  —  0.2284,  c  =  —  8.895,  (i  ==  +  4  4.64, 

f  =  —  0,964. 

Vr*rmitl(»I.st  dirscr  Wcrllic  U\r  h  und  sind  di«'  /«'ilulirdrr  ans 
den  für  die  ciii/ol luin  .lalirc  uiltii^en  Finalgk'ichunt^.^.SN . •kleinen 
eliminirt  worden.  Üic  ersten  vier  üeihen  der  folgenden  Tafel  eal- 
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luillcii  die  WitUk'  »Um*  Corffirii^nlcfi  ffir  die  einzelnen  .l;jhro.  die 
lel/le  Liieht  die  deliniliven,  alle  ausj^edrtU'kt  in  IU)i'eniiiaa>*>;  die 
Zeilen  enlhidlen  der  Heihe  naeh:  die  milllercn  Schw iugunjj;^- 
l)()i;en  und  die  Veränderungen  für  1"  Temperatur-,  resp.  I 
LufldruckcrhöhuDg. 

Ülcichuni^:      1— öl      lVi—\Oi  103—153  153—202    i— 202 
-f-49'/5    +49^7    +47:'2    +  S^l'S    +  49?7 

—  6:'o  -h  in  —  1%  —  4ro  —  4ri 

iNiieli  Herrn  Professor  FtKRSTER's  UnUTSUchungon  (A.  N.2i83)  ist 
für  ein  Qneeksilberpendel  bei  einem  Schwingungsbogen  voo 
464'  eine  Verkleinorunsj  \<)n  2"— 3"  für  4"™  Lufldruckerhöhuiig 
SU  erwarten.  £8  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  der  Schwingiiiig&- 
bogen  eines  Rostpendels  eine  so  viel  grossere  Veränderung  er- 
fahrt, -wie  obiger  Gol^fTicient  angiebt;  bei  seiner  Unsieheriieil 
kann  man  sich  mit  der  Andeutung  eines  Luitdruckeinflusses  be- 
gnügen. 

Die  übrig  bleibenden  Fehler  (in  Bogenminuten)  im  Sinne: 
Soll  minus  Ist,  berechnet  mit  den  Gofifficienten  der  einzelnen  Jahre 
und  zwar  ohne  Rücksicht  auf  die  Barometerglieder,  findet  man 
in  der  letzten  Reihe  jeder  Rubrik.  Man  bemerkt  an  ihnen  emen 
Zusammenhang  mit  dem  Sinken  imd  Steigen  der  Temperatar; 
dies  gilt  nicht  nur  für  die  grossere  jtthrliche  Periode,  senden 
auch  für  die  Schwankungen  von  kürzerer  Dauer. 

Einen  merklichen  Theil  dieses  Zusammenhanges,  dem  Sinne 
nach  ein  Zurückbleiben,  könnte  man  erklären,  wenn  es  ertaubt 
wäre,  die  Trägheit,  mit  welcher  der  Schwingiin  gsbogen  Luftdrack- 
Änderungen  befolgt,  auch  für  die  Befolgung  von  Temperatui^ 
finderungen  anzunehmen;  zu  einer  vollständigen  Erklttrungdteser 
Erscheinung  dürfte  vielleicht  auch  das  Verhalten  des  Zinkes  der 
Coinpensation  heranzuziehen  sein.  Die  Annahme,  dass  die  Tem- 
j)eratur  mehrere  Tage  Nachwirkungen  auf  die  Uhr  ausübe,  habe 
ich  durch  Rechnung  verfolgt,  und  nlh  rdings  eine  verbesserte 
DarsteliiiM|4  von  Schwini^ungsbogcn  und  (iang  erreicht;  von  eiuer 
Wiedergabe  dieser  UnlcTsuchung  sehe  ieh  iudehscu  ab,  da  sie 
nur  den  Charakter  eines  Versuches  trug. 

Aus  der  Ue})ereinstininuing  der  Wert  he  des  nullleren 
Schwinguuj^sbo^euä  für  die  vier  einzelnen  Jahre  ersieht  man,  dass 
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die  Zeit  gcntlgend  l)orU(>ksi(*hligt  ist;  die  gesartimtc  während  der 
46  Monale  eingeIrcU  ne  Verminderung  betragt:  6/6. 

Der  mittlere  Fehler  der  Diirstellung  des  Sehwingungsbogens 
ist:  d:  2/1 ;  vollfdhrt  man  diese  durch  eine  einzige  Formel,  so  er- 
haU  man  denselben  Werth.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Ur- 
sachen y  welche  mit  der  Zeit  den  Schwingungsbogen  geändert 
haben,  als:  Elasticittttsündening  der  PendeUeder,  Verdickung  des 
Oeles,  stoiig  gewirkt  haben  mtlaaen. 

Y. 

Die  während  der  vier  Jahre  beobachteten  Gänge  sind  in  einer 
einzigen  Ausgleichung  zuaammengefeaat  worden  und  lieferten 
283  Gleichungen  von  der  Form : 

Beob.  G.  =  o  4-  6 .  (( - 1 J  -I-  rf .  (r—  1 0°)  +  e .  (Ä  -  750»») . 

Darin  bedeuten:  aden  mittleren  (Jang,  6,(/,f  der  Reihe  nach: 
den  Co(<rricientcn  der  Zeit  der  Temperatur  T  und  des  Baro- 
meterslandes B. 

Man  kann  diese  223  Gleichungen  aus  dem  folgenden Tabicau, 
welches,  um  für  das  Spätere  Wiederholungen  zu  vermeiden,  hier 
ausführlicher  angesetzt  ist,  ablesen.  Die  4.  Reihe  desselben  ent- 
hält die  Termine  der  Zeitbestimmungen ,  die  2.  die  ührcorrec- 
tionen,  die  3.  die  Gänge,  die  4.  die  mittleren  Temperaturen,  die 
5.  die  mittleren  Barometerstände. 

Die  Zeit  (/— zählt  von  4885  Juli  S5.G  an,  die  Zeiteinheit 
ist:  100  Tage.  Die  Lflcken  in  den  Reihen  der  Gänge,  Tempera- 
turen und  Barometerstände  sind  durch  mehrfachen  Beobachtcr- 
wechsel  entstanden. 
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gleichuu^en: 

i«3a—     4.454  6+  531.6  </  +  304.8  e  =  H-  4?794 
+  768.0     6  -   261.9  rf  —         <•  =r  +  4M70 
+  M97.4rf—  24.8  e  =r  -  49^40« 

+  957.4  c      -f  10:540 

und  daraus  die  gesacbten  Unbekannten: 

a  =  +  0:04484,  h  ^  -j-  0:01069.  r/  =  —  0:01000, 

e  =  +  OüOMOl ; 

also  ist  die  Gangformel : 

(I.)       G  =  +  0:045  +  0»0407  .  (/  —  .luli  9Ii.OO,  1885) 

—  0:0160  .  (T—  10") 
+  0«0140.  (ß  —  750"''"}. 

Die  6.  Reihe  des  Tableaus  enthalt  die  hiernach  ttbrig  blei- 
benden Gange;  die  Quadratsumnie  derselben  ist  0?76,  also  der 
mittlere  Gangfehler:  ±  07059. 

Die  von  Juli  4882  bis  Juni  4883  beobachteten  Gttnge  sind 

10* 


.  ,j  .  .-  .  o .  y  Google 


146 


Richard  ScauaAicN, 


l)er(üis  von  anderer  Seite  ausgegliehen  worden;  die  dabei  ge- 
fundene Formel: 

(2.;  Ber.{;=Beob. 0?02< 4  •  {T—  \ 0«)  —  0?OI05 •  (Ä— 750— ) 

(licnfc  z!ir  vorläuCii'on  Roiluclion  für  d'w  folgendt»n  .lahre  ;  diese 
Ht'duclion  Ik'fcrtc!  alsQuadratsummedor  fll)rig  bleibenden  (iHnge: 
die  Qu.iilr.ilsumme  der  gegebenen  Gänge  beträgt  nur  4!50; 
demnaeh  haben  das  Zeitglicd  und  der  Temperaturoo^fficient  der 
Formel  (1.)  die  DarsteUung  wesentlich  gebessert. 

Trennt  man  nnn  dieKiiininationsglcichungen  für  Temperatar 
und  Luftdruck  nach  Jahren,  so  erhält  man  für  die  leUteren  der 
Reihe  nach: 

I.  II.  III.  IV. 

d  =  — 0.0499,  — 0.0^39,  — 0.0460,  — 0.0424, 
f --  +  0.0405,  e  = -1-0.0424,  e  =  4-0.0480,  c  == -|- 0.0096. 

Die  Abweichungen  der  BaronietercoJ^fTicienten  sind  naeh  der  Un- 
sicherheit der  Hcchnung  erlaubl;  die  Verscliicdtittheil  der  vier 
Temperalurcoiiflicienlen  indessen  ist  etwas  grüsser;  sie  kann  es 
nur  wUns(  honswerth  machen,  diese  noch  auf  einem  anderen 
Wege  tu  erhallen. 

VI. 

In  dem  Aufsatze:  »Heobaehtungen  des  Ganges  einer  Kessels- 
schen  Pendebihr  und  Henierkungen  darüber«  zeigt  Bessel.  Nvie 
rhreorreelionen  (vermittelst  eines  aus  den  G.Mngen  gewonnenen 
Cojiflicifnten  \  oni  Toniporatureinfhiss  zu  befreien  sind;  Wag\er 
a.a.O.  eliniinirl  aus  eiiensolehi'U  die  Kinv\  irkiini!  des  f.uftdnieks 
mit  »'inoni  angenonuncnen  Ox-flicicnlcn.  Fur  unseren  Fall  liegt 
es  wohl  nahe,  die  rhnnrn'clioncn  zu  einer  N<'ubesliumumg 
h('ranzuzieh(>n,  di«-  Iclzli  n-  über,  um  denTemperatureoi'ffieienten 
auf  Veränderlichkeit  mit  d«T  Zeil  zu  prüfen,  iimerhall»  einzelner 
zweeknüissig  gewühlter  AliscImitI»'  vorzuneluuen.  Kin  soh  her. 
die  02  Z(!itbe;>linuiiungen  der  ersten  H  Monate  umfassend,  i.sl 
dargeboten  dnreli  di'-  |SSi  September  t'A  eingetretene  Aende- 
rung  im  Modus  der  Hiol'.u  iitung;  der  i?.  reicht  von  Oetober 
bis  Oetober  \  HS'.\  und  enthält  "»S  Zeilbestinutumgen ;  der  den 
weiter  zu  theil<*n  nicht  rathsam  ist.  begreift  die  übrigen  20  Mo- 
nate niil  Oi  Zeitbestimmungen:  IC»  verstreut  liegende  Zeitbeslim- 
nmngeu  eines  anderen  Beobachters,  nämlich: 
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1885:  U4'!45  — 4ö4f3ö, 

350.33  —360. ?6, 
4886:  175.49  —  491. i8, 

3  i  1.47  -  363.45, 
4887:  409.44  —  497.39, 

sind  \oii  der  Ausiileiehuni;  ausgoschlo.sscn .  hei  der  Ueducttou 
der  Uhreorreclionen  aber  inil  berücksichtigt  worden. 

Alle  zum  An.salz  der  Bedingungsgleiehungen  nöthigen  Vor- 
schriften ergeben  .sieh  aus  dem  Umstände.  dassUhreorrcetion  und 
Uhrgang  sieh  zu  einander  verhalten  wie  Funcli(tn  imd  Ableitung; 
es  besieht  für  jede  Uhreurrectiun  eine  Gleichung  von  der  Forn» : 

(/=(/;  +  0'  (i  —  g  —  y*4-c/. jT'dL-\-ej'ß'äL 

iai  die  Uhrcorreotion  zur  Zeit    a,  </,  e  sind  identisch  mit 

den  gleichiuuteoden  Grössen  der  Gangfonuel;  b'  ist  gleich  ^> 

Der  ÄnflttBun^methode  wegen  sind  bei  der  Bildung  dieser 
Temperatur-  undLuftdrucksummen  gewisse  Yorsichtsmassregoln 
zu  beachten.  Um  nttrolich  günstige  Elimina tionsgleichungon  zu 
erhalten,  empfiehlt  es  sich,  Temperaturen  und  Rarometerständc 
auf  genaue  ^  fttr  den  betreffenden  Abschnitt  giltige  Mittelwerthe 
zu  beziehen,  da  sonst  die  erwühntcn  Summen,  anstatt  nur  zu 
schwanken,  auch  mit  der  Zeit  wachsen  wttrden;  es  betrnge  dies, 
wie  man  sich  vorstellen  kann,  für  jeden  Tag  etwa  die  DiiVorenz 
von  jenemMittelwertlu* ;  wegen  der  jährlichen  Tein]>eratur]>eriode 
ist  es  gut,    in  die  Zeit  eines  Maximums  oder  eines  Minimums 

der  Temperatur  zu  icgCD,  weil  anders  ^^^J* grössereu 

Thcilc  zugleich  mit  der  Zeit  das  Vorzeichen  umkehren.  Demgo- 
roäss  sind  Temperaturen  und  Barometerstände  bezogen  wordeb  auf 
+  4 3?0  resp. 754 .4 mm  im  4 .  Abschnitte, auf  +  <  l?*)  resp.  754 .4 mm 
im  9.  und  3.  Die  Auswerthung  der  Integrale  geschah  durch  Multi- 
ptication  der  mittleren  Temperatur,  dos  mittleren  Luftdruckes 
jedes  Intervallcs  mit  der  genauen  Zwischenzeit  und  Summation 
der  Producte  von  an. 

Die  beiden  Zeitcoäfßcienten  endlich  verlangen,  dass  man, 
soweit  dies  noch  möglich  ist,   in  die  Mitte  des  Abschnittes  verlegt. 
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Die  (ilüichimgrii  des  2.  und  3.  Absclmiltes  iicsscn  sirh 
nicht,  wie  iVw  des  1..  nach  der  einfiichcren  Mcthodi-  auf- 
lösen; sie  (Tfordcrtcn .  um  Tcmpenitur  und  l.ufldni"  k  von- 
eluiinder  trennen  zu  küuueo,  die  Anweudung  der  Calcui  i>cheu 
Melbude. 

Aus  den  drei  Systcmeo: 

02  L\  +  28.63  a  +  107.ÜI  6'  +   7301  ä  —  i39<J  e 

=  4-  6796:35, 
+  66.60  aH-   53.60  6  —   7739  (i  +  <290  <? 

=  —  21:29, 
4-34.50  0+  81.60  6' 4-   4157  ci  —    177  c 

=  —  80H7, 
-  24.50  a  +  36.40  b'  -{-  15865  d  —  mZe 

=  —  483*87, 
+  98.60  a+    8.40  6'—  4855  (/+ 2964  e 

=  +  19-67, 

58      —  39039  d  +  48009  e  +  0.00  a  +  69.24  b* 

=s  +  6400?02, 
+  46745  d-^      33  0  +  4.75  a  +  54.54  6' 

s=  —  255!84, 
/,n  +  5449  c  —  50.99  a—  0.65  6' 

(^'')  34*36, 

+  35.37        44.62  6' 

==  +  54-9«, 
-I-  43.40  6' 
=  -  47!60, 

94  (/,  -f  43986  d  -f  5376  e  +   45.44  a      300.87  b' 

H-  11 953^26, 
4-  34619    —  4890  c  —   42.72  a  —   29.55  b' 

=  —  825:72, 
4-  8253  e  4-   99.55  a  4-  <  l*'>.30  // 

=  4  850:37, 
4-  406.72  II  -    MA)\  b' 

=^  4-  h;u:72, 

4-  5i05.ü5  b' 
=  —  40:58, 

erhält  man: 
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-f  <H!67,  —  4.6707,  +  4.9670,  —  0.02219,  +  0.00977 
-I-  94?«4,  +4.4414,  —  4.S435,  —  0.04084,  +  0.04703 
+  127?57,    +  7.860«,    —  6.0544,    —  0.04440,    +  0.00980. 

Mit  diesen  Worlhen  derUnhekiinnten  sind  die  Iteohachlelcu  ühr- 
correctloncn  U  rediieirt  worden  na»  h  der  Fonnel : 

dio  ttbrig  bleibenden  Fehler  F  findei  man  in  der  7.  Beibc  des 
Tableaus. 

Obige  drei  TemperaturcoüffioienVen  xeigen  ein  ähnliches  Ver- 
halten wie  die  vier  aus  den  Gangen  gefundenen.  Die  Annahme, 
dass  die  Einwirkung  der  Temperatur  auf  den  Gang  von  Denckor 
XU  sich  geändert  habe,  liesse  si(  h  stutzen  dureh  die  Thatsaehe, 
dass  das  anfangs  frische  Gel  sich  im  Laufe  der  vier  Jahre  verdickl 
hat;  man  ktinnte  auch  das  Zink  im  Pendel  verdachtigen.  In- 
dessen kommt  zu  der  Schwier^keit,  einer  derartigen  xeitlicbca 
Voranderong  Rechnung  zu  tragen,  noch  dio,  bei  aUedem  die  be- 
nierkenswerthe  Uebcreinstimmung  der  Teraperalurco(*fficientcn 
des  Sehwingungsbogens  zu  erklaren.  Man  kann  wohl  besser  den 
Temperaturcoi'fficientcn  des  Ganges  als  mit  grösserer  Unsicher- 
heit behaftet  ansehen;  es  ergeben  sich  dann  die  für  die  l'hrcor- 
reetionen  ciuliiiltigeii  Werlhe  des  Temperatur-  und  des  Haro- 
nietercoi'fncienlen  am  geeiunetslen,  indem  man  in  den  einzelnen 
Systemen  die  Zeilulieder,  aus  der  '».Gleichung  des  <. Systems 
noch  das  TemperalurL'licd  clinu'nirt  und  die  entsprechenden 
Gleichungen  zu  einander  addiri;  man  erhalt  aus: 

+  64499  d  —   0746  e  =  —  lOiÜOI 
+  46336  a»-i-  496^52 
für  die  beiden  Unbekannten  die  Werth«: 

rf  =  —  a!04645,         —  +  0?04203. 

VIL 

Die  beiden  endgiltlgen  Temperaluroö^lHcienten  stimmen  ge- 
nügend ttborein;  von  den  Barometercofifficienten  liegen  die  drei 
ans  den  Uhroorreelionen  gefundenen  weiter  auseinander,  afs 
die  vier  aus  den  Gtfngon  der  einseinen  Jahre  gefundenen:  die 
letsteren  scfaliessen  aber  den  Mittelwertb  der  erstoren  ein  und 
man  kann  ohne  weiteres 

es +  070440 
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als  definitiven  Barometercoeffioienten  für  das  Rostpendel  toh 
Dencker  XII  ansehen. 

Ein'voUsUlndiges  Znsammenfalien  der  beiden  CoOfGcieoten* 
Systeme  ist,  trotzdem  dieselben  aus  den  gleichen  Beobachtungen 
berechnet  sind,  nicht  erforderlich,  da  man,ameineGanggleiohang 
aus  den  einschliessenden  Uhrstandgleicbungen  zu  erhalten,  nach 
Subtraction  der  letzleren  voneinander,  noch  mit  der  Zwischen- 
zeit zu  dividiren  hat;  dies  kommt  aber  einer  Mulliplication  mit 
willkürlichen  Gewichten  gleich,  und  findet  auch  dann  noch 
üebereinstimmnng  statt,  so  ist  damit  Unabhängigkeit  der  Go^ffi- 
eienten  von  diesen  Gewichten  bewiesen. 

Die  beiden  Uhrcorrectionscocfficienten  zeigen  grössere  Un- 
sicherheit, als  die  des  Ganges;  der  Grund  dafttr  liegt  in  der  hier 
vorgenommenen  Behandlung  der  rhrrorrectionen;  systematische 
Unterschiede  dürften  nur  unerheblicher  Art  sein. 

Der  Gang  von  Dcncker  XII  ist  nicht  ganz  derselbe  geblielien 
mit  der  Zeit;  die  Gangformel  giebt,  da  sie  den  ganzen  Zeitraum 
umfasst,  diese  Veränderung  am  besten;  nach  ihr  betrug  der 
mittlere  Gang: 

im  August  1883:  —  0!030 
im  Juli  4885:  +  07045 
im  Juni     4887:  +  OH  SO. 

VIII. 

Kin('V(M'i:l(M(:h!in|_' (Irr  ili)rigMoil)on(l»'n  Gang-  undSlandfehler 
kann  man  d;i<liir(  li  lH'rl>riführon.  d;>ss  man  ;his  lolzlcron.  u<>nau 
als  würcn  sio  gogehonc  ührcorrrctionfMi,  l.iulichc  Gänge  ableitet. 

Die  UcbonMnstiininung  beider  (ianuicilicn  im  \.  und  5.,  also 
den  körzercn  der  Abschnillo,  in  weiche  die  Reihe  der  Thrsliind«' 
getheilt  wurde,  ist  geslorl  durch  die  unvermeidliche  Unsicherheit 
der  Zeitglieder;  sie  ist  nahe  vollständig  im  3.,  längsten  AbschniUe 
(4885  272f56  —  «887  104^39). 

Die  mittlere  Gangunsieherheit  betragt  nadi  der  Ausgleichung 
der  Giinge  seU)sl:  dz  0. (>•>".>,  nach  den  Uhrstand resten  :  ±:  O.Üöi; 
die  unl>edeutende  Verbesserung  rührt  lediglich  davon  her,  dass 
die  eben  erwähnten  drei  Abschnitte  völlig  getrennt  v(Mieinander 
ausgeglichen  wurden;  es  ist  dabei  unter  Anderem  einer  rlw.iv 
grösseren  Veränderung  des  nüttleren  Ganges  wahrend  dercrstcu 
beiden  Monate  Rechnung  getragen  worden. 
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Wie  Kaiser  (A.  N.  1 502)  bei  Hohwtt  17  vergebensnach  einem  Zu- 
sanimeiihiiiige  hervorstechender  Ahweichunfien  in  Sch\\  intjungs- 
l>ogen  und  Gang  gesucht  hat,  so  vermoclile  ich  auch  bei  Dencker 
XII  einen  solchen  nicht  klarzulegen  ;  es  ist  nur  benierki  fiswerth. 
dass  die  Zeiten  der  stärksten  Abweichungen,  in  Gang  \  HH{)  April 
ii  —  Mai  6  (1  Hf30  —  HüHi),  in  Sehwingungsbogcn  April  iG 
—  Mai  10,  einander  theilweise  decken. 

Die  Gangresle  überschreiten  nur  in  16  \on  -liH  Zeitbestim- 
roungsintervallen  das  1.  Zehntel  der  Zeitsecunde,  erreichen  aber 
nicht  das  zweite:  ihre  Vertheilung  nach  Grösse  und  Vorzeichen 
ist  nicht  die  zufälliger  Feliler,  man  findet  vielfach  ausgesprochene 
Hegclmlissigkeit  im  Gange  der  Fehler:  dieselbe  gewinnt  aber  keine 
solche  Ausdehnung,  dass  daraus  Standreste  von  grüssercm  Be- 
trage als  .'J'  cntsttlndeu. 

Die  Kleinheit  dieser  Fehlergrenzen  berechtigt,  nach  den  bis 
jetzt  bekannt  gewordenen  Bearbeitungen  anderer,  in  den  glei- 
chen Verhältnissen  befindlicher  Uhren  zu  urtheilen,  zu  dem  Aus- 
spruchcj  dass  die  Uhr  Dencker  XU  zu  den  besten  ihrer  Art  gehört. 
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W.  SelMibiier,   Die  compUxe  MuUiplkation  der  Theia- 

funcUonen. 

Im  dritten  Bande  des  GiiBLLB'scben  Journals  bähen  Abb. 
(S.  484}  und  Jagom  (S.  495)  fest  gleichseitig  (nach  des  Heraus* 
gcbers  besOglichcr  Notis  S.  460  am  42.  Februar  und  S.  492  am 
2.  April  1 8S8)  die  Bemerkung  gemaeht,  dass  ftir  gewisse  Wcrtbe 
des  Moduls  die  elliptisobe  Differentiälgleicbiing 

d }/  (/  .r 

algebraisch  inlegraliel  wird,  aueli  wenn  der  MuUiplicator  ///  einen 

coinplexon  Werth  von  der  Form  a  -\-  h  V  —  I)  hat.  Zugleich 
gibt  Abkl  die  Anwendung  seiner  Formeln  auf  die  früher  von 
Gauss  (disquis.  arithni.  Art.  335  angekündigte  Leninisealenlhei- 
lung,  worQber  Gauss'  Werke  Bd.  III.  S.  103  11.  und  die  Arbeiten 
von  EiSFNSTFiN  ZU  Vergleichen  sind.  In  Jachhi  s  Naoblass  lieziefal 
sich  der  Bd.  1  seiner  Werke  S.  491  — *M')  publicirte,  nach  Wkies- 
STBASs'  Yermutbung  unn^itlelbar  nach  Vollendunü  der  Fuuda^ 
menta  entstandene,  Aufsatz  auf  die  coniplexe  Multiplication  der 
elliptischen  Functionen.  In  neuerer  Zeit  ist  namentb'ch  von 
Rronsckir  und  HmuiiTB  eine  umfassende  Theorie  entwickelt 
worden,  welche  den  Mathematikern  vielfach  Stoff  lu  einschla- 
genden Untersuchungen  gegeben  hat  (als  neueste  grossere  Ar- 
beit erwähnen  wir  die  Abhandlung  von  Sylow  im  Jahrgang  1S87 
des  LiouviLLC^sehen  Journals,  S.  409 — 254). 

Im  Folgenden  Sdll  gezeigt  werden,  wie  die  coinplexe  Miilli- 
pHcalidii  der  elli|il i>eh<'n  Thetafunel innen  sich  sehr  eiiiLn  li  :\\\- 
leilen  liisst.  wenn  man  ZAvei  rjiiadraliseh«'  Gleichungen  iiiil  ein- 
ander verbindet,  w  eiche  der  naiulicbenlrrutionuiilal  eutäprcchüu. 
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Wie  schon  .Iacobi  in  seinen  Königsberger  Vorlesungen  bor-  2) 
vorgehoben  bat,  besUmmt  die  doppelte  FuDotionalgleichuag 

fu  =  df{u  +  7f)  =  ege«««  f{u  +  h.i)  , 

wo      =     =  1  und  q  =  e^^*  ,  die  vier  coordinirten  Thela- 

functionen         q)  bis  auf  einen  Ton  ii  unabhängigen  Factor« 

In  der  Theorie  der  Transformation  werden  Thetafunctionen  in 

Beziehung  gesetzt,  deren  Argumente  q  =  e''^*,  q*  =  6*^"*  durch 
die  Gleichungen 

verbunden  sind,  wo  die  Coefficientcn  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Die  compicxc  Multiplication  tritt  ein,  wenn  k^h'  oder  die  (|uu- 
dratische  Gleichung 

ih*  4-     —  l')h  —  Ä'  =  0 

erfüllt  ist.  Da  der  imaginUre  Theil  son  //  positiv  sein  iiiuss,  da- 
nul  q  einen  absoluteu  Werth  q  <  I  erhalte,  so  ist  vor  Alieui  die 
lieUiiiguag 

4  (kl'  -  Ik')  —  {k  +  /')*  =  l>  >  0 
*)  erforderlich,  und  man  bclLommt 

V  —  k 


8/ 


BesUmmt  man  nun  m  durch  die  quadratische  Gleichung 

m«  —  2ow  +  iV  =  0  ,   A  =  a-  4-  O-J)  , 

in  welcher  a  und  6  ganse  reelle  positive  oder  negative  Zahlen 
bezeichnen,  so  nehmen  die  beiden  conjugirten  Wurzeln  die  dop- 
pelte oomplexe  Form  an 

m  =  a      bi  y  D  =  a  {ih 

m'  =  o  —  bi  yD=:a'  ^(th 

a  =  a-\-  b{k  —  r)  ,    a'  =  «  —  b{k  —  /')  ,      =  Ut , 

/A  =  /a*  -  {k  -  /')  aß  —  A'/^*  =  /a'^-  -|-  {k  —  /')  a /I^  —  k'fS* . 


*)  Man  sieht,  dass  l>  —  0  oder  =  —  I  mud  4  sein  muM. 
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Für  nogntive  Wcrlhe  von  /  würden  m  und  ///  luil  einander  zu 
verlauschen  sein :  übrigens  steht  Niehls  im  Wei^e.  d;is  Vorzeichen 
von  /  positiv  anzunchrneD,  da  oflTenb.'ir  die  Vorzeichen  der  ?ief 
Zahlen  /.  /A'  /'  gleichzeitig  umgekehrt  werden  dürfen.  Wir  wollen 
femer  der  Kurse  ban>er  voraussetoen,  daas  a'  und  (i  relative 
Primsahien  seien,  wodurch  die  Norm  N  sss  mm'  ungerade  wiri 

3)       Betrachten  wir  jetit  die  Function 

80  genügt  dieselbe  xunäohst  der  Bedingung  /"u  =  df{u-{-x]. 
Denn 

fu  ^       m       '     ^       m  ' 

wo 

i*  +  -f-7r     u  —n  ^ 

 SÄ  7t  , 

m  m 

Da  nun  für  du  =  {k  -i-  Ih)  tv 

eUu)  =  d*fiV'c*'«*»        4-  du)  , 

so  erhält  der  Quotient  der  beiden  ThetafoncUonen  den  Werth 

weil    gerade,  also  u'  ungerade  und  in  +      =  «'  wird. 
In  analoger  .  Weise  ergeben  sieh  die  Werthe  der  Quotieolen 

fu  * 
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weil 

mh  =  («  +  {ih)h  =  [a'  +  2b{k  -  l')  +  Ulh]  h^a'h  +  ^bh^ . 
Man  hal  aber 

f{u  +  m;r)  =  f  {u  +  «rr  -|-  <i/j/r)  =  d"f{u  +  /^A/f) 

folglich 

Beslimtnt  m.in  nun,  da  n  und  ß  ohne  j^enieinschaftlichen 
Theilcr  \ ()ritusij;('selzt  worden,  zwei  t;anze  Zahlen  /i  uod so, 
dass        -f-  II  ß  =  ^ ,  so  folgl  Dicht  allein,  dass 

fu  =     V*  e'f'^*'*f{u-\-fi'ßh7t)  =€'*g^'«'%«'*«'«7(ti+/i«'A?r) , 

sondern  auch 

Damit  ist  das  Stattfioden  der  für  &jti  gültigen  Punctional-  4) 
gleichung  erwiesen  und  man  erhtilt 

oder 

wo  die  Coostunte      für  u  =  0  durch 

auiif^edrttckt  werden  i^ann.  Für  d  =  c  —  4  ergibt  sich 
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—4—  2 


w       fix      *  >  ffl  ' 


5)        Macht  mau  die  Vürüu.sseUung,  dass  in  dem  Ausdrucke 
k'N==  k^a*      {k  —  r)  a/^'  -       ,   a  und     =  26A 

keinen  j^emeinseliiillliclieii  Factor  bcsilzen,  so  liisst  sieb 
ganz  ahnliche  Uecbnung  iür  die  Function 


3 


durchfUhreu.  Man  tindet  zunächst 


wo  die  Argumente  der  beiden  Thetafunctionen  sich  um 

m  hjf  =  {all  — 

unterscheiden.   Mitbin  wird  ihr  Verbaltniss 

und 

üidlM  ^  ^^-(«•.♦ÄiT).-   oder  /-tt^tf^e^Vlu+M 

Ferner  erhält  man  eben  so  oben 


Da  nun 
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SO  folg^ 

f(u  +  a/r)  =  ^/"tt   uod  f{u  +       =  fu  . 

Macht  iiijin  jetzt  Nvicder  uu  -\-  u'  fi'  =  1  ,  da  «  und  fi'  relative 
Primzahlen  sein  sollen,  so  wird 

Man  schliesst  daraus,  dass  6) 

2 

oder 


t. 


tblmui 


•> 


nebst 


mit  Ausniihnu'  des  Falles  ()  =  t  =  —  1  ,  wo  wiederum 

Von  Interesse  sind  die  beiden  speciellen  Ffille,  in  denen  7) 
k  ^  C  ^  oder  a  verschwinden,  weil  alsdann  resp.  h  und  iti  rein 
imaginär  werden.  Wenn  V  =    so  ergibt  sich 

A  =  ^\      =  — 4/*',   also  />0,Ä'<0, 


und  a  relativ  prim  ro  26/  resp.  9ibk'\ 
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Der  Fall  a  =  0  dagegen  gibt 

folglich  />  =  rb  i  ,  und  k  —  /'  ohne  gemeinschaftiichen  Theiler 
mit  resp.  1 1  oder  t  k'.  Ferner  wird 

4  &'i  [ui  yD)  =  e-^n  + 

oder 

D-\ 

WO 

Ebenso  erhalt  man 

A-l 

nebst 

8)         I  ilr     +  /  —  0  wir«!  die  Nonn  von  //  «Icr  Kinhcft  sh-ich. 
Als  eiufachsle  Beispiele  kann  man  die  Fülle  belrachU  ti,  in  detu-n 

A  =s  e    ,    A  =  e '    und   h  =  e  ^  , 

wo  also  k  einer  vierten,  sechsten  und  dritten  Wurtel  der  fito- 
heit  gleich  wird.  Der  erste 'dieser  FKlIe  führt  bekanntlich  auf 
die  Theilong  der  Lemniscatc.  Man  leitet  für  die  vorstehenden 
Werthe  die  folgenden  Slltxe  ab. 

i)  Für  Ä  =  0      =  =  —  1  ,/'  =  0  findet  man 
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SO  <l;iss  die  coniplcxe  Z;ihl  m  keinen  reellen  Thc  iliT  hal)en  darf. 
Zugleich  wird  A  =  a*  4-  46*  =  a*  +  ^*  =  1  niod  4; 

tbmu*i 


m 


tbmui 


'  m 

i]  Für  A  =  0 ,  /  =  1  ,     =  —  1  ,  /'  =  i  wird 

I«  =  a  -H  6ty3  =  a  -f         ,  a  =  a  —  6,  a=a  +  6, 

mithin  sind  a  und  6  relative  Primzahlen  von  ungerader  Summe, 
wahrend  X  =  o«  -f-  36*  =  ««  -|-  a/?  +  /?»  ungerade; 

&  m  u  ,  ,e-^»'ä)  =  ce     "  He  u+E^, 

3)  Für  Ä  =  0  ,  / 1=  4  ,     =  —  4  ,  r  =  —  i  wird 

in  =  «      6*y3  =  a  -jr  (^^     i  a  —  a-i-6,  «'  =  «  —  6, 

d.  h. '/  und  l>  (tline  j^eiueinschaftlichen  Theiler,  während  ab  gerade 
und  die  Norm  A  =  a*  -j-  36*  =  a*  —  iu(i     (t^  ungerade; 

%hmui 

rehri2«»ns  gohen  i]  und  3^  durch  Umkehr  der  Vorzeichen 
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von  b  und  /  in  einander  ttber.  Auch  ttbeneugt  man  sieh  leicht, 
dass  jede  durch  eine  reelle  Zahl  untheilbare  complexp  Zahl 

«  -1-  und  cc  +  t^c       durch   Multiplication   nu't  einer 

sechsten  Kinheitswurzel  auf  die  l-orrn  '/  hiy  S  gebracht  wer- 
den kann.  In  der  That  ist  ;in;dog  wie  bei  den  ungeraden  com- 
ploxen  Zahlen  von  der  Form  «  {i  i  unter  den  associirlen 
Zahlen  von  gleicher  Norm  stets  eine  primüre ,  ftlr  welche 
m  =  I  oder  m  =  du  \  ih  mod  4.  Dass  das  Product  solcher 
Zahlen  nach  Gaiss'  Forderung  in  der  r^lheoria  resid.  biqumir.t 
Art.  36),  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  des  doppelten  Vorzeichens, 
wiederum  primär  ist,  lehrt  die  Gleichung 

+  fih]     4-  M  =  ««.  -h  A'f  +  {aß,  +  a,ß  -  {k  -  Tl'f  }A  . 
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C.  Vemnaniiy  C/e^er  das  Verhalten  der  GreetCsdun  Function 
an  der  Grenze  ihres  Gebietes.*) 

Ist  in  der  rr/y- El)ene  ein  Gebiet  3  gegeben,  ])e}zrenzt  von 
einer  in  sicli  ziiriicklaufenden  Curve.  und  ist  ferner  innerhalb  3 
ein  fester  Punkt  <i^h  gei:el)en.  so  wird  die  diesem  Punkte  (a.  h) 
enlsprechende  GREE.N  Sche  Function  U=  U{.r,  tj  als  diejenige 
zu  bezeichnen  sein,  welche  in  tjtinzcr  Hrstreckiiny  von  J  eindeutig 
und  slclig  ist,  web'he  ferner  innerhalh  3.  sammt  ihren  ersten 
und  /.weiten  Ableitungen  nach  x,  y,  sielig  und  der  (ileii  hung 
^  i  =  Q  eatsprecbond  ist,  und  welche  endlich  um  Hände  von  3 

gieichwerthig  ist  mit  log     ,  wo  r  den  vom  Punkte  (a,  b)  nach 

dem  Hände  hinlaufenden  Radiusveclor  \tirstellt.  Oder  kürzer 
ausgedrnckt:  Sie  wird  zu  l>ezeichnen  sein  als  diejenige  Funda- 
mentalfunction  des  Gebietes  ^,  welche  am  fiande  von  0  die  so- 

eben  genannten  Werthe  log  -  besitzt.  Setzt  man  also 

ß  «  —  {t/"  -I-  log  r  , 

und  versteht  man  dabei  unter  U  den  Werth  der  Function  U  in 
einem  beliebigen  Punkte  x,  y],  ferner  unter  r  den  Abstand  dieses 
Punktes  (x,  y)  vom  festen  Punkte  (a,  b),  so  wird  H  eine  Function 
von  (x,  y)  sein,  welche  am  Rande  von  3  tiberall  verschwindet, 
welche  femer  in  jedwedem  Punkte  innerhalb  3  grösser  als  0, 
und  speciell  im  Punkte  (a,  6)  positiv  unendlich  ist. 


Eingereicht  wahrend  der  SiUung. 
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Bezeichnet  nun  v  die  innere  Normale  der  Bandcur\'e,  so 

lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  der  Differentialquotient      ,  falls  er 

überhaupt  existirt,  längs  des  Randes  durchs  eg  potUiv  Ist.  Ebenso 
lasst  sich  ohne  besondere  MOhe  naebweisen,  dass  dieser  Differen- 
tiaiquotient  niemals  In  «ttmm//tcAeft  Punkten  eines  Randelementes 
verschwinden  kann,  wie  klein  das  Element  auch  sein  möge. 

Ob  über  dieser  Differentialquotient  ^  nicht  in  einzelnen 

Punklen  des  Randes  verschwinden  könne  —  diese  Frage  scheint 
bisher  noch  niemals  in  Angrill  genommen,  und  überhaupt  mit 
grossen  Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein.  Um  so  mehr  durfte 
es  gerechtfertigt  sein,  wenn  ich  die  Resultate,  zu  denen  Ich  in 
dieser  Beziehung  —  allerdings  unter  sehr  starker  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  —  gelangt  bin,  hier  In 
Ktlrze  mitzuthellen  mir  erlaube. 

Die  Randcurve  des  Gebietes  3  sei  von  Hause  aus  gegeben 
durch  zwei  simultane  Gleichungen: 

Sütlann  aber  miip  n;i(']itrll|:Iicli,  an  Strilu  der  iniicpendenlcn  Vn- 
rinl)lo  ^  dir  Roiicnliinjic  a  riii^i  lührl.  und  die  so  entstehende 
neue  Gesluil  der  beiden  GleiciiuDgen  mit 

bezeichnet  sein.   Ueberdies  mag  gesetzt  sein : 

-  '  ss=  cos  6^ ,     j-^  sss  sm  Ö  : 
da  ^  da 

.so  (lass  also  (I  das  Aziniuth  der  die  Uandnirve  im  Punkte  5, 
berührenden  Tuogeute  vorstclll.  Dann  lautet  das  von  mir  Uber 

^[^^  erhaltene  Resultat  folgendermassen : 

dO        t/*  0 

Brater  Bati.  —  Sind  die  Grifssen  By  ^  und  ^  stetige 

l'undiojien  der  BotjenUiinjc  o,  inul  ist  überdies  der  W  erUi  von 

d0  dQ 
—  überall  ^  0 ,  so  i<?ird  der  Differentialqualient  ^  am 

Rande  überall  existiren^  lüngs  des  P.andes  überall  stetig 
sein,  und  zugleich  auch  längs  des  Rande  überall  k  sein^  tco  k 
eine  bestimmt  angMare^  positive  und  van  0  versdiiedene  Con^ 
stante  vorstellt. 
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Um  di«'S<'  (jiiisiaute  /•  naher  anüe]>en  zu  können,  hezcic  liiie 
man  den  kU  Kriliiimunizsradiiis  der  ueuebenen  Uandcur\e 

mit  Ii.  lerner  den  klein-^len  Absland  des  j^egeljenen  Punktes 
a.  b  von  dieser  Curve  mit  iP.  und  verstehe  sodann  unter  .1 
iriiend  eine  bestimmte  pitsilive  und  \nn  0  verschiedene  Cmu- 
Stante.  die  <^  l\.  und  zuiileich  auch  <Z  f*  ist.  Sodann  lasse  man 
auf  der  innern  Seite  der  liandeurve  einen  Kreis  vom  Hadius  .1 
fortrollen,  und  denke  sich  diesen  Kreis  in  jedem  Augenblicke 
der  genannten  Bewegung  in  zwei  Hall  »kreise  zerlegt  mittelst 
eines  Durchmessers,  welcher  senkrecht  steht  zu  dem  naeli  dem 
aiigenl>licklicben  Berührungspunkte  hinhiufenden  Hadius.  Der 
dem  Bertthrungspunkie  abgewendete  Halbkreis  wird  alsdann  wäh- 
rend jener  rollenden  Bewegung  eine  gewisse  riiKjfiirmit^c  h'lürht' 
Ül)erstreiehen ,  die  vom  Rande  des  Gebietes  3  tiberall  durch 
einen  Zwischenraum  getrennt  ist.  Bezeichnet  nun  den  kleinsten 
Werth  der  Function  Ii  in  Erstreckung  dieser  ringförmigen  Flache, 
so  bat  jene  Constante  k  den  Werth: 

k  =  Jp^  .       {iö.  Mai  1 888.;. 

Auch  was  in  dem  hingestellten  Salze  über  die  Stetigkeit  \ou 
gesagt  wurde,  ist  einer  genaueren  Darstellung  [)lhig.  Dabei 

(l 

erscheint  es  gut,  an  Stelle  von  ^  den  Differentialquotienten 

^ ,  oder  noch  besser,  die  partiellen  Ableitunsen  ]  ^  und  ^ 

in  -  Auge  zu  fassen.  Die  l)elreüenden  Satze  lauten  alsdann  folgen- 
dermassen : 

Zweiter  Satz.  —  Macht  nian  dieselben  Voraussetzungeu  wie 
im  ersten  Salze,  so  evistiren  stets  zwei  Functionen 

=  L\ («,  y)   und   (/,  =  l\{x,  y) , 

welche,  ebenso  wie  U,  Fundamentalfunctionen  des  Gebietes  0, 
und  welche  llberdies  der  Art  beschaffen  sind,  dass  fUr  jedweden 
Punkt  [x,  y]  innerhalb  3  die  Formeln  stattfinden : 

fr        A  r 

—  =:  £/.   und  T—  ==  ^  «  • 

Dieser  Satz,  durch  welchen  das  Verhalten  der  Ableitungen 

r —  und  ^r—  bei  einer  Aoniiheruna an  den  Hand  in  ebenso  scharfer 
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wie  anschaulicher  Weise  dargelegt  ist,  fohrt  bei  seiner  weiteren 
Entwickelung  zu  folgendem  Resultate: 

Dritter  Bati.  —  Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  irgend 
eines  Punktes  x\  y*)  in  Be/ui;  auf  irgend  einen  andern  Punkt  ^ 

(  r,  ij]  mit  r,  y  :  ^ 

X  =  oj  +  r  cos  y  , 
y'—y  +  rBinyj 

und  hezoichnt't  lu.in  fenier  die  Werlho  der  in  Rede  sU'henden 
Functinnt'u  i'.  l  \  in  jenen  beiden  i'uiikten  J*.  //  und  {.v  .  >/' 
resj)eclive  mit  i\  i\.  L\  und  V[,  V[,  so  wird  man,  falls  di'ui 
I'unkte  (.r,  //)  innevhnlh  0  oder  am  lUinde  i'on  -3  eine  l»e^tin^nW 
feste  Lage  fiei-'ebcn  ist.  und  falls  überdies  irgend  ein  Kleinheits- 
grad f  gegeben  ist,  mn  dit  sen  Tunkt  ./',  //).  als  Cenlrum.  stets 
eine  Kreisperipheric  von  solcher  Kleinheit  beschreiben  können, 
dass  ftlr  alle  zu  3  gehürig("n'  ,  und  innerhalb  dieser  Peripherie 
befindlichen  Punkte  {x\  y  ]  die  Formel  stattfindet 

- —  (Uj  cos  y  -I-  ^'t  sin  yl  1  <C  e  - 

An  diesen  letzten  Sats  schüesst  sich  endlich  mit  siemlicher 
Leichtigkeit  folgender  an : 

Vierter  8ati.  —  Führt  man,  ausser  den  Functionen  l\.  i\, 
noch  eine  neue  Function  K  s=  K(a?,  y)  ein,  mittelst  der  Formel: 

V=fiU,dy-U,da:), 

Tnf/9 

die  InteLirationscurve  auf  d  beschränkt  gedacht,  und  setzt  man 

sodann :   

aj+iy  =  a   und    t/4-iF=ir,   (i  =  ylTT) , 

so  wird  man,  falls  innerhaib  3  oder  am  Rande  von  d  irgend  ein 
Punkt  st  roarl^irt  ist,  und  falls  Uberdies  irgend  ein  Kleinheitsgrad  € 
gegeben  ist,  um  diesen  Punkt  x,  als  Gentrum,  stets  eine  Ereis- 
peripherie  von  solcher  Kleinheit  beschreiben  können,  dass  ftlr 
alle  zu  0  gehörigen  und  innerhalb  dieser  Peripherie  liegenden 
Punkte  s'  die  Formel  stattfindet: 

1)  Unter  den  zu  3  gehörigen  l'unklen  siml  s,inunt!irhf  Punkte  dieses 
Gebietes  3  zu  verstehun,  einerlei  ob  sie  innerhalb  ^,  oder  am  Rande  von 
3  steh  befinden. 


uiyiLi^ed  by  Google 


Leber  die  Green'scue  Fi  nctio.n. 


167 


Dabei  beietchnet  W  den  Werth  in  z\  während  W  selber,  sowie 
auch  nnd  die  Werthe  der  betreffenden  Functionen  in  z 
vorstellen. 

Hierans  folgt,  dass  in  jedem  Ran  dp  unkte  %  (ebenso  wie  in 

dW 

jedem  Innern  PunlLte  z)y  der  Werth  des  Differentialquotienten 

unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  bei  seiner  Bildung  in  Anwendung 
gebrachten  NaMarpunktes  is-\'dzy  dass  mithin  die  Function  W 
im  Punkte  s  monogen  ist.  Insbesondere  aber  ftthrt  jene  letxte 
Formel  zu  der  Erkenntniss,  dass  die  Gonvergenz  der  Differenzen- 
Quotienten  gegen  den  im  Punkte  z  vorhanden  Differentialquo- 
tienten eine  von  allen  Seiten  her  gleidimässige  ist,  —  was  man 
allerdings  fttr  innere  Punkte  z  auch  mittelst  der  TATLoa'schen 
Entwicklung  zu  beweisen  vermag,  nicht  aber  für  Punkte  am 
Rande. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Bfan  gelangt,  auf  Grund 
der  letzten  Formel  und  unter  Herbeiziehung  noch  anderer  Be- 
trachtungen, zu  dem  Resultat,  dass  nicht  nur  W  selber,  sondern 

d  W 

auch       eine  Fundamentalf  unction  des  Gebietes  0  isty  und 

dass  die  Entstehungsweise  des  Di/ferentialquoUenten  in  jed- 
wedem Punkt  z  dieses  G^ietes  eine  von  allen  Seiten  her  äqui^ 
convergente  ist. 

Die  Begründung  dieser  Satze,  und  namentlich  auch  die  Be- 
deutung derselben  fttr  die  Pro))leme  der  conformen  Abbildung, 
gedenke  ich  in  meiner  zweiten  Abhandlung  über  die  Methode  des 
arithmetischen  Mittels .  welche  binnen  Kurzem  fttr  den  Druck 
fertig  sein  dürfte,  näher  darzulegen* 
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